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Matematika II – přednáška 21

Co bude dneska?

Jednoduchá hladká plocha.

Parametrizace plochy.

Jednoduchá po částech hladká plocha. Uzavřená plocha.

Nějaké přı́klady.

Tyto slidy jsou na adrese
http : //marian.fsik.cvut.cz/˜neustupa/M2 Neu prednaska21.pdf
(pro osobnı́ potřeby).

Dvacátáprvnı́ přednáška 1 / 19
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Shrnutı́ co bylo minule

Výpočet potenciálu.

Použitı́ potenciálu v přı́kladech.

Opakovánı́ - co bylo minule 2 / 19



  



  



  



  

Plošný integrál
Hmotnost věže

Bilance přítoku a odtokuPřenos energie (síla x dráha)

Plocha látky
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Jednoduchá hladká plocha - motivace a značenı́

Na tabuli - spı́še slovně.

Jednoduchá hladká plocha 3 / 19
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Jednoduchá hladká plocha - motivace a značenı́

Na tabuli - spı́še slovně.

Jak se přeložı́ slovnı́ požadavky na plochu do matematického zápisu.

B ⊂ E2, omezená uzavřenou křivkou Γ. Každý bod B přemı́stı́m do prostoru na mı́sto
P (u, v) =

[
φ(u, v), ψ(u, v), ϑ(u, v)

]
.

Elastické deformace, neporušujı́cı́ hladkost → P je spojité zobrazenı́ a má spojité parciálnı́
derivace v dostatečně velké podmnožině B.

Neslepovat body → P je prosté zobrazenı́ v množině B.

Jednoduchá hladká plocha 4 / 19
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Jednoduchá hladká plocha - motivace a značenı́

Na tabuli - spı́še slovně.

Jak se přeložı́ slovnı́ požadavky na plochu do matematického zápisu.

B ⊂ E2, omezená uzavřenou křivkou Γ. Každý bod B přemı́stı́m do prostoru na mı́sto
P (u, v) =

[
φ(u, v), ψ(u, v), ϑ(u, v)

]
.

Elastické deformace, neporušujı́cı́ hladkost → P je spojité zobrazenı́ a má spojité parciálnı́
derivace v dostatečně velké podmnožině B.

Neslepovat body → P je prosté zobrazenı́ v množině B.

Jednoduchá hladká plocha je obor hodnot zobrazenı́ P . Nazýváme ho parametrizacı́
jednoduché hladké plochy.

Jednoduchá hladká plocha 5 / 19
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Značenı́ parametrizace

P (u, v) =
[
φ(u, v), ψ(u, v), ϑ(u, v)

]
.

Funkce

x = φ(u, v), y = ψ(u, v), z = ϑ(u, v)

nazýváme souřadnicové funkce zobrazenı́ P .

značenı́ parametrizace 6 / 19
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Značenı́ parametrizace

P (u, v) =
[
φ(u, v), ψ(u, v), ϑ(u, v)

]
.

Funkce

x = φ(u, v), y = ψ(u, v), z = ϑ(u, v)

nazýváme souřadnicové funkce zobrazenı́ P .

Parciálnı́ derivace P podle proměnných u, v budeme označovat Pu, Pv a budeme je
považovat za vektory. Můžeme tudı́ž psát:

Pu(u, v) =

(
∂φ(u, v)

∂u
,
∂ψ(u, v)

∂u
,
∂ϑ(u, v)

∂u

)
zkráceně Pu =

(
∂φ

∂u
,
∂ψ

∂u
,
∂ϑ

∂u

)
,

Pv(u, v) =

(
∂φ(u, v)

∂v
,
∂ψ(u, v)

∂v
,
∂ϑ(u, v)

∂v

)
zkráceně Pv =

(
∂φ

∂v
,
∂ψ

∂v
,
∂ϑ

∂v

)
.

značenı́ parametrizace 7 / 19
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Značenı́ parametrizace

Zobrazenı́ P považujeme za spojité, jestliže všechny jeho souřadnicové funkce jsou spo-
jité.

O zobrazenı́ P řı́káme, že má spojité parciálnı́ derivace, majı́-li všechny souřadnicové
funkce spojité parciálnı́ derivace.

značenı́ parametrizace 8 / 19
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Značenı́ parametrizace

Zobrazenı́ P považujeme za spojité, jestliže všechny jeho souřadnicové funkce jsou spo-
jité.

O zobrazenı́ P řı́káme, že má spojité parciálnı́ derivace, majı́-li všechny souřadnicové
funkce spojité parciálnı́ derivace.

Poznámka: Nehrozı́-li záměna se značenı́m souřadných os, můžeme mı́sto φ(u, v),ψ(u, v),
ϑ(u, v) souřadnicové funkce zobrazenı́ P značit i x(u, v), y(u, v), z(u, v).
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ČVUT, Fakulta strojnı́, letnı́ semestr 2018-19 T. Neustupa

Značenı́ parametrizace

Vektorový součin vektorů Pu a Pv označujeme Pu × Pv. Připomı́náme, že

Pu × Pv =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i, j, k

∂φ

∂u
,
∂ψ

∂u
,
∂ϑ

∂u
∂φ

∂v
,
∂ψ

∂v
,
∂ϑ

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
∂ψ

∂u

∂ϑ

∂v
− ∂ϑ

∂u

∂ψ

∂v
,
∂ϑ

∂u

∂φ

∂v
− ∂φ

∂u

∂ϑ

∂v
,
∂φ

∂u

∂ψ

∂v
− ∂ψ

∂u

∂φ

∂v

)
.

Tohle je obecný zápis. Nebude se do něj dosazovat. Použı́vá se při obecné formulaci. V
konkrétnı́ch přı́kladech se počı́tá vektorový součin konkrétnı́ch vektorů.
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Jednoduchá hladká plocha - definice

Definice (Jednoduchá hladká plocha.). Necht’ Γ je uzavřená jednoduchá po částech
hladká křivka v E2 a B = Γ ∪ Int Γ. Necht’ P je spojité zobrazenı́ B do E3.
Předpokládejme, že

a) P je prosté zobrazenı́ na B,

b) P má spojité a omezené parciálnı́ derivace Pu a Pv v B − K, kde K je nejvýše
konečná množina bodů, nacházejı́cı́ch se na hranici Γ množiny B,

c) Pu × Pv 6= 0 v B −K.

Množinu všech bodů P (u, v) pro [u, v] ∈ B (tj. obor hodnot zobrazenı́ P ) pak nazývá-
me jednoduchá hladká plocha v Ek. Zobrazenı́ P nazýváme parametrizace.

JHP - definice 11 / 19
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Většinou značı́me řeckými pı́smeny, napřı́klad σ, σ1, σ2, κ, apod.
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Obr. ze skript
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Většinou značı́me řeckými pı́smeny, napřı́klad σ, σ1, σ2, κ, apod.
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Obr. ze skript

Každá JHP má nekonečně mnoho parametrizacı́ (”způsobů jak ji zı́skat defor. z E2”).

Jednoducho hladkou křivku v E3, která je obrazem Γ (hranice množiny B) při zobrazenı́
P , nazýváme okraj jednoduché hladké plochy.

JHP - obrázek, značenı́ 13 / 19
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Do definice jednoduché hladké plochy se nevejde napřı́klad kulová plocha x2 + y2 + z2 =
R2 nebo válcová plocha x2 + y2 = R2, 0 ≤ z ≤ h. (Budeme je skládat z vı́ce JHP).

JHP poznámky 14 / 19
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Do definice jednoduché hladké plochy se nevejde napřı́klad kulová plocha x2 + y2 + z2 =
R2 nebo válcová plocha x2 + y2 = R2, 0 ≤ z ≤ h. (Budeme je skládat z vı́ce JHP).

Orientace Jednoduché hladké plochy, normálový vektor

Zamyšlenı́ na tabuli.

JHP poznámky, orientace JHP, normálový vektor 15 / 19
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Orientace Jednoduché hladké plochy, normálový vektor

Myšlenka na tabuli.

Plochu σ můžeme orientovat tak, že na ploše definujeme normálový vektor n (tj. jednot-
kový vektor, kolmý k ploše σ, který udává orientaci plochy σ) bud’ rovnicı́

n =
Pu(u, v)× Pv(u, v)

‖Pu(u, v)× Pv(u, v)‖
pro všechna [u, v] ∈ B −K,

nebo rovnicı́

n = − Pu(u, v)× Pv(u, v)

‖Pu(u, v)× Pv(u, v)‖
pro všechna [u, v] ∈ B −K.

Je-li normálový vektor n dán prvnı́ rovnicı́, řı́káme, že jednoduchá hladká plocha σ je
orientována souhlasně s parametrizacı́ P . V opačném přı́padě, kdy vektor n je definován
druhou rovnicı́, řı́káme, že jednoduchá hladká plocha σ je orientována nesouhlasně s pa-
rametrizacı́ P .

Normálový vektor definovaný výše se měnı́ spojitě, tedy nemůže v různých bodech mı́řit
na různé strany plochy.

JHP orientace JHP, normálový vektor 16 / 19



ČVUT, Fakulta strojnı́, letnı́ semestr 2018-19 T. Neustupa

Vztah mezi orientacı́ jednoduché hladké plochy a jejı́ho okraje

Na tabuli. Přı́klad na tabuli.

Jednoduchá po částech hladká plocha

Na tabuli.

Jednoduchá po částech hladká plocha 18 / 19
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Vztah mezi orientacı́ jednoduché hladké plochy a jejı́ho okraje

Na tabuli. Přı́klad na tabuli.

Jednoduchá po částech hladká plocha

Na tabuli.

Uzavřená plocha

Na tabuli.

Přı́klady ploch a parametrizacı́, na tabuli.

Uzavřená plocha 19 / 19



  

Jan Valasek
Hranice vysledne plochy je mnozina: (C1 sjednoceno s C2) bez (C1 prunik s C2)



  



  

Jan Valasek
Protoze C1 od sigma1 je tataz kruznice, 
co okraj C2 od sigma2, je vysledkem operace:
(C1 sjednoceno C2) bez (C1 prunik C2)
prazdna mnozina

a def uzavrene plochy je: Je to JHP bez okraje (jejiz okraj je prazdna mnozina).
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