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Matematika II – přednáška 22

Co bude dneska?

Různé konkrétnı́ parametrizace ploch (začali jsme minule).

Plošný integrál skalárnı́ funkce (plošný integrál 1. druhu)

Obsah plochy, mechanické charakteristiky plochy.

Nějaké přı́klady.

Tyto slidy jsou na adrese
http : //marian.fsik.cvut.cz/˜neustupa/M2 Neu prednaska22.pdf
(pro osobnı́ potřeby).
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Shrnutı́ co bylo minule

Jednoduchá hladká plocha.

Parametrizace plochy.

Jednoduchá po částech hladká plocha. Uzavřená plocha.

Opakovánı́ - co bylo minule 2 / 17
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Plošný integrál skalárnı́ funkce (plošný integrál 1. druhu) - motivace

Na tabuli.
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Plošný integrál skalárnı́ funkce (plošný integrál 1. druhu) - definice

Definice (Plošný integrál skalárnı́ funkce na jednoduché hladké ploše.). Necht’
σ je jednoduchá hladká plocha v E3 a P je jejı́ parametrizace, definovaná na množině
B ⊂ E2. Necht’ f je funkce, která je definovaná a omezená na ploše σ. Existuje-li
dvojný integrál

∫∫
B f(P (u, v)) ‖Pu(u, v) × Pv(u, v)‖ du dv, pak o funkci f řı́káme,

že je integrovatelná na ploše σ. Plošný integrál funkce f na ploše σ pak označujeme∫∫
σ f dp a definujeme jej rovnicı́∫∫

σ

f dp =

∫∫
B

f(P (u, v)) ‖Pu(u.v)× Pv(u, v)‖ du dv.

Plošný integrál skalárnı́ funkce, definice 5 / 17
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Plošný integrál skalárnı́ funkce (plošný integrál 1. druhu) - definice

Definice (Plošný integrál skalárnı́ funkce na jednoduché hladké ploše.). Necht’
σ je jednoduchá hladká plocha v E3 a P je jejı́ parametrizace, definovaná na množině
B ⊂ E2. Necht’ f je funkce, která je definovaná a omezená na ploše σ. Existuje-li
dvojný integrál

∫∫
B f(P (u, v)) ‖Pu(u, v) × Pv(u, v)‖ du dv, pak o funkci f řı́káme,

že je integrovatelná na ploše σ. Plošný integrál funkce f na ploše σ pak označujeme∫∫
σ f dp a definujeme jej rovnicı́∫∫

σ

f dp =

∫∫
B

f(P (u, v)) ‖Pu(u.v)× Pv(u, v)‖ du dv.

Výpočet integrálu vpravo ukážeme na přı́kladech.

Pozn.: Výroky “funkce f je integrovatelná na ploše σ” a “plošný integrál f na σ existuje”
majı́ stejný význam (jsou ekvivalentnı́).

Pozn.: Pro označenı́ plošného integrálu též často objevuje dS nebo dσ mı́sto dp.

Plošný integrál skalárnı́ funkce, definice 6 / 17
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Poznámka: Plošný integrál skalárnı́ funkce je nezávislý na volbě parametrizace.

Plošný int. - poznámka 7 / 17
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Plošný integrál skalárnı́ funkce na jednoduché po částech hladké ploše

Definice (Plošný integrál skalárnı́ funkce na jednoduché po částech hladké ploše.).
Necht’ σ je jednoduchá po částech hladká plocha v E3, která je složena z jednoduchých
hladkých ploch σ1, . . . , σn dle pravidel, popsaných dřı́ve. Necht’ f je funkce, která
je omezená na ploše σ. Je-li f integrovatelná funkce na každé z ploch σ1, . . . , σn,
pak řı́káme, že je integrovatelná na ploše σ. Plošný integrál funkce f na ploše σ pak
definujeme rovnicı́ ∫∫

σ

f dp =
n∑
i=1

∫∫
σi

f dp.

(Plošné integrály na pravé straně jsou plošnými integrály na jednoduchých hladkých
plochách.

Plošný int. - jednoduchá po částech hladká plocha 8 / 17
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Pozn.: Mı́sto “plošný integrál skalárnı́ funkce” často použı́váme název plošný integrál
1. druhu.

Chceme-li zdůraznit, na kterých proměnných závisı́ funkce f , můžeme mı́sto
∫∫
σ f dp

psát
∫
σ f(x, y, z) dp.

Plošný int. - jednoduchá po částech hladká plocha, pozn. 9 / 17
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Pozn.: Mı́sto “plošný integrál skalárnı́ funkce” často použı́váme název plošný integrál
1. druhu.

Chceme-li zdůraznit, na kterých proměnných závisı́ funkce f , můžeme mı́sto
∫∫
σ f dp

psát
∫
σ f(x, y, z) dp.

Plošný integrál skalárnı́ funkce na jednoduché po částech hladké ploše

Definice (Obsah plochy.). Je-li σ jednoduchá po částech hladká plocha, pak čı́slo,
které je hodnotou integrálu

∫∫
σ dp, nazýváme obsahem plochy σ.

V přı́padě, kdy σ je jednoduchá hladká plocha a P je jejı́ parametrizace definovaná
v množině B ⊂ E2, je obsah plochy σ roven

p(σ) =

∫∫
σ

dp =

∫∫
B

‖Pu(u, v)× Pv(u, v)‖ du dv.

Plošný int. - obsah plochy 10 / 17
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Plošný integrál skalárnı́ funkce - vlastnosti

Je odvozený od dvojného integrálu, tj. také vlastnosti jsou odvozeny od dvojného in-
tegrálu.

a) Postačujı́cı́ podmı́nka pro existenci plošného integrálu skalárnı́ funkce. Je-li f
spojitá funkce na ploše σ, pak je na σ integrovatelná (tj. plošný integrál

∫∫
σ f dp

existuje).

Plošný int. - vlastnosti 11 / 17
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Plošný integrál skalárnı́ funkce - vlastnosti

b) Linearita plošného integrálu. Jsou-li funkce f a g integrovatelné na ploše σ a
α ∈ R, pak funkce f + g a αf jsou také integrovatelné na σ a∫∫

σ

(f + g) dp =

∫∫
σ

f dp +

∫∫
σ

g dp,∫∫
σ

α · f dp = α ·
∫∫

σ

f dp.

c) Je-li f integrovatelná funkce na ploše σ a omezená funkce g se lišı́ od f na σ nejvýše
v konečně mnoha bodech nebo křivkách, pak g je také integrovatelná funkce na σ a∫∫

σ

g dp =

∫∫
σ

f dp.

Plošný int. - vlastnosti 12 / 17
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Plošný integrál skalárnı́ funkce - vlastnosti

d) Je-li funkce f integrovatelná na ploše σ, pak je také integrovatelná na −σ a∫∫
−σ
f dp =

∫∫
σ

f dp.

Plošný int. - vlastnosti 13 / 17
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Plošný integrál skalárnı́ funkce - vlastnosti

d) Je-li funkce f integrovatelná na ploše σ, pak je také integrovatelná na −σ a∫∫
−σ
f dp =

∫∫
σ

f dp.

Pozn.: Tvrzenı́ a) lze zobecnit: Je-li σ jednoduchá po částech hladká plocha a funkce f
je spojitá na každé z hladkých částı́ plochy σ, pak f je integrovatelná na σ.

Pozn.: Tvrzenı́ d) ukazuje, že existence ani hodnota plošného integrálu skalárnı́ funkce
nezávisı́ na orientaci plochy.

Plošný int. - vlastnosti 14 / 17
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Výpočet plošného integrálu skalárnı́ funkce

Plošný integrál funkce f na jednoduché hladké ploše σ můžeme vypočı́tat užitı́m para-
metrizace P = [φ, ψ, ϑ] plochy σ a přı́slušné formule z definice.
1) Do funkce f za proměnné x, y, z dosadı́me

x = φ(u, v), y = ψ(u, v), z = ϑ(u, v),

2) za dp dosadı́me

dp = ‖Pu(u, v)× Pv(u, v)‖ du dv

3) integrujeme podle u a v na množině B ⊂ E2, na které je parametrizace P definovaná.

Výpočet plošného integrálu skalárnı́ funkce 15 / 17
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Výpočet plošného integrálu skalárnı́ funkce

Plošný integrál funkce f na jednoduché hladké ploše σ můžeme vypočı́tat užitı́m para-
metrizace P = [φ, ψ, ϑ] plochy σ a přı́slušné formule z definice.
1) Do funkce f za proměnné x, y, z dosadı́me

x = φ(u, v), y = ψ(u, v), z = ϑ(u, v),

2) za dp dosadı́me

dp = ‖Pu(u, v)× Pv(u, v)‖ du dv

3) integrujeme podle u a v na množině B ⊂ E2, na které je parametrizace P definovaná.

Plošný integrál funkce f na jednoduché po částech hladké ploše, složené z jednoduchých
hladkých ploch σ1, . . . , σn, vypočı́táme tak, že nejprve vypočı́táme integrály na plochách
σ1 . . . , σn a výsledky pak sečteme.

Přı́klady na tabuli.

Výpočet plošného integrálu skalárnı́ funkce 16 / 17
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Fyzikálnı́ aplikace plošného integrálu skalárnı́ funkce

Na tabuli - ze skript.
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