CVUT, Fakulta strojni, letni semestr 2018-19

T. Neustupa

Matematika Il — prednaska 22

Co bude dneska?

Riizné konkrétni parametrizace ploch (zacali jsme minule).
PloSny integral skalarni funkce (ploSny integrél 1. druhu)
Obsah plochy, mechanické charakteristiky plochy.

N¢jaké priklady.

Tyto slidy jsou na adrese

http : / /marian. f sik.cout.cz /" neustupa/M2_Neu_prednaska22.pdf
(pro osobni potieby).
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Shrnuti co bylo minule

Jednoducha hladka plocha.
Parametrizace plochy.

Jednoducha po Castech hladka plocha. Uzaviena plocha.



Jaka je plocha platu ocele? -> 2D integral

Ale jak spocist povrch trupu lodi?

Shallow End

Give It A Try For Yourself!

Length = X Width = X Average Depth = X Gallon Multiplier =

[ Click To Calculate ]

The Approximate Gallons Of Water In Your Pool Is =

Jak spocist prumernou hloubku bazenu -> 2D intergal
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A jak spocist treba prumernou
hloubku Tyrhenskeho more?
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Plosny integral skalarni funkce (plosny integral 1. druhu) - motivace
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Plosny integral skalarni funkce (plosny integral 1. druhu) - definice

Definice (PlosSny integral skalarni funkce na jednoduché hladké ploSe.). Necht
o je jednoducha hladka plocha v [E5 a P je jeji parametrizace, definovanid na mnoziné
B C E,. Nechf f je funkce, kterd je definovand a omezena na ploSe o. Existuje-li
dvojny integrdl [ [, f(P(u,v)) || P.(u,v) X Py(u,v)|| dudv, pak o funkci f fikdme,
Ze je integrovatelnd na ploSe o. Plosny integrdl funkce f na ploSe o pak oznacujeme
[[. f dp adefinujeme jej rovnici

J[£ar = [[ 1oy 1Pe) x Pl duds.
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Plosny integral skalarni funkce (plosny integral 1. druhu) - definice

Definice (PlosSny integral skalarni funkce na jednoduché hladké ploSe.). Necht
o je jednoducha hladka plocha v [E5 a P je jeji parametrizace, definovanid na mnoziné
B C E,. Nechf f je funkce, kterd je definovand a omezena na ploSe o. Existuje-li
dvojny integrdl [ [, f(P(u,v)) || P.(u,v) X Py(u,v)|| dudv, pak o funkci f fikdme,
Ze je integrovatelnd na ploSe o. Plosny integrdl funkce f na ploSe o pak oznacujeme
[[. f dp adefinujeme jej rovnici

J[£ar = [[ 1oy 1Pe) x Pl duds.

Vypocet integralu vpravo ukdzeme na prikladech.

Pozn.: Vyroky “funkce f je integrovatelnd na plose ¢ a “ploSny integrdl f na o existuje”
maji stejny vyznam (jsou ekvivalentni).

Pozn.: Pro oznaceni plosného integralu téZ Casto objevuje d.S nebo do misto dp.
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Poznamka: PloSny integral skalarni funkce je nezdvisly na volbé parametrizace.
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Plosny integral skalarni funkce na jednoduché po castech hladké plose

Definice (PloSny integral skalarni funkce na jednoduché po ¢astech hladké plose.).
Necht o je jednoduchd po Eastech hladka plocha v [E3, kterd je sloZena z jednoduchych
hladkych ploch oy, ..., o, dle pravidel, popsanych diive. Nechf f je funkce, kterd
je omezend na plose o. Je-li f integrovatelnd funkce na kazdé z ploch o4, ..., oy,
pak fikdme, Ze je integrovatelnd na ploSe o. Plosny integrdl funkce f na ploSe o pak

definujeme rovnici
J[1a0=3[[ tav
a i=1 7 o

(Plos$né integraly na pravé strané jsou ploSnymi integraly na jednoduchych hladkych
plochach.
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Pozn.: Misto “ploSny integral skalarni funkce” Casto pouzivame nazev plosny integrdl
1. druhu.

Chceme-li zdiraznit, na kterych proménnych zavisi funkce f, miZeme misto || fa f dp
psat [ f(z,y,z) dp.



CVUT, Fakulta strojni, letni semestr 2018-19 T. Neustupa

Pozn.: Misto “ploSny integral skalarni funkce” Casto pouzivame nazev plosny integrdl
1. druhu.

Chceme-li zdiraznit, na kterych proménnych zavisi funkce f, miZeme misto || fa f dp
psat [ f(z,y,z) dp.

Plosny integral skalarni funkce na jednoduché po ¢astech hladké plose

Definice (Obsah plochy.). Je-li o jednoduchd po castech hladkd plocha, pak cislo,
které je hodnotou integrlu [[ dp, nazyvdme obsahem plochy o.

V pripadé, kdy o je jednoduchd hladkd plocha a P je jeji parametrizace definovana
v mnoziné B C [E,, je obsah plochy o roven

po) = [[ o= [[ IRy x Pwo)l dude
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Plosny integral skalarni funkce - vlastnosti

Je odvozeny od dvojného integralu, tj. také vlastnosti jsou odvozeny od dvojného in-
tegralu.

a) Postacujici podminka pro existenci plosného integralu skalarni funkce. Je-li f

spojitd funkce na plose o, pak je na o integrovatelnd (tj. plosny integrdl [ fa f dp
existuje).
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Plosny integral skalarni funkce - vlastnosti

b) Linearita ploSného integralu. Jsou-li funkce f a ¢ integrovatelné na plose o a
a € R, pak funkce f + g a af jsou také integrovatelné na o a

[[varin= [[ s+ [[gm
//O,O“fdpw-//afdp.

c) Je-li f integrovatelnd funkce na plose o a omezena funkce ¢ se lisi od f na o nejvyse
v kone¢né mnoha bodech nebo kfivkach, pak g je také integrovatelnd funkce na o a

o= Tl
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Plosny integral skalarni funkce - vlastnosti

d) Je-li funkce f integrovatelna na plose o, pak je také integrovatelnd na —o a

I o {fra
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Plosny integral skalarni funkce - vlastnosti

d) Je-li funkce f integrovatelna na plose o, pak je také integrovatelnd na —o a

I o {fra

Pozn.: Tvrzeni a) 1ze zobecnit: Je-li o jednoducha po c¢astech hladka plocha a funkce f
je spojitd na kazdé z hladkych casti plochy o, pak f je integrovatelnd na o.

Pozn.: Tvrzeni d) ukazuje, Ze existence ani hodnota plosného integralu skalarni funkce
nezavisi na orientaci plochy.
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Vypocet plosného integralu skalarni funkce

Plosny integral tunkce f na jednoduché hladké plose o miiZeme vypocitat uZitim para-
metrizace P = [¢, 1, V] plochy o a pfislusné formule z definice.

1) Do funkce f za proménné x, y, z dosadime
z = ¢(u,v), y =), z=71uv),
2) za dp dosadime
dp = [|Py(u,v) X Py(u,v)|| dudv

3) integrujeme podle u a v na mnoZiné B C [Eo, na které je parametrizace P definovana.
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Vypocet plosného integralu skalarni funkce

Plosny integral tunkce f na jednoduché hladké plose o miiZeme vypocitat uZitim para-
metrizace P = [¢, 1, V] plochy o a pfislusné formule z definice.

1) Do funkce f za proménné x, y, z dosadime
z = ¢(u,v), y =), z=71uv),
2) za dp dosadime
dp = [|Py(u,v) X Py(u,v)|| dudv

3) integrujeme podle u a v na mnoZiné B C [Eo, na které je parametrizace P definovana.

Plosny integral funkce f na jednoduché po ¢astech hladké plose, sloZené z jednoduchych
hladkych ploch o4, . . ., 0, vypocitame tak, Ze nejprve vypocitame integraly na plochach
o1 ...,0, avysledky pak secteme.

Priklady na tabuli.
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Fyzikalni aplikace plosného integralu skalarni funkce

Na tabuli - ze skript.



IV Plocha zadana parametrizaci



