CVUT, Fakulta strojni, letni semestr 2018-19 T. Neustupa

Matematika Il — prednaska 22

Co bude dneska?

Plos$ny integrél vektorové funkce (plo$ny integral 2. druhu)

Souvislost ploSného integrilu vektorové funkce a plosného integrélu skaldrni funkce.
Tok vektorového pole plochou.

N¢jaké priklady.

Tyto slidy jsou na adrese
http : [ /marian. f sik.cout.cz /"neustupa/M2_N eu_prednaska23.pdf
(pro osobni potieby).
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Shrnuti co bylo minule

PloSny integral skalarni funkce (ploSny integral 1. druhu)

Obsah plochy, mechanické charakteristiky plochy.



(VTVUT, Fakulta strojni, letni semestr 2019-20 T. Neustupa

Plosny integral skalarni funkce (ploSny integral 1. druhu) - definice

Definice (PloSny integral skaldarni funkce na jednoduché hladké plose.). Nechf
o je jednoducha hladka plocha v [£5 a P je jeji parametrizace, definovana na mnoziné
B C Es. Nechf f je funkce, kterd je definovand a omezend na ploSe o. Existuje-li
dvojny integrdl [, f(P(u,v)) ||P.(u,v) x P,(u,v)| dudv, pak o funkci f fikdme,
Ze je integrovatelnd na ploSe o. Plosny integral funkce f na ploSe o pak oznaCujeme
[/ f dp adefinujeme jej rovnici

/ / rap= [ /B F(P(u,0)) | Paluv) x Po(, )| dude.

Vypocet integrdlu vpravo ukdzeme na piikladech.
Pozn.: Vyroky “funkce f je integrovatelna naploSe o a “ploSny integral f na o existuje”
maji stejny vyznam (jsou ekvivalentni).

Pozn.: Pro oznaCeni ploSného integrdlu téz Casto objevuje d.S nebo do misto dp.
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IV Plocha zadana parametrizaci
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Plosny integral vektorové funkce (plosny integral 2. druhu) - motivace

Na tabuli.



Plosny integral z vektoroveé f-ce

Tok vody

Tepelny tok

GaussUv zakon

Gaussova LA -
blocha O elektrické intenzite

Faradaylv zakon
elektromagnetické indukce
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Plosny integral vektorové funkce (plosny integral 2. druhu) - definice

Definice (Plo$ny integral vektorové funkce.). Nechf o je jednoduchd po Castech
hladka plocha v E5 a f je vektorova funkce, kterd je definovand a omezend na plose o.
Rikdme, Ze vektorova funkce f je integrovatelnd na plose o, je-li skaldrni funkce f - n
integrovatelnd na 0. Integrdl [| f-n dp nazyvame plosny integrdl vektorové funkce
f na plose o a oznaujeme jej kratSim zpisobem [[ f - dp.

Plos$ny integral vektorové funkce (= vektorového pole) f vyjadtuje tok vektorového pole
f uvaZovanou plochou. Tento integral se Casto nazyva plosny integrdl 2. druhu.
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Souvislost plosného integralu vektorové funkce a pl. integralu skal. funkce.

Poznamka: Z definice plosného integralu vektorové funkce f je patrné, Ze tento integral
je vlastné ploSnym integralem skalarni funkce f - n, coz je pramét vektorové funkce f do
sméru kolmého k ploSe o. Plo$ny integral vektorové funkce Ize tudiZ vyjadrit formuli

//gf-dp: //U(f-n)dp.
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Souvislost plosného integralu vektorové funkce a pl. integralu skal. funkce.

Poznamka: Z definice plosného integralu vektorové funkce f je patrné, Ze tento integral
je vlastné ploSnym integralem skalarni funkce f - n, coz je pramét vektorové funkce f do
sméru kolmého k ploSe o. Plo$ny integral vektorové funkce Ize tudiZ vyjadrit formuli

//gf-dp: //U(f-n)dp.

Poznédmka: Normalovy vektor n nemusi existovat v téch bodech jednoduché po Castech
hladké plochy o, ve kterych se stykaji jednotlivé hladké plochy, ze kterych je po Castech
hladka plocha o slozena. Takové body tvofi nejvySe konecné mnoho jednoduchych po
Castech hladkych kiivek a existence ani hodnota ploSného integralu na chovani integro-
vané funkce (pokud tato je omezend) na konecné mnoha kfivkach nezavisi.
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Zapisy plosného integralu

Bud f = (U, V, W) pak tyto integrély

Predpokladejme, Ze vektorova funkce f ma soufadnicové funkce U, V' a W. Pak integraly

//Uf.dp, //Jf.ndp, //U(U’V’W)'dp’ //0(U7V7W)'ndp,
//U(Ui—H/j—i—Wk)-dp, //g(Ui+Vj+Wk).ndp

maji stejny vyznam.
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Plosny integral vektorové funkce - zakladni vlastnosti

ProtoZe je ploSny integrdl vekt. fce f definovan jako plo$ny integral skal. fce (f - n) jsou
zakladni vlastnosti obou integrala stejné.

S jednim zasadnim rozdilem: PloSny integral vektorové funkce zavisi na orientaci plochy!
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Plosny integral vektorové funkce - zakladni vlastnosti

ProtoZe je ploSny integrdl vekt. fce f definovan jako plo$ny integral skal. fce (f - n) jsou
zakladni vlastnosti obou integrala stejné.

S jednim zasadnim rozdilem: PloSny integral vektorové funkce zavisi na orientaci plochy!

Véta. Je-li vektorova funkce f integrovatelna na ploSe o, pak je integrovatelnd i na
plose —o a e

// f-dp:—/f-dp.

Toto tvrzeni vyplyvd z definice. Vektor n v [ fa f - n dp je normalovy vektor, ktery
ukazuje smérem jimzZ je plocha orientovdana. Zména orientace vede ke zméné znaménka
normélového vektoru.

-
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Véta:

Necht je zadané spoijité vekt. pole f(x,y,z) na jednoduche hladké

ploSe o a necht je P(u,v) jeji.souhlasné orientovana parametrizace.
Potom plati:

/ f.dp = //f-ndp

Pulu,0) X Po(t¥)_yp (4, v) x Py(u,v)|| dudv,
a // f(P(u,v)) - Pa(u, 1) ) x Py(u,v)ll

(IV.4.2) // -dp = / f(P(u. v) Py (u, v) x Py(u, l)) du dv.
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Vypocet plosného integralu vektorové funkce
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Urcete tok ® vektorového pole f plochou @ C Ej3 orientovanou normélou 7 :

Priklad 650. f = (z,y—2,22), Q je trojl'ﬂlelnl'k o vrcholech A, B,C, kde
A=[3,0,0], B=1[0,2,0], C=10,0,6], n-z2<0.
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IVA.E: I_-"i'-fl::lad. Vypocitejme tok vekturuvéhu pnle f(z,y.z) = yzj+2z> k plochou
, kterd je casti poloviny valcové plochy y? + 22 =4, z > 0, odiiznutou rovinami
r=-1 a r=1. Plocha o je orientovana normalovym vektorem n, ktery ma v bodé

10,0,2] tvar n = k. _
é/f —_— .—Ea.rld\/ /Va}/tg&ﬂ‘v{'l M

e
LT

?(ﬁ,ﬂ)
X= M s . 4"’4|4>
=2
o o D AT j e Lo >
L‘.:- _Q=2»‘1‘;"‘/"‘?O
P.=(1,0,0)
Pnr i (O}—zmﬁr wq.)
M ya
PuxFPo=1 4 é D |= (3 3(26‘““)"’??2"’”’“
U ~Z2mwma Qe LU _?wﬁl #2/11:"“-"#")'



R A=100,2] ,,%WL&?’ M f‘”M e



~ vektorového pole f(z,y.z) = y:j-i-,z2 k
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Urcete tok ® vektorového pole f plochou @ C Ej orientovanou normélou 7 :
Piiklad653. f = (=y,7.2), Q={[r,y,2] €Es; z=4—= /2 +¢2, 1<z <3},
normalovy vektor 7 = (ny, ny, ny) ma n, > 0.
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