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Matematika II – přednáška 22

Co bude dneska?

Plošný integrál vektorové funkce (plošný integrál 2. druhu)

Souvislost plošného integrálu vektorové funkce a plošného integrálu skalárnı́ funkce.

Tok vektorového pole plochou.

Nějaké přı́klady.

Tyto slidy jsou na adrese
http : //marian.fsik.cvut.cz/˜neustupa/M2 Neu prednaska23.pdf
(pro osobnı́ potřeby).

Dvacátádruhá přednáška 1 / 13
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Shrnutı́ co bylo minule

Plošný integrál skalárnı́ funkce (plošný integrál 1. druhu)

Obsah plochy, mechanické charakteristiky plochy.

Opakovánı́ - co bylo minule 2 / 13



  











ČVUT, Fakulta strojnı́, letnı́ semestr 2018-19 T. Neustupa

Plošný integrál vektorové funkce (plošný integrál 2. druhu) - motivace

Na tabuli.

Plošný integrál vektorové funkce 3 / 13



  

Plošný integrál z vektorové f-ce

Tok vody

Tepelný tok

Gaussův zákon
o elektrické intenzitě

Faradayův zákon
elektromagnetické indukce
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Plošný integrál vektorové funkce (plošný integrál 2. druhu) - definice

Definice (Plošný integrál vektorové funkce.). Necht’ σ je jednoduchá po částech
hladká plocha v E3 a f je vektorová funkce, která je definovaná a omezená na ploše σ.
Řı́káme, že vektorová funkce f je integrovatelná na ploše σ, je-li skalárnı́ funkce f · n
integrovatelná na σ. Integrál

∫∫
σ f · n dp nazýváme plošný integrál vektorové funkce

f na ploše σ a označujeme jej kratšı́m způsobem
∫∫

σ f · dp.

Plošný integrál vektorové funkce (= vektorového pole) f vyjadřuje tok vektorového pole
f uvažovanou plochou. Tento integrál se často nazývá plošný integrál 2. druhu.
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Souvislost plošného integrálu vektorové funkce a pl. integrálu skal. funkce.

Poznámka: Z definice plošného integrálu vektorové funkce f je patrné, že tento integrál
je vlastně plošným integrálem skalárnı́ funkce f · n, což je průmět vektorové funkce f do
směru kolmého k ploše σ. Plošný integrál vektorové funkce lze tudı́ž vyjádřit formulı́∫∫

σ

f · dp =

∫∫
σ

(f · n) dp.
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Souvislost plošného integrálu vektorové funkce a pl. integrálu skal. funkce.

Poznámka: Z definice plošného integrálu vektorové funkce f je patrné, že tento integrál
je vlastně plošným integrálem skalárnı́ funkce f · n, což je průmět vektorové funkce f do
směru kolmého k ploše σ. Plošný integrál vektorové funkce lze tudı́ž vyjádřit formulı́∫∫

σ

f · dp =

∫∫
σ

(f · n) dp.

Poznámka: Normálový vektor n nemusı́ existovat v těch bodech jednoduché po částech
hladké plochy σ, ve kterých se stýkajı́ jednotlivé hladké plochy, ze kterých je po částech
hladká plocha σ složena. Takové body tvořı́ nejvýše konečně mnoho jednoduchých po
částech hladkých křivek a existence ani hodnota plošného integrálu na chovánı́ integro-
vané funkce (pokud tato je omezená) na konečně mnoha křivkách nezávisı́.
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Zápisy plošného integrálu

Bud’ f = (U, V,W ) pak tyto integrály

Předpokládejme, že vektorová funkce f má souřadnicové funkce U , V a W . Pak integrály∫∫
σ

f · dp,
∫∫

σ

f · n dp,
∫∫

σ

(U, V,W ) · dp,
∫∫

σ

(U, V,W ) · n dp,∫∫
σ

(U i+ V j+Wk) · dp,
∫∫

σ

(U i+ V j+Wk) · n dp

majı́ stejný význam.
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Plošný integrál vektorové funkce - základnı́ vlastnosti

Protože je plošný integrál vekt. fce f definován jako plošný integrál skal. fce (f · n) jsou
základnı́ vlastnosti obou integrálů stejné.

S jednı́m zásadnı́m rozdı́lem: Plošný integrál vektorové funkce závisı́ na orientaci plochy!

Plošný int. - vlastnosti 9 / 13
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Plošný integrál vektorové funkce - základnı́ vlastnosti

Protože je plošný integrál vekt. fce f definován jako plošný integrál skal. fce (f · n) jsou
základnı́ vlastnosti obou integrálů stejné.

S jednı́m zásadnı́m rozdı́lem: Plošný integrál vektorové funkce závisı́ na orientaci plochy!

Věta. Je-li vektorová funkce f integrovatelná na ploše σ, pak je integrovatelná i na
ploše −σ a ��

−σ

f · dp = −
�

σ

f · dp.

Toto tvrzenı́ vyplývá z definice. Vektor n v
��

σ f · n dp je normálový vektor, který
ukazuje směrem jı́mž je plocha orientována. Změna orientace vede ke změně znaménka
normálového vektoru.
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Věta:

Nechť je zadané spojité vekt. pole f(x,y,z) na jednoduché hladké 
ploše σ a nechť je P(u,v) její souhlasně orientovaná parametrizace. 
Potom platí:
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Výpočet plošného integrálu vektorové funkce

Na tabuli.
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