CVUT, Fakulta strojni, letni semestr T. Neustupa

Gradient a derivace ve sméru

Je skute¢né gradient smérem, ve kterém funkce nejrychleji roste?

Na tabuli.

Tecna a normala k izokrivce, tecna rovina a normala k izoplose

Na tabuli.
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CVUT, Fakulta strojni, letni semestr

T. Neustupa

Gradient a derivace ve sméru

Je skute¢né gradient smérem, ve kterém funkce nejrychleji roste?

Na tabuli.

Tec¢na a normala Kk izokrivce
A7 PP e Ve B SN ———t——

tecna rovina a normala k izoplos

Na tabuli.
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CVUT, Fakulta strojni, letni semestr

T. Neustupa

Matematika II — prednaska 5

Co bude dneska?

Shrnuti toho co bylo.
Parcidlni derivace vysSich rada.
Lokalni extrémy funkci dvou proménnych.

Nutnd podminka, postacujici podminky pro existenci extrému.
P.S.: Né&jaké priklady.
Tyto slidy jsou na adrese

http : //marian. f sik.cout.cz /" neustupa/M2_N eu_prednaska05.pdf
(pro osobni potfeby, nenahrazuje skripta).
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Funkce f mad spojité parcidlni (1. f je spojitd v bodé A.
derivace podle vsech proménnych
v bodé A. 2. Existuje te¢nd rovina ke grafu funkce

Jl f v bodé A.

3. Existuje diferencial funkce f v bodé A.
f je diferencovatelnd v bodé A. —> <

4. Derivace f ve sméru daném nenulovym
vektorem u existuje.

5. Gradient funkce f v bodé A ma geo-
metricky a fyzikalni vyznam, popsany drive.
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Parcialni derivace vyssich radu

Definice (parcialni derivace vysSich Fada). Predpoklddejme, Ze f je funkce n pro-
ménnych xi, ..., x, a1 € {1;...;n}. PFipomerime, Ze funkce Of/0x; je parcidlni
derivace f podle x;.

Je-li j € {1;...;n}, pak parcidlni derivaci podle x; funkce Of/Ox; nazyvdame
parcidlni derivact 2. Fadu (nebo druhou parcidlni derivact) funkce f podle x; a x;.

Oznacujeme ji 5

<pﬁpadné % pokud j = z)

2 f
aﬂfj 85171

v s s 82 f af
Pro defini¢ni obory plati inkluze D cD C D(f).

Parcialni derivace vyssich (tfetiho, ¢tvrtého a dalSich) fada jsou definovany obdobné.

Priklady na tabuli.
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Zaména poradi parcialnich derivaci

V minulém prikladu vySlo, ze
O f B O f
oydr  Ox0y’

Je to tak vzdy?
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T. Neustupa

Zaména poradi parcialnich derivaci

V minulém prikladu vySlo, ze

02 f 02 f

Oyor  Oxdy’

Je to tak vzdy?

Ne vzdy, ale skoro vzdy, kdyz je funkce “rozumna”.

Pr.
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Véta (o zaméné poradi parcialnich derivaci). Predpoklddejme, Ze f je funkce n
proménnych 1, ..., x, a i,j € {1;...;n}. Jestlie obé druhé parcidlni derivace
O*f |0x; Oxj a O*f |0z ; Ox; existuji v bodé X = [x1, ..., x,] a alespoii jedna z nich je
v bodé X spojitd, pak
Pf o O
8:62- 8.77j ( ) N al'j 8:52(

X).

Priklady na PD na tabuli.
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Lokalni extrémy funkci dvou proménnych

Definice (lokalni extrémy). Nech? f je funkce n proménnych a A € D(f). Rikdme,
Ze funkce f md v bodé A lokdlni maximum, existuje-li prstencové okoli P(A) C D(f)
takové, Ze VX € P(A): f(X) < f(A).
Podobné, funkce f md v bodé A lokdlni minimum, existuje-li prstencové okoli P(A)
takové, Ze VX € P(A): f(X) > f(A).

Lokdlni maximum a lokdlni minimum se souhrnné nazyvaji lokdlni extrémy.
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Lokalni extrémy funkci dvou proménnych

Definice (lokalni extrémy). Nech? f je funkce n proménnych a A € D(f). Rikdme,
Ze funkce f md v bodé A lokdlni maximum, existuje-li prstencové okoli P(A) C D(f)
takové, Ze VX € P(A): f(X) < f(A).

Podobné, funkce f md v bodé A lokdlni minimum, existuje-li prstencové okoli P(A)
takové, Ze VX € P(A): f(X) > f(A).

Lokdlni maximum a lokdlni minimum se souhrnné nazyvaji lokdlni extrémy.

Zménime-li nerovnosti v definici lokalnich extrému na ostré, ziskame definici tzv. ostrych
lokdlnich extrémuii:

Rikdme, Ze funkce f méd v bodé A ostré lokdlni maximum (vespektive ostré lokdlni mini-
mum), existuje-1i prstencové okoli P(A) C D(f) takové,ze VX € P(A): f(X) < f(A)
(respektive VX € P(A) : f(X) > f(A)).
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Nutna podminka pro existenci lokalniho extrému

Véta (nutnid podminka pro existenci lokalniho extrému). Nechi funkce f, n
proménnych, je diferencovatelnd v bodé A. Md-li f v bodé A lokdlni extrém, pak

grad f(A) = 0.
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Nutna podminka pro existenci lokalniho extrému

Véta (nutnid podminka pro existenci lokalniho extrému). Nechi funkce f, n
proménnych, je diferencovatelnd v bodé A. Md-li f v bodé A lokdlni extrém, pak

grad f(A) = 0.

Poznamka: VSimnéte si, Ze tato podminka neni omezend na funkci dvou proménnych. Je
to tedy bod, kde je teCna rovina (nadrovina) “vodorovna”.
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Definice (kriticky bod). UvaZujeme-li i funkce, které nejsou v bodé A diferencova-
telné, miiZeme konstatovat: Funkce f (n proménnych) miiZze mit v bodé A € E,
lokalni extrém pouze v pripadé, Ze

i) f je diferencovatelnd v bodé A a grad f(A) = 0,

ii) nebo f neni diferencovatelna v bodé A.

Bod A, ktery vyhovuje podmince i) nebo podmince ii), se nazyva kriticky bod funkce
f. (Casto se také pouZziva nazev staciondrni bod.)

Pi: Hledame kritické body funkce: f(z,y) = 23 + y> + %$2 — 3y — 12x.
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Véta (postacujici podminky pro lokalni extrémy). Predpoklddejme, Ze y =
f(x1, x2) je funkce dvou proménnych, kterd md prvni i druhé parcidlni derivace spojité
vbodé A a grad f(A) = 0. Pak plati:

a) Jestlize A1(A) > 0a Ay(A) > 0, md funkce f v bodé A ostré lokdlni minimum.
b) Jestlize A1(A) < 0a Ay(A) > 0, md funkce f v bodé A ostré lokdlni maximum.
c) Je-li Ay(A) < 0, pak f nemd v bodé A lokdlni extrém.

Pokracovani predchoziho prikladu.

Pozn.: -7, vyS$i dimenze.
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