CVUT, Fakulta strojni, letni semestr T. Neustupa

Matematika II — prednaska 2

Co bude dneska?

Co to je izoktivka (izoplocha).

Operace s funkcemi, SloZzena funkce, Omezena funkce, Vektorova funkce.
Limita a spojitost funkce n-proménnych.

Parcidlni derivace a jejich geometricky vyznam.

Gradient funkce n-proménnych a jeho fyzikélni a geometricky vyznam.
P.S.: N¢&jaké priklady.

Tyto slidy jsou na adrese

http : / /marian. f sik.cvut.cz /"neustupa/M2_Neu_prednaska02.pdf

Slidy nenahrazuji skripta ani zapisky ani ucast na pfednisce a jsou pouze pro osobni
potieby.
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Izokrivky, Izoplochy

Kromé grafu je jind moznost jak vizualizovat funkci dvou (vice) proménnych sestrojenim
soustavy (nékolika) izokfivek.

Definice (izokrivka). Je-li y = f(x1,22) funkce dvou proménnych a k je zvolené
redlné Cislo, pak mnoZinu bodu {[x1, 5] € Eo; f(x1,29) = k} nazyvdme izokrivkou
funkce f. Rovnici f(x1,z2) = k nazyvdme rovnici uvaZované izokrivky.

Pi: f(z,y) = 2> +y’proky =1, ko =4, k3 =0, ky = —4.

Ptiklady z praxe: vrstevnice (body na kfivce se stejnou nadmoiskou vysSkou), izobara
(stejny tlak), izoterma (stejna teplota) ...

Definice (izoplocha). Je-li f funkce tri proménnych a k je redlné islo, pak mnoZinu
bodii {[x1, 9, x3] € Es; f(x1, 29, x3) = k} nazyvdme izoplochou funkce f.
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Operace s funkcemi

Necht f a g jsou funkce n proménnych s definié¢nimi obory D(f), D(g) C E,.

Souctem funkci rozumime funkci h, kde D(h) = D(f)ND(g) akterakazdému X € D(h)
prifazuje hodnotu
h(X) = f(X) +9(X)

Zkraceny zapis h = f + g.

Rozdil, soucin, podil funkci. Na tabuli.
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Slozena funkce

na tabuli
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Slozena funkce

na tabuli

Omezena funkce

Definice (omezena funkce). Nech? f je funkce n proménnych a M C D(f). Funkci
f nazyvdame shora omezenou na mnoZiné M, jestliZe existuje redlné ¢islo K takové, Ze
VXeM: f(X)<K.

Obdobné, funkci f nazyvame zdola omezenou na mnoziné M, jestlize existuje redlné ¢islo
L takové, ze VX € M : f(X) > L.

Funkci f nazyvame omezenou na mnoziné M, je-li f na M omezena zdola i shora.

Je-li funkce f shora omezend na celém svém definiénim oboru D(f), pak tuto funkci
nazyvame kratce shora omezenou. Podobné 1 funkci zdola omezenou a omezenou.
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Vektorova funkce

na tabuli
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Limita a spojitost funkce n-proménnych

R* je tzv. rozSifend mnoZzina redlnych Cisel.
Je to sjednoceni mnoziny redlnych ¢isel R a dvouprvkové mnoziny {—oo; +oo}.

Nechft je f funkce n proménnych, A € E, a a € R*.

Poznamka: Pri limit€ uvazujeme, Ze se bod X bliZi k n¢jakému bodu A. U funkce jedné
proménné to bylo po ose x. Zde budeme predpokladat bliZeni ”’ze vSech sméri”.
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Definice (limita funkce). Nechf f je funkce n proménnych, A € E,, a € R* a existuje
prstencové okoli P(A), které je celé obsaZeno v defini¢nim oboru funkce f. JestliZe pro
kazdou posloupnost bodii { X} v P(A) plati implikace

X > A = f(Xy) —aq,

pak ¢islo a nazyvdame limitou funkce f pro X bliZici se k A. PiSeme:

lim f(X)=a nebo lim flz1,...,2,) = a.

X—A L1071, .y Ty =0y
X — A je kratsi zapis toho, Zze lim X = A.
k—+4-00

Podobné, f(X};) — a znamena, Ze klim f(Xg) = a.
——+00

Pozn.: Funkce nemusi byt definovana v bodé A!

Pr.: na tabuli. Véta na tabuli.
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Rozdil, soucet, soucin a podil limit.

Predpokladejme, ze }13}4 f(X)=a a }13}4 g(X) = b. Pak

lim | f(X)+g(X)] =axb,

X—A
lim f(X)-9(X) = a-b,
f(X) _a

za predpokladu, Ze vyrazy na pravych strandch maji smysl.
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Spojitost funkce - myslenka, Obrazek ze skript

Obr. 5a Obr. 5b

Funkce f je spojitd v bodé A a v mnoziné M zatimco funkce g neni spojita tamtéz.
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Spojitost funkce v bodé/na mnoziné - definice

Definice (Spojitost funkce v bod€). Predpoklddejme, Ze | je funkce n proménnych,
A € D(f) a existuje okoli U(A), které je celé obsaZeno v D(f). Rikdme, Ze funkce f
Je spojitd v bodé A, jestliZe pro kaZdou posloupnost bodii { X} v U (A) plati implikace

Vzhledem k definici limity plati: Funkce f je spojitd v bodé A praveé tehdy, je-li
lim f(X) = f(4).

Poznamka: Spojitost vzhledem k mnoZzin€ se od zminéné definice 1i$i akorat tim, zZe jak
bod A tak posloupnost bodi X musi byt v mnoziné M. (Tedy studujeme pouze chovani
v této mnozine).

Spojitost na mnoziné M potom znamend, Ze je funkce spojitd vzhledem k mnoziné M v
kazdém bodé mnoZziny M.



Véty(o spojitosti souctu ...): na tabuli.
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Parcialni derivace - motivace

Derivace funkce jedné proménné v bodé, je vlastné otazka toho jak rychle se hodnota
funkce méni kdyZ timto bodem prochazim. Mdm pouze jednu moznost, (zleva doprava
podél osy Xx).

U funkce vice proménnych mam nekone¢né mnoho smért ze kterych mohu bodem projit.

Budu prochazet bodem A = [ay, as, . .., a,] € E, ve sméru soufadnych os. Napiiklad ve
smeru 08y .

Pak ma proménny bod X vsechny soufadnice kromé prvni (osa x) stejné jako bod A. Tj.
X = [x1,0a9,a3,...,a,]

Tedy na funkci f mohu hledét jako na funkci jedné proménné a jako takovou ji i derivovat:

lim flay + hyas,...,a,) — flay,as, ..., a,)
h—0 h ’
jestliZe tato limita existuje a je kone¢nd. Derivaci nazyvame parcidlni derivace funkce f

podle z; v bodé A. Lze téz psat a1 + h, as, ..., a,] = A+ hey.
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Parcialni derivace - definice
Definice (parcialni derivace v bodé A). Predpoklddejme, Ze y = f(x1,...,%,) je
funkce n proménnych, A = [a1,...,a,] € D(f), i je jedno z Cisel 1, ..., n a e;

je jednotkovy vektor v K, orientovany souhlasné se souradnou osou x;. Existuje-li
konecnd limita

(14.3) lim f(A+ he]i) — f(4)

pak jeji hodnotu nazyvame parcidlni derivaci funkce f podle proménné x; v bodé A a
oznacujeme ji
of 0 Jy

8:EZ-(A)’ ﬁxif(A) nebo o,

(A).

Uvazit geometricky vyznam. Vlastnosti a vypocet na tabuli.
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Gradient funkce f v bodé A

Definice (gradient). Nechf je f funkce n proménnych x4, ..., x, a A je bod v E,, ve
kterém md funkce f parcidlni derivace podle vsech proménnych. Gradientem funkce f
v bodé A nazyvdme vektor, ktery znacime grad f(A) a pro ktery plati:

grad f(A) = (g—i(A), gjn(A)).

jiné oznaceni

grad f(A) = g—xl(A)el + ...+

. (A)e,.

Vyznam a priklad na tabuli.



