CVUT, Fakulta strojni, letni semestr T. Neustupa

Matematika II — prednaska 5

Co bude dneska?

Shrnuti toho co bylo.

Parcidlni derivace vyssich radu.

Diferenciani operatory. Divergence vektorového pole. Rotace vektorového pole.
P.S.: N&jaké priklady.

Tyto slidy jsou na adrese

http : / /marian. f sik.cvut.cz /"neustupa/M2_Neu_prednaska05.pdf

Slidy nenahrazuji skripta ani zapisky ani ucast na pfednisce a jsou pouze pro osobni
potieby.
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Funkce f md spojité parcidlni (1. f je spojitd v bodé A.

derivace podle vsech proménnych

v bodé A. 2. Existuje tecnd rovina ke grafu funkce
Jl f vbodé A.

3. Existuje diferencial funkce f v bodé A.
f je diferencovatelnd v bodé A. —> <

4. Derivace f ve sméru daném nenulovym
vektorem u existuje.

5. Gradient funkce f v bodé A ma geo-
metricky a fyzikalni vyznam, popsany drive.
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Parcialni derivace vyssich radu

Definice (parcialni derivace vysSich rada). Predpoklddejme, Ze f je funkce n pro-
ménnych xi, ..., x, a1 € {1;...;n}. PFipomerime, Ze funkce Of /0x; je parcidlni
derivace f podle x;.

Je-li j € {1;...;n}, pak parcidlni derivaci podle x; funkce Of/Ox; nazyvdame
parcidlni derivact 2. fadu (nebo druhou parcidlni derivact) funkce f podle x; a x;.

Oznacujeme ji

2 2
85]- gxl <pﬁpadné g—x‘; pokud 7 = z)
2
Pro defini¢ni obory plati inkluze D ( oJ ) cD ( of ) C D(f).

Parcialni derivace vysSich (tfetiho, ¢tvrtého a dalSich) fada jsou definovany obdobné.
Priklady na tabuli.
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Zaména poradi parcialnich derivaci

V minulém prikladu vySlo, ze
O f B O f
dydr  Ox0y’

Je to tak vzdy?
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Zaména poradi parcialnich derivaci

V minulém prikladu vySlo, ze

o2 0

dydr  Ox0y’

Je to tak vzdy?

Ne vzdy, ale skoro vzdy, kdyz je funkce “rozumna”.

Pr.
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Véta (o zaméné poradi parcialnich derivaci). Predpoklddejme, Ze f je funkce n
proménnych 1, ..., x, a i,j € {1;...;n}. Jestlie obé druhé parcidlni derivace
O*f |0x; Oz j a O*f |0z ; Ox; existuji v bodé X = [x1, ..., x,] a alespoii jedna z nich je
v bodé X spojitd, pak

o*f o f
0. %) = Fron
Okt 3y Ok 0154

(X).

Priklady na PD na tabuli.
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Operator nabla

Definice (operator nabla). Symbolem N oznacujeme vektorovy operdtor, nazyvany
operdtor nabla, jehoZ souradnicemi jsou postupné parcidlni derivace podle x, y a z:

o o0 0
v — (%, a_y, %).

Operator nabla se pouzivd k oznaceni riznych vektorovych i skalarnich poli. Naptiklad
gradient skalarniho pole ¢ v oblasti D C 3 je vektorové pole:

dp Oy 0_90)

grad p = Vo = (%, % 02



CVUT, Fakulta strojni, letni semestr T. Neustupa

Divergence vektorového pole

Definice (divergence vektorového pole). Nechi £ = (U,V,W) je vektorové pole
v oblasti D C Es. Divergenci f nazyvdme skaldrni pole, které oznacujeme div f a
které definujeme rovnici

oU N oV N ow
or Oy 0z

(ve vSech bodech [x,y, z] € D, ve kterych md pravd strana smysl).

divf =

Pomoci operatoru nabla mizeme divergenci zapsat: divf =V - f.

Priklady na tabuli.
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Rotace vektorového pole

Definice (rotace vektorového pole). Nechf £ = (U, V, W) je vektorové pole v oblasti
D C Egs. Rotaci f nazyvdme vektorové pole, které oznacujeme rot f a které definujeme
rovnict

e (W _9v oU oW ov U
-~ \ Oy 0z 0z Oz Ox Oy

(ve vSech bodech [x,y, z] € D, ve kterych md pravd strana smysl).

Pomoci operatoru nabla Ize rotaci vyjadrit:

i, j, k
o o 0
ffF=vxf= |2 < 2
o VX oz’ Oy 0=
UV, w

“Determinant’na pravé neni determinantem piesné v tom smyslu, v jakém jej zndme. Je
to vSak uziteCné schéma, pro vypocet rotace. Piiklady na tabuli.
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Je-li ¢ skalarni pole a f vektorové pole v oblasti D C [E3 a maji-li obé pole v D druhé
parcidlni derivace, pak

rot grad ¢ = 0,
divrot f = 0.



