CVUT, Fakulta strojni, letni semestr T. Neustupa

Matematika II — prednaska 6

Co bude dneska?

Lokalni extrémy funkci dvou proménnych.

Nutnd podminka, postacujici podminky pro existenci extrému.
Globadlni (absolutni) extrémy. Vazané extrémy.

P.S.: N&jaké priklady.

Tyto slidy jsou na adrese

http : / /marian. f sik.cvut.cz /" neustupa/M2_Neu_prednaska06.pdf

Slidy nenahrazuji skripta ani zapisky ani ucast na pfednisce a jsou pouze pro osobni
potieby.
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Lokalni extrémy funkci dvou proménnych

Definice (lokalni extrémy). Nech? f je funkce n proménnych a A € D(f). Rikdme,
Ze funkce f md v bodé A lokdlni maximum, existuje-li prstencové okoli P(A) C D(f)
takové, Ze VX € P(A): f(X) < f(A).

Podobné, funkce f md v bodé A lokdlni minimum, existuje-li prstencové okoli P(A)
takové, Ze VX € P(A): f(X) > f(A).

Lokdlni maximum a lokdlni minimum se souhrnné nazyvaji lokdlni extrémy.
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Lokalni extrémy funkci dvou proménnych

Definice (lokalni extrémy). Nech? f je funkce n proménnych a A € D(f). Rikdme,
Ze funkce f md v bodé A lokdlni maximum, existuje-li prstencové okoli P(A) C D(f)
takové, Ze VX € P(A): f(X) < f(A).

Podobné, funkce f md v bodé A lokdlni minimum, existuje-li prstencové okoli P(A)
takové, Ze VX € P(A): f(X) > f(A).

Lokdlni maximum a lokdlni minimum se souhrnné nazyvaji lokdlni extrémy.

Zménime-li nerovnosti v definici lokalnich extrémil na ostré, ziskame definici tzv. ostrych
lokdlnich extrémuii:

Rikdme, Ze funkce f méd v bod& A ostré lokdlni maximum (vespektive ostré lokdlni mini-
mum), existuje-1i prstencové okoli P(A) C D(f) takové,ze VX € P(A): f(X) < f(A)
(respektive VX € P(A) : f(X) > f(A)).
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Nutna podminka pro existenci lokalniho extrému

Véta (nutnid podminka pro existenci lokalniho extrému). Nechi funkce f, n
proménnych, je diferencovatelnd v bodé A. Md-li f v bodé A lokdlni extrém, pak

grad f(A) = 0.
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Nutna podminka pro existenci lokalniho extrému

Véta (nutnid podminka pro existenci lokalniho extrému). Nechi funkce f, n
proménnych, je diferencovatelnd v bodé A. Md-li f v bodé A lokdlni extrém, pak

grad f(A) = 0.

Poznamka: VSimnéte si, Ze tato podminka neni omezend na funkci dvou proménnych. Je
to tedy bod, kde je teCna rovina (nadrovina) “vodorovna”.
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Definice (kriticky bod). UvaZujeme-li i funkce, které nejsou v bodé A diferencova-
telné, miiZeme konstatovat: Funkce f (n proménnych) miiZe mit v bodé A € E,
lokalni extrém pouze v pripadé, Ze

i) f je diferencovatelnd v bodé A a grad f(A) = 0,

ii) nebo f neni diferencovatelna v bodé A.

Bod A, ktery vyhovuje podmince i) nebo podmince ii), se nazyva kriticky bod funkce
f. (Casto se také pouziva nazev staciondrni bod.)

Pi: Hledame kritické body funkce: f(z,y) = 23 + y> + %$2 — 3y — 12x.
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Véta (postacujici podminky pro lokalni extrémy). Predpoklddejme, Ze y =
f(x1, x2) je funkce dvou proménnych, kterd md prvni i druhé parcidlni derivace spojité
vbodé A a grad f(A) = 0. Pak plati:

a) Jestlize A1(A) > 0a Ay(A) > 0, md funkce f v bodé A ostré lokdlni minimum.
b) Jestlize A1(A) < 0a Ay(A) > 0, md funkce f v bodé A ostré lokdlni maximum.
c) Je-li Ay(A) < 0, pak f nemd v bodé A lokdlni extrém.

Pokracovani predchoziho prikladu.

Pozn.: -7, vysS§i dimenze.
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Definice (maximum a minimum funkce na mnoziné). Nech! [ je funkce n

proménnych a M C D(f). Rikdme, Ze f nabyvd v bodé A € M svého maxima na

mnoziné M, jestlizeV X € M : f(X) < f(A). PiSeme: f(A) = max f(X) nebo
S

jenom f(A) = max f, respektive f(A) = max,; f.

Maximum funkce f na celém svém defini¢nim oboru znacime krdtce max f.

Podobné mitZeme definovat i minimum funkce f na mnoziné M. Znacime je )rguj\r; f(X)

€
nebo jenom mj\}n f, respektive miny; f. Minimum funkce f na celém definicnim oboru
D(f) znacime krdtce min f.

Maximum a minimum funkce [ na mnoZiné M nazyvdme souhrnné extrémy funkce f
na mnoziné M. PouZivdame Casto ndzvy absolutni extrémy a globdlni extrémy.

Jako je tomu u funkci jedné proménné, i zde se muze stat, Ze néktery z extrému (nebo
dokonce oba) neexistuje nebo, Ze je jich vice.
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Véta (o existenci absolutnich extrému funkce na mnoziné). Je-li M C E,
neprdzdnd, omezend a uzaviend mnoZina a je-li funkce f spojitd na M, pak v mnoZiné
M existuji body X a X5 takové, Ze f(X1) = maxy f a f(X2) = miny, f.

Tj. spojita funkce na neprdzdné mnoziné M, kterd je omezend a uzaviend, nabyva maxima
a minima.
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Véta (o existenci absolutnich extrému funkce na mnoziné). Je-li M C E,
neprdzdnd, omezend a uzaviend mnoZina a je-li funkce f spojitd na M, pak v mnoZiné
M existuji body X1 a X, takové, Ze f(X1) = maxy f a f(X3) = miny f.

Tj. spojita funkce na neprazdné mnoZziné M, kterd je omezena a uzaviend, nabyva maxima
a minima.

Jak hledat absolutni extrémy. Funkce f muze svych absolutnich extrémi na mnoziné M
nabyvat (kdyz existuji)
a) v bodech X € M°, ve kterych je f diferencovatelnd a ma tam vSechny parcidlni
derivace rovny nule,
b) nebo v bodech X € M?°, ve kterych funkce f neni diferencovateln4,
¢) nebo v bodech X € oM.

(M° je vnitfek a OM je hranice mnoziny M. Body, vyhovujici podminkam a) a b), jsou
kritické body funkce f v M°.) Tedy:



1. Najdeme body X € M?°, ve kterych je funkce f diferencovatelnd a md nulové
parcidlni derivace.

2. Najdeme body X € M?°, ve kterych funkce f nent diferencovatelnd.

3. VySetiime, ve kterych bodech X € OM muZe nabyvat funkce f svych absolutnich
extrémii na hranici mnoZiny M.

4. Nakonec vypocitdme hodnoty funkce f ve vSech ziskanych bodech. Nejvétsi hodnota
je rovna maxy; [ a nejmenst hodnota je rovna min,; f.

Priklady na tabuli.



