
ČVUT, Fakulta strojnı́, letnı́ semestr

Matematika II – přednáška 10

Co bude dneska?

Jak se počı́tá dvojný integrál - Fubiniho věta pro dvojný integrál.

Plošný obsah rovinného obrazce.

Výpočet mechanických charakteristik rovinné desky.

P.S.: Nějaké přı́klady.

Desátá přednáška 1 / 11

Jan Valášek

Tyto slidy jsou na adrese
http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching.php
Slidy nenahrazuj ı́ skripta ani zápisky ani účast na p řednášce a jsou pouze pro osobní
potřeby.

http://marian.fsik.cvut.cz/
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Shrnutı́ co bylo minule

Věta (Postačujı́cı́ podmı́nka pro existenci dvojného integrálu).
Necht’ M je měřitelná množina v E2 a f je omezená a spojitá funkce na M . Pak dvojný
integrál

∫∫
M f dx dy existuje.

Věta (Nutná a postačujı́cı́ podmı́nka pro měřitelnost množiny v E2). Množina
M ⊂ E2 je měřitelná (v Jordanově smyslu) právě tehdy, je-li omezená a µ2(∂M) = 0.
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Elementárnı́ obor integrace (připomenutı́)

Definice (Elementárnı́ obor integrace). Necht’ y = φ1(x) a y = φ2(x) jsou spojité
funkce v intervalu 〈a, b〉 a necht’ φ1(x) ≤ φ2(x) pro všechna x ∈ 〈a, b〉. Pak množinu

M =
{
[x, y] ∈ E2; a ≤ x ≤ b, φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x)

}
nazýváme elementárnı́m oborem integrace vzhledem k ose x.

b) Necht’ x = ψ1(y) a x = ψ2(y) jsou spojité funkce v intervalu 〈c, d〉 a necht’ ψ1(y) ≤
ψ2(y) pro všechna y ∈ 〈c, d〉. Pak množinu

M =
{
[x, y] ∈ E2; c ≤ y ≤ d, ψ1(y) ≤ x ≤ ψ2(y)

}
nazýváme elementárnı́m oborem integrace vzhledem k ose y.

Obrázky na tabuli.

Dvojný integrál, připomenutı́ Elementárnı́ obor integrace 3 / 11
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Uvažujme elementárnı́ obor integrace vzhledem k ose x.

-
x

6y

a b

qP
y = φ1(x)

qQ y = φ2(x)

M

Obr. 10a
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Uvažujme elementárnı́ obor integrace vzhledem k ose x.

-
x

6y

a b

qP
y = φ1(x)

qQ y = φ2(x)

M

Obr. 10a

Uvažujme rozdělenı́ množiny M přes niž integrujeme na nekonečně tenké svislé pruhy
(úsečky) např PQ. Je jich nekonečně mnoho.
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Uvažujme rozdělenı́ množiny M přes niž integrujeme na nekonečně tenké svislé pruhy
(úsečky) např PQ. Je jich nekonečně mnoho.

Nynı́ integrujme funkci f(x, y) na každé takové úsečce. Protože x je pevné, jedná se tedy
o funkci proměnné y.

F (x) =

∫ φ2(x)

φ1(x)

f(x, y) dy

Výsledek samozřejmě závisı́ na x (pro jaké x to byla úsečka).
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Uvažujme rozdělenı́ množiny M přes niž integrujeme na nekonečně tenké svislé pruhy
(úsečky) např PQ. Je jich nekonečně mnoho.

Nynı́ integrujme funkci f(x, y) na každé takové úsečce. Protože x je pevné, jedná se tedy
o funkci proměnné y.

F (x) =

∫ φ2(x)

φ1(x)

f(x, y) dy

Výsledek samozřejmě závisı́ na x (pro jaké x to byla úsečka).

Pak sečtu výsledky přes všech nekonečně úseček = integruju F (x) jako funkci proměnné
x od a do b.

Zformulujeme to jako větu:
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ČVUT, Fakulta strojnı́, letnı́ semestr 2018-19 T. Neustupa

Fubiniho věta

Věta (Fubiniho věta pro dvojný integrál). a) Necht’ M je elementárnı́ obor inte-
grace vzhledem k ose x. Necht’ funkce f(x, y) je spojitá v M . Pak∫∫

M

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ φ2(x)

φ1(x)

f(x, y) dy

)
dx.

b) Necht’ M je elementárnı́ obor integrace vzhledem k ose y. Necht’ funkce f(x, y) je
spojitá v M . Pak∫∫

M

f(x, y) dx dy =

∫ d

c

(∫ ψ2(y)

ψ1(y)

f(x, y) dx

)
dy.

Integrálům na pravé straně (jsou to dva jednoduché integrály) se řı́ká dvojnásobné. Tj.
Fubiniho věta převádı́ dvojný integrál na dvojnásobný.
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Přı́klady na dvojný integrál

Na tabuli.

Plošný obsah rovinného obrazce

Na tabuli.
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