CVUT, Fakulta strojni, letni semestr Jan Valasek

Matematika II — prednaska 11

Co bude dneska?

Polarni soufadnice v E».
Transformace dvojného integralu do polarnich souradnic.

Aplikace na priklady. Podrobnéjsi pohled na transformaci soufadnic.

Tyto slidy jsou na adrese

http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching.php

Slidy nenahrazuji skripta ani zdpisky ani uCast na pfednaSce a jsou pouze pro osobni
potieby.


http://marian.fsik.cvut.cz/
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Shrnuti co bylo minule

Véta (Fubiniho véta pro dvojny integral). a) Nechi M je elementdrni obor inte-
grace vzhledem k ose x. Necht funkce f(x,y) je spojitd v M. Pak

‘Mﬁwwmw=émﬁfﬂmw@w.

b) Necht M je elementdrni obor integrace vzhledem k ose y. Necht funkce f(x,y) je
spojita v M. Pak

!Mﬁmwmwlxﬁfmwmﬂw.

Pocitani konkrétnich priklada a vypocet fyzikalnich a mechanickych charakteristik desky.
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Polarni souradnice v £>

Motivacni priklad.
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Polarni souradnice v £>

Motivacni priklad.

Jak jinak miiZzeme popsat polohu bodu v roving. Je to vlastné obdoba substitu¢ni metody
(zménila funkci a obor integrace), zde se soustfedime jak zménit obor integrace. Rika se
tomu transformace do jinych souradnic.
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Obr. polarni soufadnice
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Definice (Polarni souradnice v E,.). Polohu bodu X € Ey miiZeme jednoznacné
urcit jeho poldrnimi souradnicemi r, , které maji tento geometricky vyznam: r je
vzddlenost X od poldtku O a ¢ je iihel mezi kladnou dsti osy x a useckou OX
(méieny od osy x k tisecce OX ). Vztah mezi kartézskymi souiadnicemi x, y a poldrnimi
soutradnicemi r,  je ddn rovnicemi

T =T Cos Y, Yy = rsin p.

Obr. polarni soufadnice



CVUT, Fakulta strojni, letni semestr T. Neustupa
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L e X  Z geometrie plyne:
© z intervalu delky max 27

r>0

Obr. polarni soufadnice



CVUT, Fakulta strojni, letni semestr T. Neustupa

Transformace dvojného integralu do polarnich souradnic

Chci spocist integral

/ F () de dy
M

Nahradim z a y vyrazy r cos  ar sin .
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Transformace dvoiného integralu do polarnich souradnic J

Chci spocist integral

[ peadsar < ffﬂw)! oot

Nahradim x a y vyrazy r cos p ar sin o.

4} 7,744//74-— ff//.lm,.jé,b(w)ﬁ/

) /A;/‘ea/(rfﬁ olr/,,w?’f,é s p > f 4 0)
2) hm:f!qz ,Lfnwyé
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Transformace dvojného integralu do polarnich souradnic

Chci spocist integral
/ fz,y) dxdy
M

Nahradim x a y vyrazy r cos ¢ ar sin ¢.
Je vSak tieba jesté

a) popsat obor integrace M v polarnich soufadnicich a stary popis (v kartézskych
souradnicich) zaménit novym popisem (v polarnich soufadnicich),

b) dosadit vhodny vyraz do dvojného integralu za dx dy (podobné, jako kdyzZ pti sub-
stituci x = ¢g(t) v jednorozmérném integralu dosazujeme dx = ¢'(t) dt).
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Transformace dvojného integralu do polarnich souradnic

Chci spocist integral

/ F () de dy
M

Nahradim x a y vyrazy r cos ¢ ar sin ¢.
Je vSak tieba jesté

a) popsat obor integrace M v polarnich soufadnicich a stary popis (v kartézskych
souradnicich) zaménit novym popisem (v polarnich soufadnicich),

b) dosadit vhodny vyraz do dvojného integralu za dx dy (podobné, jako kdyzZ pti sub-
stituci x = ¢g(t) v jednorozmérném integralu dosazujeme dx = ¢'(t) dt).

Mnozina M odpovida mnoZzin€ M’ v polarnich soufadnicich (M je vlastn€ popis mnoZziny
M v pol. sout.).
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Vyraz dz dy je tteba pfi transformaci do polarnich soufadnic nahradit takto:
drxdy = rdrde.

Cinitel 7 na pravé strané je tzv. “jakobian” (zkratka pro “Jacobiho determinant”).

Transformace dvojného integrilu do polarnich souradnic ma smysl tehdy, pokud vede ke
zjednoduseni integrované funkce nebo ke zjednodusSeni popisu oboru integrace. (Priklady).
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Podrobnéjsi pohled na transformaci souradnic

Na tabuli.
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Zobecnéné polarni souradnice

Co kdyz nema kruh stfed v pocatku? Co kdyz to bude elipsa?
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Zobecnéné polarni souradnice

Co kdyz nema kruh stfed v pocatku? Co kdyz to bude elipsa?

Tyto soufadnice maji podobny geometricky vyznam, jako polarni soutfadnice, avSak je-
jich pocatek nemusi byt stejny jako pocatek v kartézskych souradnicich (kruh se sttedem
mimo pocatek).

RovnézZ nejsou “izotropni”, tj. mira zmény r ve smeru osy x a ve sméru osy y se muize
lisit (elipsa).
T = xg+arcos p, Yy = Yo+ brsin g,
pfiemz [z, yo] je zvoleny bod v E, a a, b jsou zvolené kladné konstanty.
Pak je (tj. jakobidn, ukaZeme kdyZ bude Cas):
dr dy = rabdrde.



