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Co bude dneska?

Déleni kvadru a jeho norma.

Riemanovy soulty a jejich limita.

Trojny integral na kvadru a na obecné mnoziné v Es.
Meéfitelnd mnozina a Jordanova mira.

Zakladni vlastnosti a Fubiniho véta.

Tyto slidy jsou na adrese

http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching.php
(pro osobni potieby).


http://marian.fsik.cvut.cz/
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Déleni kvadru a jeho norma

Necht K = (a,b) x (¢,d) x {e, f) je kvadr v E3 takovy, jehoZ hrany jsou rovnobé&zné se
soufadnymi osami z, y a z.

Definice (Déleni kvadru a jeho norma.). Kvddr K lIze rozdélit siti rovin rov-
nobéZnych s rovinami xy, xz nebo yz na n dil¢ich kvddru K, ..., K,. Systém téchto
kvddri nazyvdme délent kvddru K. Pojmenujeme-li popsané déleni D, pak normou
déleni D nazyvdme délku nejdelst ze vSech hran kvddrii K1, ..., K,. Normu déleni
D znacime || D||. Jsou-li délky hran dil¢ich kvddrii K, ..., K, rovny Axy, Ay, Az,
oy Az, Ay, Az, miiZeme normu || D|| vyjddrit:

|ID|| = max{Axy; Ayr; Azy; ... 5 Axy; Ayn; Az}
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Motivace - na tabuli.



CVUT, Fakulta strojni, letni semestr 2020-21 T. Neustupa

Riemanovy soucty a jejich limita

Nechf je f(x,y,z) omezend funkce na kvadru K = (a,b) x (c,d) X (e, f). Necht je
D zminéné dé€leni kvadru K. Oznaéme Axq, Ay, Az, ..., Ax,, Ay,, Az, délky stran
kvadri K1, ..., K, déleni D. Nechf V je systém zvolenych bodi Z; € K; (i = 1,...,n).
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Definice (Riemanovy soucty a jejich limita.). Riemannovym souctem funkce f na
kvdadru K, odpovidajicim déleni D a systéemu V vybranych bodit 7+, . . ., Z,, nazyvdme

soucet

s(f,D,V) Z F(Z) - Az Ay; Az

Rikdme, Ze &islo S je limitou Riemannovych souctii s(f, D, V) pro | D|| — 0+, jestlize
ke kaZdému zvolenému ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdé déleni D kvddru K a
pro kazdy zvoleny systém V plati:

DIl <6 — |s(f,D,V) -S| <e
a piseme:

lim s(f,D,V) = S.

|ID||—0+
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Trojny integral na kvadru

Definice (trojny integral na kvadru.). JestliZe predchozi limita existuje, pak jeji hod-
notu S nazyvdame trojnym integrdlem funkce f na kvddru K. Tento integrdl obvykle

znacime
/// f(x,y, z) dedydz nebo // f dx dydz.
K K

Jestlize limita existuje, Fikdme, Ze “trojny integrdl ||| i f dx dydz existuje” nebo Ze
“funkce f je integrovatelnd na kvdadru K.
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Trojny integral na mnoziné )/

na tabuli.
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Méritelna mnozina v E; a jeji Jordanova mira

Definice (Méritelna mnozina v Ej.). Predpokiddejme, 7e M je omezend mnoZina
v Es. Rikdme, Ze mnoZina M je méfitelnd (v Jordanové smyslu), jestlize konstantni
funkce f(x,y, z) = 1 je integrovatelnd na M. V tomto pFipadé nazyvime hodnotu

pus(M) = ///dedydz

trirozmérnou Jordanovou mirou mnoZiny M.

ps (M) méa nazorny geometricky vyznam: Definuje a poskytuje ndvod jak vypocitat objem
mnoziny M.
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MnoZiny jejichZ trojrozmérna mira je nula ("nemaji”’objem): Mnoziny konecného poctu
bodt a kfivek. Plochy (grafy funkci) definované na uzavienych podmnozinach v [Es. Jed-
noduché hladké plochy (bude pozdéji).

Véta. a) Sjednoceni konecné mnoha mnoZin miry nula je mnoZina miry nula.

b) Je-li N mnoZina miry nula a M C N, pak M je také mnoZina miry nula.

Véta (Nutna a postacujici podminka pro to, aby mnozina v [E3 byla méritelna.).
MnozZina M C Ej je méritelnd (v Jordanové smyslu) prdvé tehdy, je-li omezend a
ug(ﬁM ) = 0.
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Véta (Postacujici podminka pro existenci trojného integralu.).  Nech? M je
méfitelnd mnoZina v E3 a [ je omezend a spojitd funkce na M. Pak trojny integrdl

[[f\; [ dxdydz existuje.

Existence trojného integralu 10/ 14
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Elementarni obor integrace

A

i P =1 ,--
z (z y

Obrazek ze skript M 11
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Definice (Elementarni obor integrace v Es.). Nechf M, je méfitelnd uzaviend
mnoZina v By a z = ¢1(x,y) a 2 = ¢a(x,y) jsou spojité funkce na M,, takové, Ze
t1(x,y) < ¢a(x,y) pro vSechna [z, y] € M,,. Pak mnoZinu
M = {[Z,y,Z] € ES; [xay] S Mmy:
¢1(x7y) <z < ¢2($7y)}
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Definice (Elementarni obor integrace v Es.). Nechf M., je méfitelnd uzaviend
mnoZina v By a z = ¢1(x,y) a z = ¢a(x,y) jsou spojité funkce na M,, takové, Ze
t1(x,y) < ¢a(x,y) pro vSechna [z, y] € M,,. Pak mnoZinu

M = {[x,y,z] € Es; [z,y] € My,
¢1($,y) <z< ng(SC,y)}

Obdobné by se definovali elementarni obory integrace vzhledem k rovinndm xz a yz.

Myslenka véty: Obor integrace M rozdélime na nekonecné mnoho svislych tsecek. Jed-
nou z nich je tsecCka P(). Nejprve integrujeme funkci f na kazdé z téchto usecek jako

funkci jedné proménné z — dostavame F'(z,y) = zz((xx;/y)) f(x,y, z)dz. Vysledek zavisi

na x anay, protoze poloha dsecky P() zdvisi na z a na y. Pak integrujeme F'(x,y) jakoZto
funkci dvou proménnych x a y na mnoziné M.



CVUT, Fakulta strojni, letni semestr 2020-21 T. Neustupa

Fubiniho véta pro trojny integral

Véta (Fubiniho véta pro trojny integral.). Nechf M je elementdrni obor integrace
vzhledem k roviné xy. Nechl f(x,y, z) je spojitd funkce na M. Pak

// f(z,y, 2 da:dde—// (/ (m,y,z)dz)dmdy.

Obdobné by se formulovala véta pro integraci na elementarnim oboru integrace vzhledem

k rovin€ xz ¢i yz.

Piklady.












Pr.: /ff zy dx dydz, ngtnost, pokud p = x.y
; W ) Staticky moment k roviné xz, pokud p = x

Staticky moment k roviné yz, pokud p =y

( Staticky moment k roviné xy, pokud p = xy/z )

( Moment setrvacnosti k ose x, pokud p = xy/(y*2 + z*2) )
Atd.
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Nékteré fyzikalni a mechanické aplikace trojného integralu

Méjme téleso ve tvaru méfitelné mnoziny M. Hustota télesa budiz dana jako p(z,y, z) a
uddvana v kg - m 3. Pak

hmotnost télesa .... m = /// p(x,y, z) dvdydz ke,
M
staticky moment

vzhledem k rovin€ xy  my,, = /// z-p(z,y,2) dedydz  [kg-m],
M

vzhledem k rovin€ xz m,., = /// y-p(x,y,2)dedydz [kg-m],
M

vzhledem k roviné yz m,, = /// x-p(r,y,z) dedydz [kg - m],
M
My

v . VWVew N é mmz mxy
souradnice téziste¢ .. = ——, yr = 2 = —=,
m m m
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moment setrvacnosti

vzhledem k roviné zy

vzhledem k roviné xz

vzhledem k roviné yz

vzhledem k ose = ..

vzhledemk ose y . ...

vzhledem k ose z . ...

vzhledem k pocitku .

Joy = /// p(x,y, z)dx dydz
sz:/// y* - p(z,y, ) dedydz

Jy» = /// p(x,y, z)dxdydz
Jx:///M(yQ—Fzﬂ)-p(gz,y,z)dxdydz
Jy:///M(ijLzz)-p(:v,y,z)dxdydz
JZ:///M(szr?f)-p(:v,y,z)dxdydz
J():///M(l'z-l-y2+22)',O(ZE,y,Z)dCCdde



