CVUT, Fakulta strojni, letni semestr Jan Valasek

Matematika II — prednaska 14

Co bude dneska?

Vypocet mechanickych charakteristik té€les. Objem télesa.

Transformace integrilu do zobecnénych cylindrickych souradnic a zobecnénych sférickych
soufadnic. Shrnuti 2D a 3D int.

Diferenciani operatory. Divergence vektorowho pole. Rotace vektorového pole.
Néjaké priklady

Tyto slidy jsou na adrese

http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching.php
(pro osobni potieby).


http://marian.fsik.cvut.cz/
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Cylindrické souradnice

Cylindrické soufadnice bodu X = [z,y, 2] € E3 jsour, ¢, w.

Geometricky vyznam: r, ¢ jsou polarnimi soufadnicemi bodu [z, y] v roviné zy a w = z.
(obrazek na dalSim slidu).

Mezi kartézskymi soufadnicemi a cylindrickymi soufadnicemi bodu X plati relace:

T =TCosy, Yy =rsnp 2z =w.

drdydz = rdrdpdw.

Tedy J =r.
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Obr.ze skript

Cylindrické souradnice - obrazek 5/14
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Zobecnéné cylindrické souradnice

r=u1x9+ar cos ¢, yYy=1yp+brsiny, 2z=2zy+ cw,

[0, Yo, 20] je vybrany bod v E3 (pocatek zobecnéného cylindrického soufadného systému),
a, b, c jsou kladné parametry.

dx dydz = abcr dr dy dw.

Priklad na tabuli.

Dalsi moznosti zobecnéni - ivaha na tabuli.
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Zobecnéné cylindrické souradnice

Priklad na tabuli.
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Sférické souradnice

I1.7.8. Sférické souradnice v ;.
Sférické soutadnice bodu X = [z, y, 7]
v E;5 jsou r, ¢ a J. Geometricky vyznam
- viz. obrazek. Toto vede k nasledujicim
rovnicim:

x = T cos ¥ cos g,

r cos v sin o,

z = r sin 9.

Obr. ze skript

Plati dxdydz = r? cos ¥ dr dy dv.
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Zobecnéné sférické souradnice

x=2x9+ar cos ¥ cos ¢, y=1yp+brcosdsinp, z=zy+crsind,

[0, Yo, 20] je vybrany bod v E; (pocatek zobecnéného sférického soufadného systému),
a, b, c jsou kladné parametry.

drdydz = abcr? cos U dr dy dd.

Priklad na tabuli.
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Nékteré fyzikalni a mechanické aplikace trojného integralu

Méjme téleso ve tvaru méfitelné mnoziny M. Hustota télesa budiz dana jako p(z,y, z) a
udavani v kg - m~3. Pak

hmotnost télesa .... m = /// p(x,y,z) dedydz ke,
M

staticky moment

vzhledem k rovin€ xy  my, = /// z-p(z,y,2) dedydz [kg - m)],
M
vzhledem k roviné xz m,, = /// y-plz,y,2) dedydz [kg - m],

vzhledem k rovin€ yz / / / x-p(x,y,z)dedydz [kg-m],

VVvewv m V4 mxz mx
souradnice tézisté .. v op = —2
m m m
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moment setrvacnosti

vzhledem k roviné zy  J,, = / / / p(x,y, z)dxdydz

vzhledem k rovin€ zz J,, = /// y? - p(x,y, 2) de dy dz

vzhledem k rovin€ yz  J,, = / / / p(x,y, z)dxdydz

vzhledem k ose = ... J:C:///M(y + 22) - p(z,y, 2) do dy dz
vzhledemkosey .... J, = ///M(J:2 +22) - p(x,y, 2) do dy dz
vzhledemkose z .... J, = ///M(a:2 +9?) - p(w,y, 2) dv dy dz

vzhledem k po&atku . .Jy = / / / (22 +y* + 22) - p(w,y, 2) dv dy dz
M
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Shrnuti dvojného a trojného integralu

Dvojny/Trojny integral — Elementarni obor integrace, Fubiniho véta —
— Dvojnasobny/Trojnasobny integral.

Pripadné (podle prikladu) pouziti transformace soufadnic (2D Poléarni, 3D Cylindrické,
Sférické).

Fyzikdlni charakteristiky.
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Operator nabla

Definice (operator nabla). Symbolem Y oznacujeme vektorovy operdtor, nazyvany
operdtor nabla, jehoZ souradnicemi jsou postupné parcidlni derivace podle x, y a z:

g 9 0
V = (&, 8—y, @)

Operator nabla se pouziva k oznaceni riznych vektorovych i skaldrnich poli. Napftiklad
gradient skaldrnfho pole ¢ v oblasti D C 3 je vektorové pole:

(995’
>, ?/2,50
Op Op 0Oyp
erad = Vo =\ a0 3y 35 )

-::"‘.f

vstup vysledek
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Divergence vektorového pole ¥>

Definice (divergence vektorového pole). Nechi f = (U,V,W) je vektorové pole
v oblasti D C 3. Divergenci £ nazyvdme skaldrni pole, které oznacujeme div f a
které definujeme rovnici -

ou oV oW
divf = — ~
v ox y 0y i 0z

(ve vSech bodech [x,y, z] € D, ve kterych md pravd strana smysl).

Pomoci operatoru nabla mizeme divergenci zapsat: divf =V - f.

Priklady na tabuli. T
- fyzikalni predstava:

, . ot 2 |m ! % Q ! zdroj/propad vektorového pole
) W' — 4761 (je hadice s vytékajici vodou
| islo ! nebo trubka odcerpava vodu?)

T S

tj.



2D vektorové pole
\\I// \\l//
— T, > -
" ~ " ~
/[ l\\ //T\\

afox(U) >0 dfox(U) <0 dfox(U) =0
a/oy(V ) > 0 a/oay(V ) < 0 a/oy(V) =0

Ve(F)>0  Ve(f) <O Ve(f) =0
s kladnou divergenci zépornou div ma div = 0
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vstup vysledek

Rotace vektorového pole

Definice (rotace vektorového pole). Nechi f = (U, V, W) je vektorové pole p oblasti
D C Es. Rotaci f nazyvdme vektorové pole, které oznacujeme rot f a které definujeme

rovnici >

e (W _OV QU oW oV U
~ \dy 9z 9z Oxr’ Ox Oy

(ve vSech bodech [x,y, z] € D, ve kterych md pravd strana smysl).

-predstava:

Pomoci operatoru nabla Ize rotaci vyjadrit: B
i, j, k osa rotace daného
9 0 0 vekt. pole v daném bodé¢
rotf = Vxf = | —, —, — |. g20saje orientovana
dr” Oy 0z (pravidlo P ruky)
U, . W a (vektor) ma velikost
- - = jak hodné rotuje

“Determinant’na pravé neni determinantem piesné v tom smyslu, v jakém jej zndme. Je
to vSak uzite¢né schéma, pro vypocet rotace. Piiklady na tabuli.
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Je-li  skalarni pole a f vektorové pole v oblasti D C [Es a maji-li obé pole v D druhé
parcialni derivace, pak

/é rot grad ¢ = 0,

Z) divrot f = 0.

v

- interpretaci si vysvétlime pozdéji, zatim staci, ze z definice to tak vyjde

4/ rotace potencialniho pole je nulova, vysvétleni viz Stokesova véta

(nevirivé pole ma rotaci nulovou)
v konzervativnim poli nelze vykonat praci pohybem po uzavrené krivce,
tj. vyjitim ze startu a navratem opét na start

2—) divergence solenoidalniho pole je nulovd, viz Gaussova-Ostrogradského véta
(nezridlové pole nema zdroj)
tj. magnet nema zdroj, ale da se predstavit jako slozeny ze dvou casti: + a -

14/ 14

Diferenciélni operatory



