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Předmluva

Ćılem semestrálńı práce je vyzkoušet si zvolenou metodu naprogramovat v Matlabu, na což bude kladen
větš́ı d̊uraz, ikdyž bez znalosti teoretických otázek lze dané metody těžko naprogramovat. Odevzdaná práce
by se měla skládat z:

• popisu problému

• popisu metody řešeńı

• výsledk̊u - nejlépe graf s popisky

• závěru s komentářem źıskaných výsledk̊u, zaj́ımavých postřeh̊u či posouzeńım vhodnosti zvolené
metody.

• př́ılohy se skriptem v Matlabu

Odevzdáńı je možné osobně na samostatném, podepsaném paṕı̌re s připraveným skriptem k nahlédnut́ı; nebo
emailem, ke kterému přilož́ıte vytvořený skript v Matlabu.

PS. Úkoly, které jsem vymyslel sám, jsou značené * a **. Jedna hvězdička znamená vesměs témata ze
skript nepokrytá cvičeńımi, dvě hvězdičky pak rozš́ı̌reńı nad rámec prob́ırané látky. Toto bych doporučil
hlavně zájemc̊um o daľśı studium u nás na katedře matematiky. Pokud jste nenašli to, co by Vás zaj́ımalo,
rozhodně se ale nebráńım doplněńı :).
PPS. Prośım o dodržováńı nějaké štábńı kultury v matlab́ıch skriptech, tj. rozumné značeńı proměnných,
komentáře, co která znamená a odsazeńı pro přehlednost kódu.
PPPS. Vesměs se jedná o př́ıklady na Matlab ze Sb́ırky úloh. Proto jestli nev́ıte, jak zač́ıt, vyplat́ı se zač́ıt
kontrolou stránek předmětu ⇒ Praktická cvičeńı v Matlabu.
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1.5 xA5 Maticové normy - Klárová . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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1.8 xA8 Gauss-Seidel - Vychopeň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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1 A - Soustavy lineárńıch rovnic

1.1 xA1 Podmı́něnost matice -Kettner

Semestrálńı práce A– 1 a) Definujte pozitivně definitńı matice.

b) Uved’te jak je definován pojem podmı́nněnosti matice obecné matice A. Jak lze zjednodušit pro sy-
metrickou matici?

c) Jsou dány matice a vektory pravých stran

A =

(
2 −1
−1 2

)
, B =

(
1.001 −1
−1 1.001

)
b =

(
−0.1
0.1

)
, b∗ = b+(10−5)×

(
1
1

)
d) Rozhodněte, zda matice A a B jsou ODD nebo SPD ?

e) Spočtěte č́ıslo podmı́něnnosti κ = λmax/λmin pro matice A a B.

f) Spočtete řešeńı soustavy rovnic Ax = b, Ax1 = b1, Bx2 = b a Bx2 = b1. Srovnejte rozd́ıl b − b1

oproti x− x1 respektive x2 − x3. Jak ho lze vysvětlit?

Bonus 1) Zakreslete množinu M = {y ∈ R2 : y = Ax, ‖x‖2 ≤ 1} (bez a s užit́ım MATLABu). Návod: Pro
přibližné vyjádřeńı užijte bázi složenou z normovaných vlastńıch vektor̊u matice A, tj x = α1u1+α2u2,
‖ui‖ = 1. Vyjádřete vektor Ax v souřadném systému vlastńıch vektor̊u matice A, tj. Ax = β1u1+β2u2.
Ukažte, jaká nerovnost plat́ı pro βi.
MATLAB: Užijte polárńı souřadnice pro parametrizaci jednotkové kružnice, násobeńı matićı A a užijte
př́ıkaz plot.

Bonus 2) Zakreslete množinu M1 = {y ∈ R2 : y = Bx, ‖x‖2 ≤ 1}.
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1.2 xA2 Spektrálńı poloměr - Hencl

Semestrálńı práce A– 2 a) Zapǐste, jak je definována řádková, sloupcová a Euklidovská norma vektoru

b) Zapǐste, jak je definována řádková, sloupcová a Frobeniova norma matice.

c) Zapǐste jaký vztah je mezi př́ıslušnou vektorovou a maticovou normou.

d) Uved’te definici pojmu vlastńı č́ıslo a vlastńı vektor matice. Uved’te definici spektrálńıho poloměru
matice.
Je dána matice A ∈ Rn×n (n = 10, 50, 100)

A =



2 −1 0 . . . 0
−1 2 −1 0 . . . 0

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

0 . . . 0 −1 2 −1
0 . . . . . . 0 −1 2


.

e) Určete řádkovou, sloupcovou i Frobeniovu normu dané matice. Určete všechna vlastńı č́ısla a vlastńı
vektory. Spočtěte spektrálńı poloměr.

f) Rozhodněte zda daná matice je ODD nebo SPD. Zd̊uvodněte.

g) Př́ıkazem eig určete vlastńı vektory matice. Vyberte vlastńı vektory př́ıslušné 2 největš́ım a 2 nej-
menš́ım vlastńım č́ısl̊um dané matice. Pro tyto vektory u = (ui) zobrazte jejich složky jako graf [i, ui],
tj. např. př́ıkazem plot(u).

h) Spočtěte č́ıslo podmı́něnnosti κ(A) = λmax/λmin.
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1.3 xA3 Spektrálńı poloměr - Krajńık

Semestrálńı práce A– 3 a) Zapǐste, jak je definována řádková, sloupcová a Euklidovská norma vektoru

b) Zapǐste, jak je definována řádková, sloupcová a Frobeniova norma matice.

c) Zapǐste jaký vztah je mezi př́ıslušnou vektorovou a maticovou normou.

d) Uved’te Sylvestrovo kritérium už́ıvané pro symetrické matice při ověřeńı pozitivńı definitnosti.

e) Je dána matice A ∈ Rn×n, kde (n = m2, m = 5, 20) jako blokově tř́ıdiagonálńı matice (E,B ∈
Rm×m)

A =



B −E 0 . . . 0
−E B −E 0 . . . 0

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

0 . . . 0 −E B −E
0 . . . . . . 0 −E B


, kde B =



4 −1 0 . . . 0
−1 4 −1 0 . . . 0

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

0 . . . 0 −1 4 −1
0 . . . . . . 0 −1 4


.

f) Určete řádkovou, sloupcovou i Frobeniovu normu dané matice.

g) Rozhodněte zda daná matice je ODD nebo SPD. Zd̊uvodněte.

h) Určete všechna vlastńı č́ısla a vlastńı vektory. Spočtěte spektrálńı poloměr.

i) Př́ıkazem eig určete vlastńı vektory matice. Vyberte vlastńı vektory př́ıslušné 2 největš́ım a 2 nej-
menš́ım vlastńım č́ısl̊um dané matice.

j) Spočtěte č́ıslo podmı́něnnosti κ(A) = λmax/λmin.
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1.4 xA4 Maticové normy - Kubrová

Semestrálńı práce A– 4 Je dána soustava ve tvaru X = UX + V.

a) Zapǐste, jak je definován spektrálńı poloměr matice U .

b) Jak se poč́ıtaj́ı aproximace řešeńı pomoćı prosté iteračńı metody?

c) Definujte, co znamená, že prostá iteračńı metoda je pro danou soustavu rovnic konvergentńı!

d) Jaká je nutná a postačuj́ıćı podmı́nka konvergence této metody?

e) Uved’te v jakém př́ıpadě neńı metoda konvergentńı.

Je dána matice typu n× n (n = 10, 100, 500)

U =


0 − 1

2 0 . . . 0
− 1

2 0 − 1
2 0 . . . 0

. . .
. . .

. . .

0 . . . 0 − 1
2 0 − 1

2
0 . . . 0 − 1

2 0

 .

f) Určete řádkovou, sloupcovou i Frobeniovu normu dané matice. Určete všechna vlastńı č́ısla a vlastńı
vektory. Spočtěte spektrálńı poloměr.

g) Rozhodněte zda daná matice je ODD nebo SPD.

h) Užijte vzorce pro odhad chyby pro prostou iteračńı metodu ze Skript a odhadněte kolik je potřeba
iteraćı prosté iteračńı metody pro dosažeńı přesnosti ε = 10−6 pro zadané matice U . V odhadu mı́sto
normy užijte spektrálńı poloměr, a uvažte uvodńı velikost chyby ‖e0‖ = ‖u1 − u0‖ = 1.

i) Vyřešte soustavu A~x = ~b, kde je zádáno A = E − U pomoćı metody prosté iterace, tj. využijte

vzoreček ~x = ~x + ω(~b − A~x) a upravte danou soustavu do tvaru ~xk+1 = V ~xk + ~v. Zvolte ω = 1 a
spoč́ıtejte, čemu se rovná V a ~v. Pak proved’te k iteraćı, tj. počet, který jste źıskali v bodě h) a vypǐste

velikost rezidua rez = ‖~b−A~xk‖ např. v eukleidovské normě.
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1.5 xA5 Maticové normy - Klárová

Semestrálńı práce A– 5 Je dána soustava ve tvaru X = UX + V.

a) Zapǐste, jak je definován spektrálńı poloměr matice U .

b) Jak se poč́ıtaj́ı aproximace řešeńı pomoćı prosté iteračńı metody?

c) Definujte, co znamená, že prostá iteračńı metoda je pro danou soustavu rovnic konvergentńı!

d) Jaká je nutná a postačuj́ıćı podmı́nka konvergence této metody?

e) Je dána matice U ∈ Rn×n, kde (n = m2, m = 10, 100) jako blokově tř́ıdiagonálńı matice (E,B ∈
Rm×m)

A =



B − 1
4E 0 . . . 0

− 1
4E B − 1

4E 0 . . . 0
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

0 . . . 0 − 1
4E B − 1

4E
0 . . . . . . 0 − 1

4E B


, kde B =



0 − 1
4 0 . . . 0

− 1
4 0 − 1

4 0 . . . 0
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

0 . . . 0 − 1
4 0 − 1

4
0 . . . . . . 0 − 1

4 0


.

f) Určete řádkovou, sloupcovou i Frobeniovu normu dané matice. Určete všechna vlastńı č́ısla a vlastńı
vektory. Spočtěte spektrálńı poloměr.

g) Rozhodněte zda daná matice je ODD nebo SPD. Zd̊uvodněte.

h) Př́ıkazem eig určete vlastńı vektory matice. Vyberte vlastńı vektory př́ıslušné 2 největš́ım a 2 nej-
menš́ım vlastńım č́ısl̊um dané matice. Pro tyto vektory u = (ui) zobrazte jejich složky jako graf [i, ui],
tj. např. př́ıkazem plot(u).

i) Spočtěte č́ıslo podmı́něnnosti κ(A) = λmax/λmin.
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1.6 xA6 Gauss-Seidel - Hubáček

Semestrálńı práce A– 6 a) Jakým iteračńım postupem se poč́ıtaj́ı aproximace řešeńı dané soustavy
rovnic pomoćı Jacobiho iteračńı metody?

b) Jakým iteračńım postupem se poč́ıtaj́ı aproximace řešeńı dané soustavy rovnic pomoćı Gaussovy-
Seidelovy iteračńı metody?

c) Uved’te jaké vlastnosti matice A jsou postačuj́ıćı k tomu, aby byla Jacobiova iteračńı metoda konver-
gentńı.

d) Uved’te jaké vlastnosti matice A jsou postačuj́ıćı k tomu, aby byla Gaussova-Seidelova iteračńı metoda
konvergentńı.

e) Jaká je nutná a postačuj́ıćı podmı́nka konvergence Jacobiovy metody?

f) Jaká je nutná a postačuj́ıćı podmı́nka konvergence Gaussovy-Seidelovy metody?

Je dána soustava lineárńıch rovnic tvaru Ax = b, kde

(i) A =

 1 2 −2
1 1 1
2 2 1

 , b =

 1
1
1

 , nebo (ii) A =

 5 3 4
3 6 4
4 4 5

 , b =

 1
−1
−1

 ,

g) Ověřte, zda pro danou matici A je Gauss-Seidelova iteračńı metoda konvergetńı.

h) Ověřte, zda pro danou matici A je Jacobiova iteračńı metoda konvergetńı.

i) Pro oba př́ıpady spoč́ıtejte pomoćı vlastńıho programu v MATLABu a vypǐste řešeńı při zadané toler-
anci ε = 10−6. Kolik iteraćı bylo potřeba pro dosažeńı zadané přesnosti?

8
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1.7 xA7 Gauss-Seidel - Minka

Semestrálńı práce A– 7 a) Jakým iteračńım postupem se poč́ıtaj́ı aproximace řešeńı dané soustavy
rovnic pomoćı Jacobiho iteračńı metody?

b) Jakým iteračńım postupem se poč́ıtaj́ı aproximace řešeńı dané soustavy rovnic pomoćı Gaussovy-
Seidelovy iteračńı metody?

c) Uved’te jaké vlastnosti matice A jsou postačuj́ıćı k tomu, aby byla Jacobiova iteračńı metoda konver-
gentńı.

d) Uved’te jaké vlastnosti matice A jsou postačuj́ıćı k tomu, aby byla Gaussova-Seidelova iteračńı metoda
konvergentńı.

e) Jaká je nutná a postačuj́ıćı podmı́nka konvergence Jacobiovy metody?

f) Jaká je nutná a postačuj́ıćı podmı́nka konvergence Gaussovy-Seidelovy metody?

Je dána matice typu n× n (n = 10, 100, 1000)

A =



2 −1 0 . . . 0
−1 2 −1 0 . . . 0

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

0 . . . 0 −1 2 −1
0 . . . . . . 0 −1 2


.

g) Rozhodněte, zda pro danou matici je Gaussova-Seidelova iteračńı metoda konvergentńı.

h) Rozhodněte, zda pro danou matici je Jacobiova iteračńı metoda konvergentńı.

i) Volte b = (1, . . . , 1)T . Řešte soustavu rovnic s matićı A pomoćı Jacobiova iteračńı metody. Spočtěte
n iteraćı a určete reziduum.

j) Proved’te totéž užit́ım Gaussovy-Seidelovy iteračńı metody. Srovnejte rychlost konvergence.

9
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1.8 xA8 Gauss-Seidel - Vychopeň

Semestrálńı práce A– 8 a) Jakým iteračńım postupem se poč́ıtaj́ı aproximace řešeńı dané soustavy
rovnic pomoćı Jacobiho iteračńı metody?

b) Jakým iteračńım postupem se poč́ıtaj́ı aproximace řešeńı dané soustavy rovnic pomoćı Gaussovy-
Seidelovy iteračńı metody?

c) Uved’te jaké vlastnosti matice A jsou postačuj́ıćı k tomu, aby byla Jacobiova iteračńı metoda konver-
gentńı.

d) Uved’te jaké vlastnosti matice A jsou postačuj́ıćı k tomu, aby byla Gaussova-Seidelova iteračńı metoda
konvergentńı.

e) Jaká je nutná a postačuj́ıćı podmı́nka konvergence Jacobiovy metody?

f) Jaká je nutná a postačuj́ıćı podmı́nka konvergence Gaussovy-Seidelovy metody?

Je dána matice A ∈ Rn×n, kde (n = m2, m = 5, 50) jako blokově tř́ıdiagonálńı matice (E,B ∈
Rm×m)

A =



B −E 0 . . . 0
−E B −E 0 . . . 0

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

0 . . . 0 −E B −E
0 . . . . . . 0 −E B


, kde B =



4 −1 0 . . . 0
−1 4 −1 0 . . . 0

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

0 . . . 0 −1 4 −1
0 . . . . . . 0 −1 4


.

g) Rozhodněte, zda pro danou matici je Gaussova-Seidelova iteračńı metoda konvergentńı.

h) Rozhodněte, zda pro danou matici je Jacobiova iteračńı metoda konvergentńı.

i) Volte b = (1, . . . , 1)T . Řešte soustavu rovnic s matićı A pomoćı Jacobiova iteračńı metody. Spočtěte
1000 iteraćı a určete reziduum.

10
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1.9 A9** Řı́dké matice

Semestrálńı práce A– 9 1. Vysvětlete, co je to ř́ıdká matice.

2. Jak se taková matice ukladá, uved’te alespoň jeden formát uložeńı, např. Matrix Market.

3. Jako př́ıklad vezměte následuj́ıćı matici:
Je dána matice A ∈ Rn×n, kde (n = 10, 100, 1000), jako tř́ıdiagonálńı matice

A =



2 −1 0 . . . 0
−1 2 −1 0 . . . 0

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

0 . . . 0 −1 2 −1
0 . . . . . . 0 −1 2


.

4. Pomoćı př́ıkazu whos určete velikost spotřebované paměti pro uložeńı v ř́ıdkém a plném formátu.

5. Zobrazte strukturu matice, př́ıkaz spy.

6. Jak lze matici uložit na disk, tj. vypsat?

7. Spoč́ıtejte 10 největš́ıch vlastńıch č́ısel.

8. Pomoćı Gaussovy-Seidelovy iteračńı metody spoč́ıtejte řešeńı Ax = b, kde b = (1 . . . 1)T a zobrazte ho.

11
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1.10 A10* Superrelaxačńı metoda

Semestrálńı práce A– 10 1. Rozepǐste vztahy pro Jacobiho a Gaussovu-Seidelovu metodu.

2. Co je superrelaxačńı metoda? Jak spoč́ıtat daľśı iteraci přibližného řešeńı?

3. Jak volit parameter relaxace?

4. Řešte soustavu Ax = b, kde b = (1 . . . 1)T a matice A ∈ Rn×n, kde (n = 10, 100, 1000), je tř́ıdiagonálńı
matice

A =



2 −1 0 . . . 0
−1 2 −1 0 . . . 0

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

0 . . . 0 −1 2 −1
0 . . . . . . 0 −1 2


.

5. Srovnejte rychlost konvergence v̊uči GS a v závislosti na parametru relaxace.

12
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1.11 A11** Konjugované gradienty

Semestrálńı práce A– 11 1. Vysvětlete myšlenku metody konjugovaných gradient̊u.

2. Zapǐste kroky algoritmu a naprogramujte ho.

3. Řešte soustavu Ax = b, kde b = (1 . . . 1)T a matice A ∈ Rn×n, kde (n = 10, 100, 1000), je tř́ıdiagonálńı
matice

A =



2 −1 0 . . . 0
−1 2 −1 0 . . . 0

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

0 . . . 0 −1 2 −1
0 . . . . . . 0 −1 2


.

4. Vypǐste řešeńı, určete počet potřebných iteraćı a spotřebovaný čas pomoćı př́ıkazu tic, toc.

13
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1.12 A12* Srovnáńı iteračńıch metod

Semestrálńı práce A– 12 1. Rozepǐste vztahy pro Jacobiho a Gaussovu-Seidelovu metodu.

2. Řešte soustavu Ax = b, kde b = (1 . . . 1)T a matice A ∈ Rn×n, kde (n = 100), je tř́ıdiagonálńı matice

A =



2 −1 0 . . . 0
−1 2 −1 0 . . . 0

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

0 . . . 0 −1 2 −1
0 . . . . . . 0 −1 2


.

3. Srovnejte rychlosti konvergence prosté iterace, Jacobiho, GS a superrelaxačńı metody (nebo prosté
iterace pro r̊uzné volby parametru ω viz Skripta). Nejlépe pomoćı př́ıkazu tic, toc.

14
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2 B - LSQ, nelineárńı rovnice

2.1 xB1 Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u - Kopecký

Semestrálńı práce B– 1 Je dána tabulka hodnot xi, yi, i = 1, . . . n.

a) Vysvětlete princip metody nejmenš́ıch čtverc̊u při aproximaci dané tabulkou hodnot polynomem nejvýše
1. stupně.

b) Zapǐste kvadratickou odchylku δ2(p(x)) polynomu p(x) nejvýše prvńıho stupně od dané tabulky hodnot.

c) Uved’te jaká podmı́nka má platit pro kvadratickou odchylku polynomu nejvýše 1. stupně p∗(x), který
danou tabulku hodnot aproximuje nejlépe ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u.

d) Zd̊uvodněte, jak se z části c) odvod́ı soustava normálńıch rovnic. Odvod’te soustavu normálńıch rovnic
pro daný př́ıpad.

e) Vysvětlete princip metody nejmenš́ıch čtverc̊u při aproximaci dané tabulkou hodnot polynomem nejvýše
2. stupně. Odvod’te soustavu normálńıch rovnic pro daný př́ıpad.

f) Odvodte soustavu normálńıch rovnic pro tento př́ıpad.

g) Vyberte si jednu z datových sad:

• Růst globálńı teploty

• Vývoj českého HDP

• Koeficient teplotńı roztažnosti mědi

Sestavte soustavu normálńıch rovnic pro zvolenou tabulku dat a to pro 4 př́ıpady n = 1, 2, 3, 4.

h) Př́ıkazem plot zobrazte data z tabulky hodnot, a zobrazte všechny 4 interpolačńı polynomy. Polynom
jakého řádu odpov́ıdá/aproximuje data nejlépe?

15
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2.2 xB2 Newtonova metoda - Pat’ha

Semestrálńı práce B– 2 Dána rovnice
f(x) = 0

a) Zapǐste rovnici tečny ke grafu funkce f(x) v bodě xn.

b) Graficky znázorněte graf funkce f(x) a tečnu ke grafu funkce v bodě xn. Zakreslete pr̊useč́ık této tečny
s osou x (tj. y = 0), označte ho jako [xn+1, 0].

c) Z rovnice tečny a) vyjádřete xn+1.

Uvažujme funkci
f(x) = x5 + 3x2 − cos(x).

d) Ukažte, že v intervalu 〈0, π〉 existuje alespoň jeden kořen rovnice f(x) = 0. Zd̊uvodněte.

e) Naprogramujte Newtonovou iteračńı metodu a použijte x0 = 0.

f) Zkuste totéž pro x0 = π (nebo jakou lepš́ı volbu navrhujete?) a okomentujte výsledek.

16
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2.3 xB3 Newtonova metoda - Zemánek

Semestrálńı práce B– 3 Dány rovnice

f(x, y) = 0, g(x, y) = 0

a) Zapǐste rovnici tečné roviny T1 ke grafu funkce f(x, y) v bodě X(n) = (xn, yn)T .

b) Zapǐste rovnici tečné roviny T2 ke grafu funkce g(x, y) v bodě X(n) = (xn, yn)T .

c) Sestavte soustavu lineárńıch rovnic pro společný pr̊useč́ık P rovin z = 0 a rovin T1, T2.

d) Označme X(n+1) = (x(n+1), y(n+1))T = P a z předchoźı rovnice vyjádřete X(n+1).

e) Určete graficky přibližnou polohu kořen̊u soustavy

1

x
− 10y = 0, x2 + 16y2 = 4.

f) Naprogramujte Newtonovu iteračńı metodu a spoč́ıtejte jeden z kořen̊u soustavy pro volbu X(0) =
(1; 1)T . Kolik iteraćı je potřeba při zadané přesnosti řešeńı ε = 10−5?

17
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2.4 xB4* Upravená metoda nejmenš́ıch čtverc̊u - Koktan

Semestrálńı práce B– 4 Je dána tabulka hodnot xi, yi, i = 1, . . . n.

a) Očekáváme závislost y(x) = Cex. Jak použ́ıt metodu nejmenš́ıch čtverc̊u (s polynomem 1. stupně) pro
tento př́ıpad?

b) Odvod’te upravenou metodu = vypǐste rovnice.

c) Naprogramujte ji.

d) Vykreslete do grafu zadané body, źıskanou interpolaci a př́ıpad, kdy jste použili klasickou metodu
nejmenš́ıch čtverc̊u pro lineárńı polynom.

e) Jako tabulku hodnot použijte např́ıklad zdroj http://www.worldometers.info/world-population/world-
population-by-year/.

f) Jak se změńı chováńı, když si do tabulky vyberu jen data z 20. stolet́ı?

18
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3 C - Obyčejné diferenciálńı rovnice

3.1 xC1 Eulerova metoda - Novotný

Semestrálńı práce C– 1 a) Uved’te postačuj́ıćı předpoklady pro existenci a jednoznačnost řešeńı Cauchy-
ovy úlohy y′ = f(x, y), y(x0) = y0.

b) Napǐste vzorec pro Eulerovu explicitńı metodu. Jakého řádu přesnosti je? (Vyplývá z náhrady derivace
přibližnou diferenćı a vlastnost́ı Taylor̊uva polynomu..)

Je dána Cauchyova úloha

X ′ =

(
−0.5 20
−20 −0.5

)
X, X(0) = (1, 0)T

Numericky dále řešte:

c) Užijte krok h = 0.1 a spočtěte aproximaci řešeńı X(0.5) pomoćı explicitńı Eulerovy metody.

d) Užijte krok h = 0.5 a spočtěte aproximaci řešeńı X(0.5) pomoćı implicitńı Eulerovy metody.

e) Užijte krok h = 0.01 a spočtěte aproximaci řešeńı na 〈0, 2〉 pomoćı explicitńı Eulerovy metody.

f) Užijte krok h = 0.01 a spočtěte aproximaci řešeńı na 〈0, 2〉 pomoćı implicitńı Eulerovy metody.

g) Př́ıkazem plot zobrazte graf 1. a 2. složky přibližného řešeńı z c), d).

h) Užijte krok h = 0.005 a spočtěte aproximaci řešeńı na 〈0, 2〉 pomoćı explicitńı Eulerovy metody.
Srovnejte s výsledkem c).

Bonus) Výsledky z c) a d) srovnejte s přesným řešeńım.
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3.2 C2 Eulerova metoda teorie

Semestrálńı práce C– 2 a) Definujte, co znamená zápis η(h) = O(hp).

b) Ukažte, že pro dostatečně hladkou funkci y(x) plat́ı oba následuj́ıćı vztahy

y(x+ h)− y(x)

h
= y′(x) +O(h),

y(x)− y(x− h)

h
= y′(x) +O(h).

Upřesněte, co v tomto př́ıpadě znamená dostatečně hladká funkce.

c) Užijte 2. vztah a odvod’te vztah pro implicitńı Eulerovu metodu.

d) Ukažte, že pro dostatečně hladkou funkci y(x) plat́ı

y(x+ h)− y(x)

h
= y′(x+ h/2) +O(h2).

Upřesněte, co v tomto př́ıpadě znamená dostatečně hladká funkce.

e) Necht’ A ∈ R2×2, u ∈ R2 je vlastńı vektor matice A př́ıslušný reálnému vlastńımu č́ıslu λ < 0. Je dána
Cauchyova úloha

Y ′ = AY, Y (0) = u,

f) Určete řešeńı Cauchyovy úlohy a ukažte, že plat́ı |Y (x)| ≤ |Y (0)| pro x > 0.

g) Je dáno h > 0. Určete aproximaci řešeńı Y (j) v bodech xj = jh pomoćı explicitńı Eulerovy metody.
Určete jaká podmı́nka muśı platit pro h tak, aby platilo |Y (j)| ≤ |Y (0)| pro j ≥ 0.

h) Je dáno h > 0. Určete aproximaci řešeńı Y (j) v bodech xj = jh pomoćı implicitńı Eulerovy metody.
Určete jaká podmı́nka muśı platit pro h tak, aby platilo |Y (j)| ≤ |Y (0)| pro j ≥ 0.

i) Jak se podmı́nka (pro λh) z části b) nebo c) změńı v př́ıpadě, že vlastńı č́ıslo λ a vlastńı vektor u
budou komplexńı, Reλ < 0? Zakreslete oblasti v komplexńı rovině, v kterých č́ıslo z = λh muśı v
těchto př́ıpadech ležet.
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3.3 xC3 Eulerova metoda - Jan̊u

Semestrálńı práce C– 3 a) Popǐste explicitńı a implicitńı Eulerovu metodu. Jakého řádu přesnosti
jsou?

b) Spoč́ıtejte přesná řešeńı

a) y′ = 1, y(0) = D > 0,

b) y′ = y, y(0) = D > 0,

c) y′ = −4y, y(0) = D > 0,
∗d) y′ = y(1− y), y(0) = 0.05.

c) Užijte explicitńı a implicitńı Eulerovu metodu s krokem h = 0.1 a určete přibližné řešeńı úlohy Y j v
bodech xj = jh pro j = 1, 2, 3 . . . 10 . . . n. Vykreslete je do jednoho obrázku s přesnými. Byl krok h
zvolen dobře?
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3.4 xC4 Collatzova metoda - Jiroudová

Semestrálńı práce C– 4 a) Č́ım se lǐśı Collatzova metoda a explicitńı Eulerova metoda? (Popǐste Col-
latze a pak shrňte rozd́ıly).

b) Je dána Cauchyova úloha
y′ = 100y(1− y), y(0) = 0.5

c) Ověřte, zda a v jaké oblasti má daná úloha má právě jedno řešeńı.

d) Ukažte, že pro řešeńı dané úlohy plat́ı 0 ≤ y(x) ≤ 1 pro x ∈ (−∞,∞).

e) Volte h = 0.1 a určete přibližné řešeńı y(1.0) explicitńı Eulerovou metodou.

f) Volte h = 0.1 a určete přibližné řešeńı y(1.0) Collatzovou metodou.
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3.5 xC5 Oscilátor - Krubner

Semestrálńı práce C– 5 a) Zapǐste vzorce pro Collatzovu metodu a metodu Runge-Kutta 4. řádu.

b) Transformujte soustavu obyčejnou diferenciálńı rovnici 2. řádu na soustavu 1.̌rádu

mẍ+ dẋ+ kx =
1

10t+ 1
sin(50πt), x(0) = 0.05, ẋ(0) = 0,

kde m = 0.1, k = 4.2. Tato rovnice popisuje výchylku mechanického oscilátoru x(t).

c) Určete obecný fundamentálńı systém řešeńı homogenńı rovnice a speciálně určete frekvenci jeho kmit̊u
pro netlumený př́ıpad (d = 0).

d) Pro d = 0.001 určete přibližně kořeny charakteristické rovnice. Na základě výsledk̊u z předchoźıho
bodu a kořen̊u charakteristické rovnice rozhodněte, zda volba kroku h = 0.2 je vhodná pro Eulerovu
explicitńı metodu.

e) Volte krok h vhodně a užijte Collatzovu metodu pro určeńı hodnot řešeńı tlumené nehomogenńı rovnice
v intervalu [0, 3]. Vykreslete řešeńı.

Bonus) Volte krok h vhodně a užijte RK4 pro určeńı hodnot řešeńı v intervalu [0, 3]. Vykreslete řešeńı.
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3.6 xC6 Kyvadlo - Kalombo

Semestrálńı práce C– 6 a) Zapǐste vzorce pro Collatzovu metodu a metodu Runge-Kutta 4. řádu.

b) Transformujte soustavu obyčejnou diferenciálńı rovnici 2. řádu na soustavu 1.̌rádu

ϕ̈+
g

l
sinϕ = 0, ϕ(0) =

π

3
, ϕ̇ = 0.

která popisuje kmity fyzikálńıho kyvadla (g = 9.81, l = 50).

c) Volte krok h = 0.01. Užijte explicitńı Eulerovu metodu a určete přibližnou hodnotu ϕ v čase t = 0.1.

d) Na základě odhadu vlastńı frekvence dané rovnice rozhodněte, zda je volba kroku h pro danou rovnici
vhodná?

e) Zvolte krok h vhodně. Nalezněte přibližné řešeńı s krokem h v intervalu < 0, 5 >. Užijte Collat-
zovu metodu nebo RK4. Výsledné hodnoty zobrazte př́ıkazem plot a srovnejte s explicitńı Eulerovou
metodou.

f) Řešte numericky linearizovnou rovnici sinϕ ≈ ϕ, tzv. rovnici matematického kyvadla. Volte krok
h = 0.01. Užijte explicitńı Eulerovu metodu a určete přibližnou hodnotu ϕ v čase t = 0.1.

g) Vyřešte totéž metodou RK4 nebo Collatzem a srovnejte s explicitńı Eulerovou metodou.

h) Srovnejte výsledky metod vyšš́ıho řádu pro linearizovanou rovnici (sinϕ ≈ α) a rovnici fyzikálńıho
kyvadla.
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3.7 xC7 Kř́ıdlo letadla - Přibyl

Semestrálńı práce C– 7 Uvažujme tuhé (rovinné) těleso o hmotnostim = 0.2, momentu setrvačnosti
Iα = 0.001 a statickém momentu Sα = me, e = 0.0001 (vše vztaženo k ose rotace). Tuhosti pružin
jsou dány kh = 0.105, kα = 103. Deformace (pohyb) tělesa je popsána pomoćı rotace α a výchylky h
rovnićı(

m Sα
Sα Iα

)(
ḧ
α̈

)
+

(
kh 0
0 kα

)(
h
α

)
=

(
0.05 sin(100πt)

0

)
,

h(0) = 0.01, ḣ(0) = 0,
α(0) = 0.01, α̇(0) = 0,

a) Užijte explicitńı Eulerovu metodu s krokem τ = 0.01 a určete přibližnou hodnotu natočeńı α a výchylky
h v čase t = 0.01. (Pozn. Pozor na výpočet hodnot funkce sinus, argument udáván v rad).

b) Zopakujte totéž pomoćı Collatzovy metody, α(0.01), h(0.01) ≈?.

c) Nalezněte přibližné řešeńı Collatzovou metodou (nebo RK4) s krokem τ = 0.001 v intervalu < 0, 5 >.

Bonus) Volte polovičńı krok τ/2 a srovnejte výsledky. Grafy řešeńı zobrazte.
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3.8 xC8 Volný pád - Kolouch

Semestrálńı práce C– 8 a) Zapǐste vzorce pro Collatzovu metodu a metodu Runge-Kutta 4. řádu.

b) Transformujte soustavu obyčejnou diferenciálńı rovnici 2. řádu na soustavu 1.̌rádu

mẍ = −kẋ
√
ẋ2 + ẏ2, mÿ = −mg − kẏ

√
ẋ2 + ẏ2, x(0) = 0, ẋ(0) = A, y(0) = 0, ẏ(0) = 4,

kde m = 0.1, g = 9.81. Tato soustava ODR popisuje poloha hmotného bodu ([x(t), y(t)]) o hmotnosti
m v rovinném gravitačńım poli s koeficientem odporu prostřed́ı k = 0.01.

c) Pro A = 0 volte krok h = 0.05. Užijte explicitńı Eulerovu metodu a určete přibližnou polohu hmotného
bodu v čase t = 0.1.

d) Pro A = 0 volte krok h = 0.05, užijte Collatzovu metodu a určete přibližnou polohu hmotného bodu
v čase t = 0.1.

e) Volte A = 3. Určete přibližně čas, mı́sto a rychlost dopadu pomoćı Collatzovy metody. Nakreslete
trajektorii.
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3.9 xC9 Okrajová úloha - Špaček

Semestrálńı práce C– 9 Je dána Dirichletova okrajová úloha pro obyčejnou diferenciálńı rovnici v samoad-
jungovaném tvaru

−(p(x)y′)′ + q(x)y = f(x) y(a) = A, y(b) = B.

a) Zapǐste podmı́nky, které jsou postačuj́ıćı pro existenci a jednoznačnost řešeńı této okrajové úlohy.

b) Užit́ım Taylorova rozvoje určete koeficienty α, β, δ a neznámou funkci η(x∗, h) tak aby platilo

g(x∗ + h)− g(x∗ − h) = αhg′(x∗) + βh2g′′(x∗) + η(x∗, h)hδ

c) Užit́ım Taylorova rozvoje ukažte, že (uved’te za jakých předpoklad̊u na funkci g)

g(x∗ + h)− 2g(x∗) + g(x∗ − h) = h2g′′(x∗) +O(h4).

d) Odvod’te náhradu v uzlu x = xi výrazu −(p(x)y′)′ a určete jaké chyby se dopust́ıte.

−(p(x)y′)′|x=xi ≈

e) Odvod’te náhradu rovnice v uzlu x = xi.

−(p(x)y′)′ + q(x)y = f(x).

Je dána Dirichletova okrajová úloha

−y′′ =
1

1 + x2
, y(−4) = −3, y(4) = 2.

f) Volte krok h = 0.2, sestavte soustavu rovnic a nalezněte přibližné řešeńı.

g) Volte krok h = 0.1, sestavte soustavu rovnic a nalezněte přibližné řešeńı.

h) Volte krok h = 0.05, sestavte soustavu rovnic a nalezněte přibližné řešeńı.

i) Volte krok h = 0.005, sestavte soustavu rovnic a nalezněte přibližné řešeńı.

j) Srovnejte předchoźı řešeńı s řešeńım přesným. Zobrazte chybu.
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3.10 xC10* RK metody - Sieratovský

Semestrálńı práce C– 10 a) Zapǐste Runge-Kutta metody pro 2. a 3. řád.

b) V čem se lǐśı od v́ıce-krokových metod?

c) Naprogramujte je.

d) Řešte pomoci nich rovnici y′ = x 3
√
y, y(0) = 1. Určete přibližné řešeńı úlohy y(0.5) pro zvolený krok

h = 0.1, 0.05 a 0.01.

e) Srovnejte dané výsledky s analytickým řešeńım a vykreslete.
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3.11 xC11** Metoda prediktor-korektor - Doleǰsová

Semestrálńı práce C– 11 a) Vysvětlete metodu prediktor-korektor popsanou v daľśıch zdroj́ıch, viz
např http://physics.ujep.cz/~jskvor/NME/DalsiSkripta/Numerika.pdf nebo wikipedie.

b) V čem se lǐśı od klasických RK metod?

c) Naprogramujte ji.

d) Řešte pomoci ńı rovnici y′ = x 3
√
y, y(0) = 1. Určete přibližné řešeńı úlohy ynum(0.5) pro zvolený

krok h = 0.1 a 0.01.

e) Srovnejte dané výsledky s analytickým řešeńım a vykreslete.
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3.12 C12** Řı́zeńı délky kroku

Semestrálńı práce C– 12 a) Jak odhadnout velikost chyby? Vysvětlete metodu p̊uleńı kroku. Viz např.
http://physics.ujep.cz/~jskvor/NME/DalsiSkripta/Numerika.pdf.

b) Uved’te vzoreček.

c) Naprogramujte explicitńı Eulerovu metodu s ř́ızeńım délky kroku.

d) Řešte pomoci ńı rovnici y′ = x 3
√
y, y(0) = 1. Určete přibližné řešeńı úlohy ynum(0.6) pro zvolený

počátečńı krok h = 0.2.

e) Srovnejte dané výsledky s Collatzovou metodou s h = 0.2 a také analytickým řešeńım a vykreslete je.
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3.13 xC13* Řád konvergence - Vacek

Semestrálńı práce C– 13 a) Je zadána rovnice y′ = x 3
√
y, y(0) = 1. Spoč́ıtejte analytické řešeńı.

b) Naprogramujte metody: explicitńı Euler, Collatz (a př́ıpadně RK3). Nejlépe jako samostatné funkce,
kterým předáte funkci pravé strany, počátečńı podmı́nku, časový krok a konečný čas, tj. např. EEuler(@(x,y)
cos(x)+5*y, y0, h, T).

c) Určete přibližné řešeńı úlohy ynum(0.5) pomoćı Eulerovy a Collatzovy metody s použit́ım krok̊u h =
0.1, 0.05, 0.025 a 0.0125.

d) Spoč́ıtejte relativńı chybu podle vzorečku při zvoleném kroku h jako

Eh =
|ynum,h(0.5)− y(0.5)|

|y(0.5)|
,

kde y(x) znač́ı analytické řešeńı. Následně určete experimentálńı řád konvergence α

α =
log
(
Eh1

Eh2

)
log
(
h1
h2

)
kde Eh označuje velikost chyby při použit́ı kroku h.

e) Spoč́ıtejte α mezi h1 a h2, h2 a h3 a pak mezi h3 a h4 pro obě dvě naprogramované metody a vyneste
do tabulky. Shoduje se s očekávaným řádem zvolené metody?
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3.14 xC14** Newmarkova metoda - Bartoš

Semestrálńı práce C– 14 a) Popǐste Newmarkovu metodu popsanou v daľśıch zdroj́ıch, viz např. https:
//dspace.cuni.cz/bitstream/handle/20.500.11956/61344/RPTX_2011_2_11320_0_387332_0_127003.

pdf? str. 46, vztahy (3.47); nebo jinde.

b) Jaké má výhody a nevýhody?

c) Řešte pomoćı ńı bud’ úlohu mechanického oscilátoru pro neznámou výchylku x(t) ve tvaru

mẍ+ dẋ+ kx =
1

10t+ 1
sin(50πt), x(0) = 0.05, ẋ(0) = 0,

kde m = 0.1, k = 4.2, d = 0.001.

d) Vykreslete a popǐste přibližné řešeńı pro t ∈ [0, 3], udejte hodnotu všech zvolených parametr̊u, tj.
β, γ, h.
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3.15 C15* Implicitńı Eulerova metoda

Semestrálńı práce C– 15 a) Popǐste implicitńı Eulerovu metodu.

b) Jaké má výhody a nevýhody?

c) Řešte pomoćı ńı bud’ úlohu
y′ = e−x − y2, y(0) = 1.

Pro vyřešeńı vzniklé diferenčńı rovnice použijte Newtonovu metodu. Volte krok h = 0.5.

d) Vykreslete a popǐste přibližné řešeńı pro x ∈ [0, 3]. Srovnejte ho řešeńı s jemněǰśım krokem h = 0.1 a
následně ještě řešeńım źıskaným pomoćı explicitńı Eulerovy metody a jemným krokem.
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4 D - Parciálńı diferenciálńı rovnice

4.1 D1 Poissonova úloha

Semestrálńı práce D– 1 Je dána Dirichletova okrajová úloha pro Poissonovu rovnici

−4u = f v oblasti Ω.

a) Uved’te o jaký typ rovnice se jedná a pomoćı parciálńıch derivaćı rozepǐste symbol 4u.

b) Zapǐste Dirichletovu okrajovou podmı́nku.

c) Vysvětlete princip metody śıt́ı.

d) Vysvětlete pojem regulárńı, neregulárńı a hraničńı uzel śıtě.

e) Jak nahrad́ıte y′(xi) tak, aby aproximace byla 2.̌rádu přesnosti?

f) Jak nahrad́ıte y′′(xi) tak, aby aproximace byla 2.̌rádu přesnosti?

g) Zapǐste, jak se v regulárńım uzlu Pi,j = [xi, yj ] nahrad́ı parciálńı derivace uvedené v části a). Odvod’te
rovnici pro náhradu dané Poissonovy rovnice metodou śıt́ı v regulárńım uzlu Pi,j .

h) Odvod’te náhradu v neregulárńım uzlu Q pomoćı lineárńı interpolace.

Je dána Dirichletova úloha
−∆u = sin(πx) sin(πy)

v oblasti Ω =< 0, 1 >2 s okrajovou podmı́nkou u(x, y) = xy na hranici ∂Ω.

a) Volte h = 1
n+1 pro n = 10, 40, 160.

b) Pomoćı předchoźıch vztah̊u naprogramujte řešeńı dané Dirichletovy úlohy.

c) Vzniklou soustavu lineárńıch rovnic řešte pomoćı Gaussovy-Seidelovy iteračńı metody.

34
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4.2 xD2 Rovnice vedeńı tepla - Novák

Semestrálńı práce D– 2 Je dána smı́̌sená úloha pro rovnici vedeńı tepla (x ∈ [0, L], t ≥ 0)

∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
, u(x, 0) = ϕ(x), u(0, t) = α(t), u(L, t) = β(t).

a) Zapǐste podmı́nky souhlasu pro danou úlohu a zd̊uvodněte, proč maj́ı platit.

b) Pomoćı Taylorova rozvoje ukažte, že výraz 1
τ (U

(k+1)
i − U (k)

i ) je aproximaćı ∂u
∂t v uzlu P

(k)
i řádu O(τ)

pro u ∈ C(2)(Ω̄)

c) Pomoćı Taylorova rozvoje ukažte, že výraz 1
h2 (U

(k)
i+1−2U

(k)
i +U

(k)
i−1) je aproximaćı ∂

2u
∂x2 v uzlu P

(k)
i řádu

O(h2) pro u ∈ C(4)(Ω̄)

d) Odvod’te explicitńı schéma pro řešeńı smı́̌sené úlohy. Zapǐste podmı́nku stability schématu.

e) Odvod’te implicitńı schéma pro řešeńı smı́̌sené úlohy (jak nahrad́ıte ∂u
∂t v uzlu P

(k+1)
i ?). Zapǐste

podmı́nku stability schématu.

Je dána smı́̌sená úloha ∂u
∂t = 0.5∂

2u
∂x2 + e−t s počátečńı podmı́nkou u(x, 0) = sin(πx) pro x ∈ 〈0; 1〉,

a okrajovými podmı́nkami

u(0, t) = 0 u(1, t) = 0 pro t ≥ 0

Následně řešte explicitńım schématem v oblasti QT = (0, 1) × (0, 1) a rozhodněte, jestli je splněna
podmı́nka stability. Výsledek zobrazte.

• Volte krok h = 0.2 a τ = 0.05.

• Volte krok h = 0.2 a τ = 0.025.

• Volte krok h = 0.1 a τ = 0.01.

• Volte krok h = 0.05 a τ = 0.01.

f) Pro volbu h = 0.2 a τ = 0.025 řešte implicitńım schematem.
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4.3 D3 Vlnová rovnice

Semestrálńı práce D– 3 a) Zapǐste podmı́nky souhlasu pro smı́̌senou úlohu

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
+ f(x, t) v oblasti QT = (a; b)× (0;∞)

u(x, 0) = ϕ(x) ,
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x) pro x ∈ 〈a; b〉

u(a, t) = α(t) , u(b, t) = β(t) pro t ∈ 〈0;∞)

b) Užijte počátečńı podmı́nky, Taylor̊uv rozvoj a určete hodnoty přibližných řešeńı na prvńı časové vrstvě.
Členy druhého a vyšš́ıch řád̊u zanedbejte.

c) Odvod’te soustavu śıt’ových rovnic pro určeńı přibližných hodnot řešeńı (k+1)-ńı časové vrstvě (k ≥ 1)
explicitńı metodou.

d) Odvod’te soustavu śıt’ových rovnic pro určeńı přibližných hodnot řešeńı (k+1)-ńı časové vrstvě (k ≥ 1)
implicitńı metodou.

Je dána smı́̌sená úloha ∂2u
∂t2 = 4∂

2u
∂x2 + e−t s počátečńı podmı́nkou u(x, 0) = sin(πx), ut(x, 0) = 0 pro

x ∈ 〈0; 1〉, a okrajovými podmı́nkami

u(0, t) = 0 u(1, t) = 0 pro t ≥ 0

Následně řešte explicitńım schématem v oblasti QT = (0, 1) × (0, 1) a rozhodněte, jestli je splněna
podmı́nka stability. Výsledek zobrazte.

• Volte krok h = 0.05 a τ = 0.05.

• Volte krok h = 0.05 a τ = 0.025.

• Volte krok h = 0.01 a τ = 0.01.

• Volte krok h = 0.01 a τ = 0.004.

e) Pro volbu h = 0.05 a τ = 0.025 řešte schematem implicitńım.
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