Zadani semestralni prace 24. kvétna 2019
Predmluva

Cilem semestralni prace je vyzkouset si zvolenou metodu naprogramovat v Matlabu, na coz bude kladen
vétsi duraz, ikdyz bez znalosti teoretickych otadzek lze dané metody tézko naprogramovat. Odevzdand prace
by se méla skladat z:

e popisu problému
e popisu metody FesSeni
e vysledku - nejlépe graf s popisky

e zAvéru s komentafem ziskanych vysledku, zajimavych postiehtu ¢ posouzenim vhodnosti zvolené
metody.

e piilohy se skriptem v Matlabu

Odevzdani je mozné osobné na samostatném, podepsaném papife s pfipravenym skriptem k nahlédnuti; nebo
emailem, ke kterému ptilozite vytvoreny skript v Matlabu.

PS. Ukoly, které jsem vymyslel sém, jsou znacené * a **. Jedna hvézditka znamens vesmés témata ze
skript nepokrytéa cvi¢enimi, dvé hvézdicky pak rozsifeni nad ramec probirané latky. Toto bych doporucil
hlavné zdjemcum o dalsi studium u nas na katedie matematiky. Pokud jste nenasli to, co by Vés zajimalo,
rozhodné se ale nebranim doplnéni :).

PPS. Prosim o dodrzovani néjaké stabni kultury v matlabich skriptech, tj. rozumné znaceni proménnych,
komentafte, co kterd znamena a odsazeni pro piehlednost kédu.

PPPS. Vesmeés se jedna o piiklady na Matlab ze Sbirky tdloh. Proto jestli nevite, jak zacit, vyplati se zacit
kontrolou stranek predmétu = Prakticka cviceni v Matlabu.
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1 A - Soustavy linearnich rovnic

1.1

xA1l Podminénost matice - CE

Semestralni prace A—1  a) Definujte pozitivné definitn{ matice.

b)

c)

Bonus 1)

Bonus 2)

Uved'te jak je definovén pojem podminnénosti matice obecné matice A. Jak lze zjednodusit pro sy-
metrickou matici?

Jsou dany matice a vektory pravych stran

(2 1 (1001 -1 _( -01 - i
A‘<1 2 ) B‘( -1 1.001) b_< 0.1 ) g = b+(10 )X(

Rozhodnéte, zda matice A a B jsou ODD nebo SPD ?

— =
N—
Il
N

Spoctéte ¢islo podminénnosti £ = A\paz/Amin Pro matice A a B.

Spoctete feseni soustavy rovnic Ax; = b, Axy =g, Bxs = b a Bx, = g. Srovnejte rozdil b — g oproti
X1 — X9 respektive x3 — x4. Jak ho lze vysvétlit?

Zakreslete mnozinu M = {y € R? : y = Ax,||x|2 < 1} (bez a s uzitim MATLABu). Ndvod: Pro
priblizné vyjadieni uzijte bazi slozenou z normovanych vlastnich vektori matice A, tj x = ayuy +asus,
|lu;|| = 1. Vyjadiete vektor Ax v souradném systému vlastnich vektoru matice A, tj. Ax = f1u;+f2us.
Ukazte, jakd nerovnost plati pro ;.

MATLAB: Uzijte polarni soufadnice pro parametrizaci jednotkové kruznice, ndsobeni matici A a uzijte
piikaz plot.

Zakreslete mnozinu M; = {y € R? 1 y = Bx, ||x[|2 < 1}.

—0.09999
0.10001

)
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1.2

xA2 Spektralni polomér - Ryska

Semestralni prace A— 2  a) Zapiste, jak je definovdna fadkovd, sloupcovd a Euklidovskd norma vektoru

b)

c)
d)

Zapiste, jak je definovana fadkova, sloupcova a Frobeniova norma matice.
Zapiste jaky vztah je mezi ptisluSnou vektorovou a maticovou normou.

Uved'te definici pojmu vlastni éislo a vlastni vektor matice. Uved'te definici spektralniho poloméru
matice.

Je dana matice A € R™*" (n = 10,50, 100)

2 -1 0 0

-1 2 -1 0 0
A =

0 0o -1 2 -1

0 0 -1 2

Uréete fadkovou, sloupcovou i Frobeniovu normu dané matice. Urcete vSechna vlastni ¢isla a vlastni
vektory. Spoctéte spektralni polomeér.

Rozhodnéte zda dand matice je ODD nebo SPD. Zduvodnéte.

Pitkazem eig urcete vlastni vektory matice. Vyberte vlastni vektory piislusné 2 nejvétsim a 2 nej-
mensim vlastnim éislum dané matice. Pro tyto vektory u = (u;) zobrazte jejich slozky jako graf [i,u;],
tj. napi. pfikazem plot(u).

Spoctéte ¢islo podminénnosti kK(A) = A\pas/Amin-
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1.3

xA3 Spektralni polomér - Pavlik

Semestralni prace A— 3  a) Zapiste, jak je definovdna fadkovd, sloupcovd a Euklidovskd norma vektoru

=

¢

d

e

)
)
)
)

Zapiste, jak je definovana fadkova, sloupcova a Frobeniova norma matice.
Zapiste jaky vztah je mezi ptisluSnou vektorovou a maticovou normou.
Uved'te Sylvestrovo kritérium uzivané pro symetrické matice pii ovéfeni pozitivni definitnosti.

Je dédna matice A € R"*" kde (n = m?, m = 5,20) jako blokové ti{diagondlni matice (E,B €
Rmxm)

B -E 0 0 4 -1 0 0

E B -E 0 .. 0 1 4 -1 0 ... 0
A= R , kde B =

0O .. 0 -E B -E 0 ... 0 -1 4 -1

o .. ... 0 -E B 0 ... .. 0 -1 4

Urcete tadkovou, sloupcovou i Frobeniovu normu dané matice.
Rozhodnéte zda dand matice je ODD nebo SPD. Zduvodnéte.
Urcete vSechna vlastni ¢isla a vlastni vektory. Spoctéte spektralni polomér.

Piikazem eig urcete vlastni vektory matice. Vyberte vlastni vektory piislusné nejvétsimu a nejmensimu
vlastnimu ¢islu dané matice. Pro tyto vektory u = (u;) zobrazte jejich slozky jako graf [i,u;], tj. napt.
piikazem plot (u).

Spoctéte ¢islo podminénnosti £(A) = Anax/Amin-
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1.4

xA4 Maticové normy - Kurka

Semestralni prace A— 4 Je dana soustava ve tvaru X = UX + V.

a)
b)
c)
d)

)

e

Zapiste, jak je definovan spektralni polomér matice U.

Jak se pocitaji aproximace feSeni pomoci prosté iteraé¢ni metody?

Definujte, co znamend, ze prosté iteraéni metoda je pro danou soustavu rovnic konvergentni!

Jaka je nutna a postacujici podminka konvergence této metody?

Uved'te v jakém pifpadé neni metoda konvergentni.

Je dana matice typu n x n (n = 10,100, 500)

0 -3 0 ... 0
_1 ~_1 9 0

2 2 :

U= T
0 0 -4 0 -3

0 =

Urcete fadkovou, sloupcovou i Frobeniovu normu dané matice. Urcete vSechna vlastni ¢isla a vlastni

vektory. Spoctéte spektralni polomeér.

Rozhodnéte zda dana matice je ODD nebo SPD.

Uzijte vzorce pro odhad chyby pro prostou itera¢ni metodu ze Skript a odhadnéte kolik je potieba
iteraci prosté iteraéni metody pro dosazeni piesnosti € = 107° pro zadané matice U. V odhadu misto
normy uzijte spektralni polomér, a uvazte uvodni velikost chyby [|e?| = [Ju® — u°|| = 1.

Vyfeste soustavu AT = l_;, kde je zdddno A = 2(E — U) pomoc{ metody prosté iterace, tj. vyuzijte
vzorecek ¥ = ¥ + w(b — AZ) a upravte danou soustavu do tvaru Z¥t! = V¥ + §. Zvolte w = 2 a
spocitejte, cemu se rovna V' a ¢. Pak proved'te k iterac, tj. pocet, ktery jste ziskali v bodé h) a vypiste

velikost rezidua rez = ||b — AZ¥|| napf. v Eukleidovské normé.
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1.5

xAb5 Maticové normy - Vrba

Semestralni prace A— 5 Je déana soustava ve tvaru X = UX + V.

a

=

¢

)
)
)
d)
)

e

Zapiste, jak je definovan spektralni polomér matice U.

Jak se pocitaji aproximace feSeni pomoci prosté iteraé¢ni metody?

Definujte, co znamend, ze prosté iteraéni metoda je pro danou soustavu rovnic konvergentni!
Jaka je nutna a postacujici podminka konvergence této metody?

Je dédna matice U € R"*", kde (n = m?, m = 10,100) jako blokové tiidiagondlni matice (E, B €
Rmxm)

B -iE 0 0 0o -1 o0 0
-iE B -iE 0 0 -3 -3 0 0
U= T , kde B =
0 0 -iE B -iE o ... 0 -+ o -1
0 0 -iE B 0 ... .. -1

Uréete fadkovou, sloupcovou i Frobeniovu normu dané matice. Urcete vSechna vlastni ¢isla a vlastni
vektory. Spoctéte spektralni polomeér.

Rozhodnéte zda dand matice je ODD nebo SPD. Zduvodnéte.

Piikazem eig urcete vlastni vektory matice. Vyberte vlastni vektory piislusné nejvétsimu a nejmensimu
vlastnimu ¢islu dané matice. Pro tyto vektory u = (u;) zobrazte jejich slozky jako graf [4, u;], tj. napf.
pitkazem plot (u).

Spoctéte ¢islo podminénnosti £(U) = |Amaz|/|Amin| (Plati pro sym. matice).
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1.6

xA6 Gauss-Seidel - Pucik

Semestralni prace A— 6 a) Jakym iteraénim postupem se pocitaji aproximace feSeni{ dané soustavy

b)

rovnic pomoci Jacobiho itera¢ni metody?

Jakym itera¢nim postupem se pocitaji aproximace feSeni dané soustavy rovnic pomoci Gaussovy-
Seidelovy iteraéni metody?

Uved'te jaké vlastnosti matice A jsou postacujici k tomu, aby byla Jacobiova iteraéni metoda konver-
gentni.

Uved'te jaké vlastnosti matice A jsou postacujici k tomu, aby byla Gaussova-Seidelova iteraéni metoda
konvergentni.

Jaka je nutnd a postacujici podminka konvergence Jacobiovy metody?
Jaka je nutnd a postacujici podminka konvergence Gaussovy-Seidelovy metody?

Je dana soustava linedrnich rovnic tvaru Ax = b, kde

1 2 =2 1 5 3 4 1
HA=[1 1 1 |,b={(11], nebo (i)A=| 3 6 4 |,b=| -1 |,
2 2 1 1 4 4 5 -1

Oveérte, zda pro danou matici A je Gauss-Seidelova iteraé¢ni metoda konvergetni.
Ovérte, zda pro danou matici A je Jacobiova iteracni metoda konvergetni.

Pro oba ptipady spocitejte pomoci vlastniho programu v MATLABu a vypiste feSeni pii zadané toler-
anci € = 1075, Kolik iteraci bylo potieba pro dosazeni zadané piesnosti?
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1.7

xA7 Gauss-Seidel - Priklopil

Semestralni prace A— 7 a) Jakym iteraénim postupem se pocitaji aproximace feSeni dané soustavy

b)

rovnic pomoci Jacobiho itera¢ni metody?

Jakym itera¢nim postupem se pocitaji aproximace feSeni dané soustavy rovnic pomoci Gaussovy-
Seidelovy iteraéni metody?

Uved'te jaké vlastnosti matice A jsou postacujici k tomu, aby byla Jacobiova iteraéni metoda konver-
gentni.

Uved'te jaké vlastnosti matice A jsou postacujici k tomu, aby byla Gaussova-Seidelova iteraéni metoda
konvergentni.

Jaka je nutnd a postacujici podminka konvergence Jacobiovy metody?
Jaka je nutnd a postacujici podminka konvergence Gaussovy-Seidelovy metody?

Je dana matice typu n x n (n = 10, 100, 1000)

2 -1 0 0

-1 2 -1 0 0
A:

0 0o -1 2 -1

0 0 -1 2

Rozhodnéte, zda pro danou matici je Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda konvergentni.
Rozhodnéte, zda pro danou matici je Jacobiova itera¢ni metoda konvergentni.

Volte b = (1,...,1)”. Reste soustavu rovnic s matici A pomoci Jacobiova iteraéni metody. Spoctéte
n iteraci a urcete reziduum.

Proved'te totéZ uZitim Gaussovy-Seidelovy iteraéni metody. Srovnejte rychlost konvergence.
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1.8

xA8 Gauss-Seidel - Cynyburk

Semestralni prace A— 8 a) Jakym iteraénim postupem se pocitaji aproximace feseni dané soustavy

b)

rovnic pomoci Jacobiho itera¢ni metody?

Jakym itera¢nim postupem se pocitaji aproximace feSeni dané soustavy rovnic pomoci Gaussovy-
Seidelovy iteraéni metody?

Uved'te jaké vlastnosti matice A jsou postacujici k tomu, aby byla Jacobiova iteraéni metoda konver-
gentni.

Uved'te jaké vlastnosti matice A jsou postacujici k tomu, aby byla Gaussova-Seidelova iteraéni metoda
konvergentni.

Jaka je nutnd a postacujici podminka konvergence Jacobiovy metody?
Jaka je nutnd a postacujici podminka konvergence Gaussovy-Seidelovy metody?

Je ddna matice A € R"™™" kde (n = m?, m = 5,50) jako blokové tiidiagondln{ matice (E, B €
Rme)

B -E 0 0 4 -1 0 .0
-E B -E 0 .. 0 1 4 -1 0 ... 0
A= o . kde B =
0 .. 0 -E B -E 0 ... 0 -1 4 -1
o .. .. 0 -E B 0 ... ... 0 -1 4

Rozhodnéte, zda pro danou matici je Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda konvergentni.
Rozhodnéte, zda pro danou matici je Jacobiova itera¢ni metoda konvergentni.

Volte b = (1,...,1)”. Reste soustavu rovnic s matici A pomoci Jacobiova iteraéni metody. Spoctéte
1000 iteraci a urcete reziduum.
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1.9 A9** Ridké matice
Semestralni prace A— 9 1. Vysvétlete, co je to tidka matice.
2. Jak se takova matice uklad4, uved'te alespoii jeden format uloZeni, napi. Matrix Market.

3. Jako ptiklad vezméte néasledujici matici:
Je ddna matice A € R™*", kde (n = 10,100, 1000), jako ti{diagonalni matice

2 -1 0 ... 0

-1 2 -1 0 0
A:

0 o -1 2 -1

0 0 -1 2

4. Pomoci piikazu whos urcete velikost spotfebované paméti pro ulozeni v fidkém a plném formaétu.
5. Zobrazte strukturu matice, pitkaz spy.
Jak 1ze matici ulozit na disk, tj. vypsat?

Spocitejte 10 nejvétsich vlastnich ¢isel.

© N>

Pomoci Gaussovy-Seidelovy iteraénf metody spocitejte feseni Ax = b, kde b = (1...1)T a zobrazte ho.
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1.10 A10* Superrelaxaéni metoda

Semestralni prace A— 10 1. Rozepiste vztahy pro Jacobiho a Gaussovu-Seidelovu metodu.
2. Co je superrelaxa¢ni metoda? Jak spocitat dalsi iteraci pfiblizného feSeni?
3. Jak volit parameter relaxace?

4. Reste soustavu Az = b, kde b= (1...1)7 a matice A € R"*", kde (n = 10,100, 1000), je t¥idiagondlni

matice
2 -1 0 0
-1 2 -1 0 0
A =
0 o -1 2 -1
0 0o -1 2

5. Srovnejte rychlost konvergence vici GS a v zavislosti na parametru relaxace.
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1.11 A11** Konjugované gradienty

Semestralni prace A— 11 1. Vysvétlete myslenku metody konjugovanych gradientu.

2.
3.

Zapiste kroky algoritmu a naprogramujte ho.

Reste soustavu Az = b, kde b= (1...1)T a matice A € R™*", kde (n = 10,100, 1000), je tFidiagonalni
matice

2 -1 0 0

-1 2 -1 0 0
A =

0 0o -1 2 -1

0 0 -1 2

Vypiste feSeni, urcete pocet potiebnych iteraci a spotfebovany ¢as pomoci pitkazu tic, toc.
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1.12 A12* Srovnani iteraénich metod

Semestralni prace A— 12 1. Rozepiste vztahy pro Jacobiho a Gaussovu-Seidelovu metodu.

2. Reste soustavu Az = b, kde b= (1...1)T a matice A € R™*"™, kde (n = 100), je tiidiagonalni matice

2 -1 0 ... 0

-1 2 -1 0 0
A:

0 o -1 2 -1

0 0o -1 2

3. Srovnejte rychlosti konvergence prosté iterace, Jacobiho, GS a superrelaxaéni metody (nebo prosté
iterace pro ruzné volby parametru w viz Skripta). Nejlépe pomoci piikazu tic, toc.
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2 B - LSQ, nelinearni rovnice

2.1 xB1 Metoda nejmensich ¢tvercti - Pham

Semestralni prace B— 1 Je ddna tabulka hodnot x;,y;, 1 =1,...n.

a) Vysvétlete princip metody nejmensich ¢tvercu pii aproximaci dané tabulkou hodnot polynomem nejvyse
1. stupné.

b) Zapiste kvadratickou odchylku §%(p(x)) polynomu p(x) nejvyse prvniho stupné od dané tabulky hodnot.

¢) Uved'te jakd podminka m4 platit pro kvadratickou odchylku polynomu nejvyse 1. stupné p*(z), ktery
danou tabulku hodnot aproximuje nejlépe ve smyslu nejmensich étvercu.

d) Zduvodnéte, jak se z ¢dsti ¢) odvod{ soustava normélnich rovnic. Odvod'te soustavu normélnich rovnic
pro dany ptipad.

e) Vysvétlete princip metody nejmensich ¢tverct pii aproximaci dané tabulkou hodnot polynomem nejvyse
2. stupné. Odvod'te soustavu normdlnich rovnic pro dany piipad.

f) Odvodte soustavu normalnich rovnic pro tento piipad.

g) Sestavte soustavu normélnich rovnic pro tabulku hodnot ulozenou v dodaném souboru semestralniprace.dat
apron =1, 2, 3, 4.

h) Piikazem plot zobrazte data z tabulky hodnot, a zobrazte polynom nejlepsi aproximace.
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2.2

xB2 Newtonova metoda - Huraj

Semestralni prace B— 2 Dana rovnice

flx)=0
Zapiste rovnici tecny ke grafu funkce f(x) v bodé z,,.

Graficky zndzornéte graf funkce f(z) a te¢nu ke grafu funkce v bodé x,,. Zakreslete prusecik této tecny
s osou x (tj. y = 0), oznacte ho jako [z,41,0].

Z rovnice tecny a) vyjadiete x,11.

Uvazujme funkci
f(z) = 2° + 32% — cos(x).

Ukazte, 7ze v intervalu (0, 7) existuje alespon jeden kofen rovnice f(z) = 0. Zduvodnéte.
Naprogramujte Newtonovou itera¢ni metodu a pouzijte xo = 0.

Zkuste totéz pro xop = m (nebo jakou lepsi volbu navrhujete?) a okomentujte vysledek.
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2.3 xB3 Newtonova metoda - Boumpas

Semestralni prace B— 3 Dany rovnice

fy) =0,  glz,y)=0
a) Zapiste rovnici tecné roviny 77 ke grafu funkce f(z,y) v bodé X = (z,,,,)7.
b) Zapiste rovnici teéné roviny T3 ke grafu funkce g(z,y) v bodé X = (z,,y,)7.
c¢) Sestavte soustavu linedrnich rovnic pro spoleény prusecik P rovin z = 0 a rovin Ty, 7Ts.
)

d) Oznacme X +1) = (z(n4+1) o+ INT — P 5 5 piedchozi rovnice vyjadiete X (»+1),

e) Urcete graficky pfibliznou polohu kofenu soustavy

1
~ —10y =0, 2 + 16y* = 4.
X

f) Naprogramujte Newtonovu iteraéni metodu a spocitejte jeden z kofenu soustavy pro volbu X 0 =

(1;1)T. Kolik iteraci je potieba pii zadané piesnosti fesen{ ¢ = 10757
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24

B4* Upravena metoda nejmensich ¢tvercu

Semestralni prace B— 4 Je dana tabulka hodnot x;,y;, t =1,...n.

Ocekédvame zavislost y(x) = Ce®. Jak pouzit metodu nejmensich ¢tvercu (s polynomem 1. stupné) pro
tento pripad?

Odvod'te upravenou metodu = vypiste rovnice.
Naprogramujte ji.

Vykreslete do grafu zadané body, ziskanou interpolaci a piipad, kdy jste pouzili klasickou metodu
nejmensich ¢étvercu pro linedrni polynom.

Jako tabulku hodnot pouzijte napiiklad zdroj http://www.worldometers.info/world-population/world-
population-by-year/.

Jak se zméni chovani, kdyz si do tabulky vyberu jen data z 20. stoleti?
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3

3.1

C - Obycejné diferencialni rovnice

xC1 Eulerova metoda - Sterzik

Semestralni prace C— 1  a) Uved'te postacujici predpoklady pro existenci a jednoznaénost reseni Cauchy-

b)

o

[N

—

o @
NN N NN

=

Bonus)

ovy ulohy ' = f(z,y), y(zo) = yo.

Napiste vzorec pro Eulerovu explicitn{ metodu. Jakého rddu presnosti je? (Vyplyvd z ndhrady derivace
piibliznou diferenci a vlastnost{ Tayloruva polynomu..)

Je dana Cauchyova tloha

-0.5 20
X’< 90 05 >X, X(0) = (1,0)"

Numericky dale Feste:

Uzijte krok h = 0.1 a spoctéte aproximaci FeSeni X (0.5) pomoci explicitni Eulerovy metody.
Uzijte krok h = 0.5 a spoctéte aproximaci feSeni X (0.5) pomoci implicitni Eulerovy metody.
Uzijte krok h = 0.01 a spoctéte aproximaci feSenf na (0, 2) pomoci explicitni{ Eulerovy metody.
Uzijte krok h = 0.01 a spoctéte aproximaci feSenf na (0,2) pomoci implicitni Eulerovy metody.
Pitkazem plot zobrazte graf 1. a 2. slozky pfiblizného fesen{ z c), d).

Uzijte krok h = 0.005 a spoctéte aproximaci fesen{ na (0,2) pomoci explicitn{ Eulerovy metody.
Srovnejte s vysledkem c).

Vysledky z ¢) a d) srovnejte s piesnym FeSenim.
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3.2

C2 Eulerova metoda teorie

Semestralni prace C— 2  a) Definujte, co znamena zapis n(h) = O(hP).

b)

Ukazte, ze pro dostateéné hladkou funkei y(z) plati oba nédsledujici vztahy

—y@rom, My 4 om,

ylz+h) —y(x)
h

Upfesnéte, co v tomto pripadé znamend dostateéné hladka funkce.
Uzijte 2. vztah a odvod'te vztah pro implicitni Eulerovu metodu.

Ukazte, ze pro dostatetné hladkou funkei y(z) plati

y(z +h) —y(x)

o =/ (x + h/2) + O(h?).

Upfesnéte, co v tomto piipadé znamend dostateéné hladks funkce.

Necht A € R?*2, u € R? je vlastni vektor matice A piislusny redlnému vlastnimu éislu A < 0. Je déna

Cauchyova tloha
Y' = AY,Y(0) = u,

Urcete Feseni Cauchyovy tlohy a ukazte, ze plati |Y(z)| < |Y(0)| pro = > 0.

Je déno h > 0. Urcete aproximaci feseni Y¥) v bodech x; = jh pomoci explicitni Eulerovy metody.
Urcete jakd podminka musf platit pro h tak, aby platilo || < |[Y(©)] pro j > 0.

Je déno h > 0. Urcete aproximaci feseni Y9 v bodech xj = jh pomoci implicitni Eulerovy metody.
Uréete jaka podminka musf platit pro h tak, aby platilo Y| < Y] pro j > 0.

Jak se podminka (pro Ah) z ¢ésti b) nebo c¢) zméni v piipadé, ze vlastni ¢islo A a vlastni vektor u
budou komplexni, Re A\ < 07 Zakreslete oblasti v komplexni roviné, v kterych ¢islo z = Ah musi v
téchto ptripadech lezet.
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3.3 xC3 Eulerova metoda - Valecka

Semestralni prace C— 3
jsou?

b) Spocitejte piesna resent

54

o
NN N N

c
*d

a) Popiste explicitn{ a implicitn{ Eulerovu metodu. Jakého fadu piesnosti

ylzl’ y(0)=D>O,

v =y, y0)=D>0,

y =—4y, y(0)=D >0,
Y =y(l—y), y(0)=0.05.

c) Uzijte explicitni a implicitn{ Eulerovu metodu s krokem h = 0.1 a uréete piiblizné fesen{ tilohy Y7 v
bodech z; = jh pro j = 1,2,3...10...n. Vykreslete je do jednoho obrdzku s pfesnymi. Byl krok h

zvolen dobie?
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3.4 xC4 Collatzova metoda - Chobotsky

Semestralni prace C—4 a) Cim se lisf Collatzova metoda a explicitni Eulerova metoda? (Popiste Col-
latze a pak shrite rozdily).

b) Je ddna Cauchyova tloha
y' =100y(1-y), y(0)=05

c) Ovéfte, zda a v jaké oblasti ma dana tloha ma pravé jedno tesSeni.

)

d) Ukazte, ze pro fesen{ dané dlohy plati 0 < y(z) < 1 pro z € (—00,0).

e) Volte h = 0.1 a urcete priblizné feseni y(1.0) explicitni{ Eulerovou metodou.
)

f) Volte h = 0.1 a urcete pfiblizné feseni y(1.0) Collatzovou metodou.
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3.5 xC5 Oscilator - Herman
Semestralni prace C— 5  a) ZapiSte vzorce pro Collatzovu metodu a metodu Runge-Kutta 4. rddu.

b) Transformujte soustavu obyé¢ejnou diferencidln{ rovnici 2. fddu na soustavu 1.Fadu

mi + dt + kx =

T sin(507t), z(0) =0.05, #(0) =0,

kde m = 0.1, k = 4.2. Tato rovnice popisuje vychylku mechanického oscildtoru z(t).

c¢) Urcete obecny fundamentdln{ systém feseni homogenni rovnice a specidlné urcete frekvenci jeho kmitt
pro netlumeny piipad (d = 0).

d) Pro d = 0.001 urcete pfiblizné kofeny charakteristické rovnice. Na zdkladé vysledku z ptredchoziho
bodu a kotfentu charakteristické rovnice rozhodnéte, zda volba kroku h = 0.2 je vhodnd pro Eulerovu
explicitni metodu.

e) Volte krok h vhodné a uzijte Collatzovu metodu pro uréenf hodnot Fesen{ tlumené nehomogenni rovnice
v intervalu [0, 3]. Vykreslete feseni.

Bonus) Volte krok h vhodné a uzijte RK4 pro ur¢eni hodnot feseni v intervalu [0, 3]. Vykreslete feseni.



Zadani semestralni prace 24. kvétna 2019

3.6

C6 Kyvadlo

Semestralni prace C— 6  a) ZapiSte vzorce pro Collatzovu metodu a metodu Runge-Kutta 4. rddu.

b)

Transformujte soustavu obycejnou diferencialni rovnici 2. fadu na soustavu 1.radu

.. g . T
p+7sine=0 ¢0)=3,6=0

kterd popisuje kmity fyzikdlntho kyvadla (g = 9.81, I = 50).
Volte krok h = 0.01. Uzijte explicitni Eulerovu metodu a urcete pfibliznou hodnotu ¢ v ¢ase ¢t = 0.1.

Na zakladé odhadu vlastni frekvence dané rovnice rozhodnéte, zda je volba kroku h pro danou rovnici
vhodna?

Zvolte krok h vhodné. Naleznéte priblizné teseni s krokem h v intervalu < 0,5 >. Uzijte Collat-
zovu metodu nebo RK4. Vysledné hodnoty zobrazte ptikazem plot a srovnejte s explicitni Eulerovou
metodou.

Reste numericky linearizovnou rovnici sinp ~ ¢, tzv. rovnici matematického kyvadla. Volte krok
h = 0.01. Uzijte explicitni Eulerovu metodu a urcete ptibliznou hodnotu ¢ v ¢ase t = 0.1.

Vyfteste totéz metodou RK4 nebo Collatzem a srovnejte s explicitni Eulerovou metodou.

Srovnejte vysledky metod vyssiho fddu pro linearizovanou rovnici (sing & «) a rovnici fyzikdlniho
kyvadla.



Zadani semestralni prace 24. kvétna 2019

3.7 xC7 Kridlo letadla - Prochazka

Semestralni prace C- 7 Uvazujme tuhé (rovinné) téleso o hmotnosti m = 0.2, momentu setrvacnosti
I, = 0.001 a statickém momentu S, = me, e = 0.0001 (vSe vztazeno k ose rotace). Tuhosti pruzin
jsou dany kp = 0.105, k, = 103. Deformace (pohyb) télesa je popsdna pomoci rotace a a vychylky h
rovnici

m S h 0 h\ [ 0.05sin(1007t) h(0) = 0.01, 7(0) =0,
Sa  la o} 0 ko a ) 0 ’ a(0) =0.01, &(0) =0,
a) Uzijte explicitn{ Eulerovu metodu s krokem 7 = 0.01 a uréete pfibliznou hodnotu natoceni v a vychylky
h v ¢ase t = 0.01. (Pozn. Pozor na vypocet hodnot funkce sinus, argument uddvan v rad).
b) Zopakujte totéz pomoci Collatzovy metody, «(0.01), h(0.01) ~=7.

c¢) Naleznéte ptiblizné feseni Collatzovou metodou (nebo RK4) s krokem 7 = 0.001 v intervalu < 0,5 >.

Bonus) Volte poloviéni krok 7/2 a srovnejte vysledky. Grafy feseni zobrazte.
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3.8 xC8 Volny pad - Javorsky
Semestralni prace C— 8 a) ZapiSte vzorce pro Collatzovu metodu a metodu Runge-Kutta 4. rddu.

b) Transformujte soustavu obyé¢ejnou diferencidln{ rovnici 2. fddu na soustavu 1.Fadu

mi = —ki/i2 152, mij=-—mg—ki/E+ %, 2(0) =0, i(0) = A, y(0) =0, §(0) =4,

kde m = 0.1, g = 9.81. Tato soustava ODR popisuje poloha hmotného bodu ([z(t), y(t)]) o hmotnosti
m v rovinném gravitacnim poli s koeficientem odporu prostiedi k£ = 0.01.

¢) Pro A = 0 volte krok h = 0.05. Uzijte explicitn{ Eulerovu metodu a urcete piibliznou polohu hmotného
bodu v ¢ase t = 0.1.

d) Pro A = 0 volte krok h = 0.05, uzijte Collatzovu metodu a urcete pfibliznou polohu hmotného bodu
v case t = 0.1.

e) Volte A = 3. Urcete piiblizné ¢as, misto a rychlost dopadu pomoci Collatzovy metody. Nakreslete
trajektorii.
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3.9

C9 Okrajova uloha

Semestralni prace C— 9 Je dana Dirichletova okrajova tloha pro obyc¢ejnou diferencidlni rovnici v samoad-
jungovaném tvaru

a)
b)

—(p(@)y") +a(@)y=f(z)  yla)=Ayb) = B.

Zapiste podminky, které jsou postacujici pro existenci a jednozna¢nost feSeni této okrajové ulohy.
Uzitim Taylorova rozvoje urcete koeficienty «, 3, 6 a nezndmou funkci n(z*, h) tak aby platilo

g(x" +h) = g(z* = h) = ahg'(z*) + Bh*g" (@") + n(z*, h)R°
Uzitim Taylorova rozvoje ukazte, Ze (uvedte za jakych piredpokladi na funkci g)

g(x* +h) —2g(x*) + g(z* — h) = h2g" (z*) + O(h*).
Odvodte ndhradu v uzlu x = z; vyrazu —(p(z)y’)" a urcete jaké chyby se dopustite.
— (@)Y o=z,

Odvod’te ndhradu rovnice v uzlu = = z;.

—(p@)y) +a(z)y = f(2).

Je dana Dirichletova okrajova tloha

1" 1

= m7 y(_4) = _379(4) =2.

-y

Volte krok h = 0.2, sestavte soustavu rovnic a naleznéte pfiblizné feSeni.
Volte krok h = 0.1, sestavte soustavu rovnic a naleznéte pfiblizné feSeni.
Volte krok h = 0.05, sestavte soustavu rovnic a naleznéte priblizné feseni.
Volte krok h = 0.005, sestavte soustavu rovnic a naleznéte pifiblizné feseni.

Srovnejte predchozi feseni s feSenim presnym. Zobrazte chybu.
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3.10 C10* RK metody

Semestralni prace C— 10 a) Zapiste Runge-Kutta metody pro 2. a 3. Fad.
b) V ¢em se lis{ od vice-krokovych metod?
¢) Naprogramujte je.

d) Reste pomoci nich rovnici ' = z{/y, y(0) = 1. Uréete priblizné feseni dlohy y(0.5) pro zvoleny krok
h =0.1,0.05 a 0.01.

e) Srovnejte dané vysledky s analytickym feSenim a vykreslete.
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3.11 C11** Metoda prediktor-korektor

Semestrilni prace C— 11  a) Vysvétlete metodu prediktor-korektor.
b) V ¢em se lis{ od klasickych RK metod?
¢) Naprogramujte ji.

d) Reste pomoci ni rovnici 3 = xyy, y(0) = 1. Urcete pfiblizné feseni tlohy ypnum(0.5) pro zvoleny
krok h = 0.1 a 0.01.

e) Srovnejte dané vysledky s analytickym feSenim a vykreslete.
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3.12 C12** Rizeni délky kroku

Semestralni prace C— 12  a) Jak odhadnout velikost chyby? Vysvétlete metodu ptleni kroku.
b) Uved'te vzoreéek.
¢) Naprogramujte explicitn{ Eulerovu metodu s f{zenim délky kroku.

d) Reste pomoci ni rovnici 3 = zyy, y(0) = 1. Urcete pfiblizné feseni tlohy ynum(0.6) pro zvoleny
pocatecni krok h = 0.2.

e) Srovnejte dané vysledky s Collatzovou metodou s h = 0.2 a také analytickym FeSenim a vykreslete je.
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3.13 C13* R4d konvergence

Semestrilni prace C— 13  a) Definujte, co znamend zépis n(h) = O(h?).

Co to znamend tdd konvergence? Jak ho lze spocitat/odhadnout?
Naprogramujte metody: explicitni Euler, Collatz, RK3.

Reste pomoci nich rovnici v/ = ¢y, y(0) = 1. Urcete piiblizné feseni tlohy %,um(0.5) pro s pouzitim
kroku h = 0.1,0.05 a 0.025.

Spocitejte analytické feseni.

Do logaritmického grafu (zdvislost velikosti chyby na velikosti kroku) vyneste velikost chyby pro zvoleny
krok a to pro vSechny 3 metody. Co z négj lze vycist? Potvrzuje to teoretickou pfesnost aproximace
metody?
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3.14 C14** Newmarkova metoda

Semestralni prdace C— 14  a) Popiste Newmarkovu metodu.
b) Jaké ma vyhody a nevyhody?

¢) Reste pomoci ni bud’ tlohu mechanického oscilitoru pro nezndmou vychylku z(t) ve tvaru

mi + dt + kx =

1 . Loy
0t 1 sin(507t), z(0) =0.05, #(0) =0,

kde m = 0.1, k = 4.2, d = 0.001.

d) Vykreslete a popiste pfiblizné feseni pro t € [0, 3], udejte hodnotu vsech zvolenych parametru.
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4 D - Parcialni diferencialni rovnice

4.1

xD1 Poissonova tuloha - Bunata

Semestralni prace D— 1 Je dana Dirichletova okrajova tloha pro Poissonovu rovnici

a

=)

o

[©)

)
)
)
Q)
)
)

)

g

h)

—Au = f v oblasti €.

Uved'te o jaky typ rovnice se jedna a pomoci parcialnich derivaci rozepiste symbol Auw.
Zapiste Dirichletovu okrajovou podminku.

Vysvétlete princip metody siti.

Vysvétlete pojem regularni, neregularni a hranic¢ni uzel sité.

Jak nahradite y'(x;) tak, aby aproximace byla 2.Fddu presnosti?

Jak nahradite y”(z;) tak, aby aproximace byla 2.Fddu pfesnosti?

Zapiste, jak se v reguldrnim uzlu P; ; = [z;, y;] nahrad{ parcidln{ derivace uvedené v ¢sti a). Odvod'te
rovnici pro ndhradu dané Poissonovy rovnice metodou siti v reguldrnim uzlu F; ;.

Odvod'te ndhradu v nereguldrnim uzlu @ pomoci line4rni interpolace.
Je dana Dirichletova loha
—Au = sin(7z) sin(my)
v oblasti 2 =< 0,1 >2 s okrajovou podminkou u(z,y) = xy na hranici 9.

Volte h = -5 pro n = 10, 40, 160.

Pomoci pfedchozich vztaht naprogramujte feSeni dané Dirichletovy tlohy.

Vzniklou soustavu linedarnich rovnic feste pomoci Gaussovy-Seidelovy iterac¢ni metody.
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4.2

xD2 Rovnice vedeni tepla - Pilny

Semestrilni prace D— 2 Je ddna smiSend iloha pro rovnici vedeni tepla (z € [0, L], t > 0)

Sopot @0 =), w00 =al), u(L1)=50)

Zapiste podminky souhlasu pro danou ulohu a zduvodnéte, pro¢ maji platit.

ou

Ui(k’-i-l) _ Ui(k)) je aproximaci SV uzlu Pi(k) fadu O(r)

Pomoci Taylorova rozvoje ukazte, ze vyraz %(
pro u € C)(Q)

Pomoci Taylorova rozvoje ukazte, ze vyraz %(Ufﬂ — 2Ui(k) + Ui(f)l) je aproximaci % v uzlu Pi(k) fadu
O(h?) pro u € CW(Q)

Odvod'te explicitni schéma pro feseni smiSené tilohy. Zapiste podminku stability schématu.

Odvodte implicitni schéma pro Feseni smiSené tlohy (jak nahradite % v uzlu Pi(kﬂ)?). Zapiste

podminku stability schématu.

Je dana smiSen4 tloha % = 0.5% + et s pocateéni podminkou u(z,0) = sin(rz) pro z € (0;1),

a okrajovymi podminkami
u(0,t) =0 u(1,t) =0 prot >0

Nésledné teste explicitnim schématem v oblasti Qr = (0,1) x (0,1) a rozhodnéte, jestli je splnéna
podminka stability. Vysledek zobrazte.

Volte krok h = 0.2 a 7 = 0.05.
Volte krok h = 0.2 a 7 = 0.025.
Volte krok h = 0.1 a 7 = 0.01.
Volte krok h = 0.05 a 7 = 0.01.

Pro volbu A = 0.2 a 7 = 0.025 FeSte implicitnim schematem.
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4.3

D3 Vlnova rovnice

Semestralni prace D— 3  a) Zapiste podminky souhlasu pro smiSenou tlohu

b)

c)

% = ¢ gzz + f(x,t) v oblasti Qr = (a;b) x (0;00)
u@0) = @), M@0 =u@) proze b
w(a,t) = a(t), u(bt)=p()  prote (0;00)

UZijte poc¢ateéni podminky, Tayloruv rozvoj a urcéete hodnoty pribliznych feSeni na prvni ¢asové vrstve.
Cleny druhého a vyssich fadu zanedbejte.

Odvod’te soustavu sit’ovych rovnic pro uréeni ptibliznych hodnot feseni (k4 1)-ni ¢asové vrstve (k > 1)
explicitni metodou.

Odvod’te soustavu sit’ovych rovnic pro uréeni pfibliznych hodnot feseni (k+1)-ni ¢asové vrstve (k > 1)
implicitni metodou.

Je ddna smiSena tloha % = 4% + et s potdteéni podminkou u(z,0) = sin(mzx), us(z,0) = 0 pro
x € (0;1), a okrajovymi podminkami

u(0,t) =0 u(1,t) =0 prot >0

Nésledneé feste explicitnim schématem v oblasti Qr = (0,1) x (0,1) a rozhodnéte, jestli je splnéna
podminka stability. Vysledek zobrazte.

Volte krok h = 0.05 a 7 = 0.05.
Volte krok h = 0.05 a 7 = 0.025.
Volte krok h = 0.01 a 7 = 0.01.
Volte krok h = 0.01 a 7 = 0.004.

Pro volbu h = 0.05 a 7 = 0.025 fesSte schematem implicitnim.
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