Matematika I. J.Musil

Piiklady

Odhad vyrazt pomoci Taylorovych polynomu
Pr1.1: Vypocitejte priblizné s presnosti € nasledujici hodnoty:

el e=10"3 cos(5%), e =1073 V83, e =107°
Reseni:

Zadané hodnoty budeme priblizné pocitat pomoci Taylorova rozvoje prislusnych
funkei. Tayloruv rozvoj funkce f stupné n v bodé zg € D(f) budeme znacit:

f(n) (z0)

n!

Tl (z) = (x — 20)"

kde f®) (o) znaci k-tou derivaci funkce f v bodé xg, pricemz f(©(zy) = f(xo).
Bude-li v textu uvedena funkce f i bod xy, pak pro zkraceni zapisu budeme znacit
Tayloruv polynom pouze T, (z). Pfesnost aproximace funkéni hodnoty f(x) Taylo-

rovym polynomem n-tého stupné lze odhadnout pomoci Lagrangeova tvaru zbytku
Rn+l(x)7 kde:

F0(E)

(n+1)! ™

T/ () — f(2)| = RIS (2)] =

(x — g

kde bod & lezi mezi body x a xg.

Ze zadani ulohy vyplyva, Zze budeme muset nejdiive pomoci Lagrangeova tvaru
zbytku odhadnout jaky stupen (n) Taylorova polynomu postaci pro splnéni dané

chyby (€).

Pro e™! vyuzijeme Tayloruv rozvoj funkce f(x) = €* v bodé zg = 0. Rozvoj expo-

nencialy snadno zapiSeme rovnou pro obecny stupen polynomu 7,:

2 LUB "

X
Tn(x)=1+x+§+§+---+m

Pro Lagrangeuv tvar zbytku mame:

3
. € n+1
Rui1(z) = nt 1)':1: €€ (0,x)
Protoze
n+1) drt! T T £
FUD(E) = (€)a=e = (€")]s=e =€
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Nyni provedeme odhad zbytku v bodé z = —1 (protoze f(—1) = e~ '), tak by byla
splnéna zadand chyba:

[ (=1)] < e
e 1
(_1)n+1 S S 10—3
’ (n+1) £€(—1,0) (n+ 1!
Pomoci vypoctu zjistime, ze
1 -3

a tedy volime n + 1 =7, tj. n = 6. Aproximovand hodnota e™! je potom:

1 1 1 1 1 26
TRT(-) =5 -gt oo+ = 1
¢ oD =g =gt 5 g =7 0368

Pro cos(5°) vyuzijeme Tayloruv rozvoj funkce f(z) = cos(z) v bodé zy = 0.

—~ (=D* o
- Z (2k)! v

k=0

m= 1)

Kde | | znaéi dolni celou ¢ést cisla, tj. napriklad L5J = 2. Pro dalsi vypocty bude

nutné prevést 5 na radiany. Tedy 5° = lgoﬂ rad. Pro Lagrangeuv tvar zbytku mame:
_ (=)™ cos() amie _n
_ 5 .
Nyni odhadneme zbytek pro r = Z5:

‘Rn+1(%807r)| <e€

(_1)m+1 cos(§) (iﬂ_>(2m+2) < 1 ( 5 7T>(2m+2 <1073

| 180 5 2 2
(2m + 2) e (0.1257) (2m + 2)!

Pokud nynf zkusfme dosadit napf. n = 0,1, dostaneme m = 2] = [1| = 0 a odhad

vyjde:
1

(2-0+2)

pokud ale dosadime n = 2, dostaneme m = |2] = 1 a odhad vyjde:

(35m) ® 0 = 0.0037 > €

1

m(lsoﬂ')@ 142) _ =2.31-10" 6 < €

Pro splnéni odhadu staci tedy vzit Tayloruv polynom stupné n = 2:

52 2
P IR P

o 5
cos(5%) = COS( ) T2<180 ) = 21 2592

180
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Pro hodnotu In(1.2) vyuzijeme Tayloruv rozvoj funkce f(z) = In(1 + z) v bodé
xo = 0. Zkusme tento rozvoj odvodit pro n = 3:

f(xo) = In(1 + ) |4=s, = 0

Fao) = QU+ 2)) ooy = 1| =1
! _
f”(JTO) = (141_33) o = ﬁ - =_1
N
fWWI(U£§>m%=U%$ﬁ%:2
Taylortv polynom T3(z) je tedy:
Ts(x) = %$0+%x1+_2—!1x2+%x3:x_%2+%3

Pro Lagrangetiv tvar zbytku budeme potiebovat f®(¢):

oo (2 Y\ -6
ﬂ)“”‘(u+fﬁ)“u+£v

—6
(Te)
Ri(r) =~ ce o,
Zkusme nyni odhadnout chybu pro R4(0.2). Chceme aby, byla splnéna nésledujici

nerovnost

Tim dostaneme:

|R4(0.2)] <e=1073

Mdéme

—6
( 1 4) 0.24
|R4(0.2)] = % -0.24 < =~ =0.0004 <= 107?

£€(0,0.2)

Vidime tedy, ze Tayloruv rozvoj funkce In(1+x) staéi pro zadanou ptesnost € provést
jen do 3. fadu (n = 3). Odhad In(1.2) ziskdme dosazenim z = 0.2 do pfislusného

polynomu:

022 0.23
In(1.2) ~ 73(0.2) = 0.2 = =~ + —~ = 0.1826

nestacilo provést rozvoj pouze do 2.Fadu, nebo dokonce pouze 1.fadu (nestacilo). Z
_ (=) (e
= 1or

Toho bychom mohli vyuzit pro zépis zbytku R, 11(0.2) a nejdiive tak skutecné najit

nejmensi fad polynomu, n, pro ktery by byla splnéna zadana presnost.

tvaru derivaci funkce f lze také “uhodnout” tvar n-té derivace: f™(z)
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Pro hodnotu v/83 vyuzijeme Tayloruv rozvoj funkce +/z v bodé xo = 81 (Jelikoz
vime, ze v/81 = 3). Zkusme tento rozvoj odvodit pro n = 2:

f@o) = (@) |pmay = (B =3

1, 1 1
L \-3/4 _ Ligqy-s/a
f’(:l?o) - 4(x) |x:ac0 - 4(81) - 4 5 33
-3, . -3 _ -3
f”(ifo) = ?(l‘) 7/4|x:w0 = ﬁ(éﬂ) = 42 .37
Tayloruv polynom Ty(x) je tedy:
_3 2
3 0 TF | e L =81 (z—81)?
Bola) = gile = w4 Srle =)+ 5" (= 20) =34 —=5e= = oang
Pro Lagrangetv tvar zbytku budeme potiebovat f®)(¢):
—3-(=7), ._
o) = %(s) e
Tim dostaneme:
—3- (_7> (5)—11/4
Ry(z) = —& (z—81)° €€ (0,2)

3!

Zkusme nyni odhadnout chybu pro R3(83). Chceme aby, byla splnéna nésledujici
nerovnost
|R3(83)] <e=10"°

Mdéame

—11/4
(&~ 21 ., 21

< = >
— 43.6- 31 8503056
£€(81,83)

|Ry(83)| = |—2

Vidime, ze pro n = 2 by dané kritérium pro chybu nebylo splnéno. Musime tedy
zkusit (alesponl) n = 3. Pro Lagrangeuv tvar zbytku R,(z) budeme potiebovat

FO©):
_ =3 (=7) (1)

F) 1 (O~
Zbytek tedy je:
—3- (_7) ) <_11) (f)_15/4
4
Ri(x) = T (x—81)' e (0.)
Pro odhad nyni méme:
5 (=T (1)
1 (&) \ 231,
£€(81,83)
231 4 231

) L —— N | =106
4424 305 5509980288 =€

e=10"6



Matematika I. J.Musil

Pro zadanou pfesnost je tedy tfeba udélat Tayloruv rozvoj do 3.fadu. Ten ziskame

pri¢tenim ¢lenu %(w —81)3 k Ty(x):

r—81 (z-81)2 =2F0(s1)~"A

T = 4 _ 13
3(#) =3+ 5 93328 3] (v = 81%
_3+x—81_(x—81)2 7(x — 81)°
- 108 23328 | 22674316

Odhad v/83 potom ziskdme dosazenim x = 83 do polynomu T3(x):

s 2 4 7-8
V83~ T3(83) =3+ — —
3(83) * 108 23328 * 22674816

= 3.0183495

Pozn. Hodnota spoctend vyssimy fddy aproximace vyjde v/83 = 3.018349479
(pro 9 platnych desetinnych mist).



