
Matematika I. 8/11/2019

Domáćı úkol č. 3

Př́ıklady

1. (5 bod̊u)
Najděte vlastńı č́ısla a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory následuj́ıćıch matic:

A =

 0 2 1
−2 0 3
−1 −3 0

 B =

0 0 1
0 1 0
1 0 0


2. (5 bod̊u)
Vypoč́ıtejte následuj́ıćı limity posloupnost́ı reálných č́ısel (i s postupem):
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Hint: V posledńı limitě využijte vztahu: A−B = A2−B2

A+B

BONUS (4 body)
Jako Fibonacciho posloupnost se v matematice označuje posloupnost reálných č́ısel
daná tzv. rekurzivńım vzorcem:

n ∈ N, {an}∞n=1 : an+1 = an + an−1 kde a0 = a1 = 1

Tedy každý prvek posloupnosti je dán součtem dvou předchoźıch prvk̊u
(1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 35, ...).

Výše zmı́něný rekurzivńı vzorec lze zapsat i maticově:(
1 1
1 0

)(
an
an−1

)
=

(
an+1

an

)
Pokud nyńı aplikujeme rekurzivńı vzorec v maticové podobě n−krát na počátečńı
prvky a0, a1 dostaneme:(
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tj.

(
1 1
1 0

)n(
1
1

)
=
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an

)
(*)

Otázkou je nyńı, jak efektivně umocnit matici ( 1 1
1 0 ) na n−tou?
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Mocněńı matic lze efektivně provést pomoćı vlastńıch č́ısel a př́ıslušných vlastńıch
vektor̊u. Pokud pro danou matici Am×m,m ∈ N nalezneme m vlastńıch č́ısel a
př́ıslušných vl. vektor̊u, pak máme m rovnic:

A~v1 = λ1~v1

A~v2 = λ2~v2

...

A~vm = λm~vm

Tyto rovnice lze zapsat i v maticové podobě (můžete si zkusit např. pro matici typu
2× 2 pro některý z př́ıklad̊u ve skriptech):

AR = RD

kde R = (~v1|~v2|...|~vm) je matice sestavená ze vlastńıch vektor̊u (ve sloupćıch) a
D = diag(λ1, λ2, ..., λm) je diagonálńı matice sestavená z vl. č́ısel. (vl. č́ısla jsou
na hlavńı diagonále, mimo diagonálu jsou nuly). Vlastńı vektory jsou určeny až na
násobek libovolým p ∈ C, |p| 6= 0, takže do sloupc̊u matice R je možné dát libovolné,
nenulové násobky vl. vektor̊u (stejné vektory ale pak muśıme použ́ıt i pro výpočet
R−1)!

Pokud výše uvedený vztah přeṕı̌seme, dostaneme:

AR = RD =⇒ A = RDR−1

Pokud nyńı umocńıme matici A na n−tou, máme:

An = RDR−1RDR−1 · · ·RDR−1︸ ︷︷ ︸
n−krát

= RDnR−1

jelikož se matice RR−1 vždy “zkrát́ı”. Výhodou je tedy, že se mocněńı p̊uvodńı
matice A “převede” na mocněńı diagonálńı matice D, což je snadné, stač́ı umocnit
každý prvek na diagonále.

V našem př́ıpadě, pro matici A2×2 se dvěma vlastńımi č́ısly a př́ıslušnými vl.
vektory máme:

An =
(
~v1|~v2

)(λ1 0
0 λ2

)n (
~v1|~v2

)−1

=
(
~v1|~v2

)((λ1)n 0
0 (λ2)n

)(
~v1|~v2

)−1

—————————
Vaš́ım úkolem je tedy naj́ıt vl. č́ısla, λ1, λ2 a př́ıslušné vl. vektory, ~v1, ~v2 matice
A = ( 1 1

1 0 ) a dosadit je do vzorce pro An a následně do rovnice (∗) a spoč́ıtat vektor
( an+1

an ) a t́ım pádem nalézt vzorec pro an (resp. an+1).

Hint: Označte si λ1 = ϕ, potom bude λ2 = 1 − ϕ a bude platit ϕ(1 − ϕ) = −1.
Pracujte při výpočtech s ϕ, vyhnete se tak odmocninám apod.


