Matematika I. 8/11/2019

Domaci ukol ¢. 3

Piiklady
1. (5 bodu)
Najdéte vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni vektory néasledujicich matic:
0o 2 1 0 01
A=|-2 0 3 B=10 10
-1 -3 0 1 00

2. (5 bodu)

Vypocitejte nasledujici limity posloupnosti redlnych ¢isel (i s postupem):
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Hint: V posledni limité vyuzijte vztahu: A — B =

BONUS (4 body)
Jako Fibonacciho posloupnost se v matematice oznacuje posloupnost redlnych cisel
dana tzv. rekurzivnim vzorcem:

neN, {a,} >~ : ‘anﬂ = Gy + p_1 kde

Tedy kazdy prvek posloupnosti je dan souctem dvou predchozich prvku
(1,1,2,3,5,8,13,21,35, ...).

Vyse zminény rekurzivni vzorec lze zapsat i maticové:

(o) ()= ()

Pokud nyni aplikujeme rekurzivni vzorec v maticové podobé n—krat na pocatecni
prvky ag, a; dostaneme:

1 1\" (a1  [ann . 1 1N\"(1\ _ (a. .
(o) (=) o Ga)p G)=(e) o
Otézkou je nyni, jak efektivné umocnit matici (] §) na n—tou?
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Mocnéni matic lze efektivné provést pomoci vlastnich ¢isel a prislusnych vlastnich
vektoru. Pokud pro danou matici A,,xm,m € N nalezneme m vlastnich ¢isel a
prislusnych vl. vektoru, pak mame m rovnic:

AV, = AU,

Tyto rovnice lze zapsat i v maticové podobé (muzete si zkusit napt. pro matici typu
2 x 2 pro néktery z piikladu ve skriptech):

AR =RD

kde R = (¥|t3]...|v,,) je matice sestavend ze vlastnich vektoru (ve sloupcich) a
D = diag(\i, A2, ..., \) je diagondlni matice sestavend z vl. ¢isel. (vl. éisla jsou
na hlavni diagondle, mimo diagondlu jsou nuly). Vlastni vektory jsou uréeny az na
nasobek libovolym p € C, |p| # 0, takze do sloupcu matice R je mozné dat libovolné,
nenulové ndsobky vl. vektoru (stejné vektory ale pak musime pouzit i pro vypocet
R71)!

Pokud vyse uvedeny vztah prepiSeme, dostaneme:

AR=RD =— |A=RDR™"

Pokud nyni umocnime matici A na n—tou, mame:

A"=RDR 'RDR™'---RDR ' = RD"R™!

n—Kkrat

jelikoz se matice RR™' vzdy “zkrati”. Vyhodou je tedy, Ze se mocnéni puvodni
matice A “pfevede” na mocnéni diagonalni matice D, coz je snadné, staci umocnit
kazdy prvek na diagonale.

V nasem ptipadé, pro matici Asyxs se dvéma vlastnimi ¢isly a prislusnymi vl.
vektory méme:

= (wm) (3 ) (@)= @) (%) ) (i)

Vasim tkolem je tedy najit vl. ¢isla, \j, Ay a prislusné vl. vektory, o, vs matice
A= (1}) adosadit je do vzorce pro A™ a nésledné do rovnice (*) a spocitat vektor
(“aH1) a tim padem nalézt vzorec pro a, (resp. ani1).

Hint: Oznacte si \; = ¢, potom bude Ay = 1 — ¢ a bude platit p(1 — ¢) = —1.
Pracujte pti vypoctech s ¢, vyhnete se tak odmocninam apod.



