Oznaceni
V nésledujicim textu bude uzito toto znaceni:
e n=1{1,2,...,n};

e vektory zna¢ime tuénymi malymi latinskymi pismeny: x € R™ (se slozkami z;, i € 7), specidlné
nulovy vektor (odpovidajici dimenze) budeme znagit symbolem O;

e matice znac¢ime tuénymi velkymi latinskymi pismeny: A € R™" (jeji prvky pak oznacime q; j,
i € T, i € 0), specidlné jednotkovou matici (odpovidajici dimenze) budeme znacit E.

1 Normy vektoru a matic, vlastnosti matic
Pojmy:
e Normy vektoru a matic.
e Matice ostfe diagonalné dominantni (ODD) a symetrickd pozitivné definitni (SPD).

e Vlastni ¢isla a vektory matice, spektralni polomeér.

1.1 Normy vektort a matic
1.1.1 Normy vektoru

Pro vektor x € R™ budeme pouzivat normy typu

1
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I, = (zmw) |
=1

konkrétné tyto tii typy vektorovych norem:

e sloupcova“ norma
n

Ixll, = D laal,

i=1

e (jiz zndm4d) euklidovskd norma

e _fadkova“ norma

%[0 = max |
1EN
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Pro vektor x € R? zapsany jako x = | 23 | tedy mame:
T3

1[Iy = fa] + || + [l

belly = /@ + 23 + a3,

x|, = max {|z1],[x2], |z3]}.



1.1.2 Normy matic

Pro matici A € R™" budeme pouzivat normy, které jsou odvozeny ze stejné oznacenych vektorovych
norem pro vektory z R™:

A
Al = sup flAx] = sup IAX]
x,[x]| =1 20 [|X]|
Konkrétné budeme uzivat tyto tfi typy matiovych norem:
e sloupcova norma
A, -
A|l, = sup = max a; ;| ,
” ”1 x40 ||XH1 jen ;| z,J|

e Frobeniova norma (Pozor — nejednd se o euklidovskou normu!)
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e Fadkova norma

A n
1A], = sup 1A% _ S0,
x;éO ||XHOO €N j=1

a1 Gr2 0a13
Pro matici A € R3 zapsanou jako A = | a1 az2 az3 | tedy mame:
as1 a3z 0a33

[All; = max {[a1 1|+ [az1] + |as 1], |a1,2| + [az2] + |as 2], |a1,3| + a2 3] + |as 3]},

_ 2 2 2 2 2 2 2 2 2
|Allz = \/al,l +tajs,tajztaz,+a3,+as3+az; +az,+az;,,

Al = max {|a1 1| + [a1 2] + [a1 3], a2 1] + |az2| + |az 3], [az1] + |as 2| + |az3]} -

1.2 Matice ODD a SPD

U matice A € R™" budeme urcovat dvé uziteéné vlastnosti — zda jsou ODD (ostte diagondlné dominantni)
¢i SPD (symetrické a pozitivné definitni).

1.2.1 ODD

Ostie diagondlné dominantni matice je takova, kterd je ostie diagonalné dominantni radkové nebo sloup-
cové, tedy plati alespon jedna z nasledujicich ostrijch nerovnosti:

fadkove (Vi € ) | |aii| > Z la; ;| | V sloupcove (Vi€ n) | |a;|> Z |a; ;]
jengi i€n,it]
Pro ODD matici A € R33 tedy musf platit:
[(Ja11] > lar2] +[a1s]) A (Jaz2| > |aza| + |azs]) A (lass| > as1] + |as2])] (Fddkovée ODD) v

[(Jar1| > laz1] + |as1]) A (Jag,2| > |a12] + |as2]) A (Jas,s| > |a1s] + |az3])] (sloupcové ODD).



1.2.2 SPD

Symetricka a pozitivné definitni je takovd matice A € R™™ kterd je symetrickd a zdrover pozitivné
definitni:

e A je symetrickd, pokud plati A = AT tj. (Vi,j € n)(a;; = a;j;),
e A je pozitivné definitni, pokud pro libovolny nenulovy vektor x € R™ plati x” Ax > 0.
Postup pro urceni, zda je matice A SPD, je tedy nésledujici:

1. Uréime, zda je matice symetrickd. Timto krokem zac¢indme proto, ze urceni symetrie je mnohem
jednodussi nez urceni pozitivni definitnosti. Navic pouze za tohoto predpokladu lze piipadné prejit
ke kroku 2. Nyni mame dvé moznosti:

(a) Matice A neni symetrickd, protoze alespon pro jednu dvojici indext ¢, j € f plati a; ; # a;j;. V
takovém piipadé jsme hotovi a nasi odpoveédi je: ,Matice A neni SPD, protoze neni symetricka,
JellkOZ Qj, 5 7é aj,i.“

(b) Matice A je symetrickd. V tomto piipadé tedy pokrac¢ujeme v nésledujicim kroku.

2. Urc¢ime pozitivni definitnost redlné symetrické matice A. Specidlné pro takovyto piipad slouzi
Sylvesterovo kritérium — vSechny hlavni minory A musi byt kladné (nikoli nezdporné, tj. ostre vétsi
nez 0). Postupné tedy urcujeme (pokud kterdkoliv z ndsledujicich podminek neplati, koncime se
zdvérem, ze nen{ SPD, protoze neni pozitivné definitni):

(a) laz,1| >0,

a1 a2
b ’ 1 >0
( ) a1 a2 ’

a1 a2 a13
(C) az1 Q22 G23 > 0.
asz1 a2 a3

Pokud jsou i tyto podminky splnény, tak je matice pozitivné definitni. Z predchoziho kroku také
vime, zZe je i symetrickd, tedy je SPD.

1.3 Vlastni cisla a vektory, spektralni polomér

Vlastni ¢isla i vektory zndme z prvniho ro¢niku, proto jen ve zkratce — pro vlastni ¢islo A € C a k
nému piislusejici vlastni vektor x € C", = # 0 matice A € R™" plati z definice vatah Ax = Ax (nebo
také Ax = AEx).

Po prevedeni obou vyrazi na jednu stranu rovnice (tj. Ax — AEx = 0) a vytknut{ x dostdvdme rovnici
(A — AE)x = 0. Pokud by byla matice soustavy (A — AE) reguldrni, méla by tato homogenni soustava
prave jedno feseni (x = 0), které ovsem z definice nen{ vlastnim vektorem. Bude nds tedy zajimat piipad,
kdy budou existovat i jina feseni (tedy musi jich byt nutné nekoneéné mnoho) a soustava bude singuldrni:
det(A — AE) = 0.

Resenfm této tzv. charakteristické rovnice (¢i také charakteristického polynomu) dostdvame vlastni
¢isla A. K vlastnimu ¢islu A dostaneme vlastni vektory zpétnym dosazenim. Pfipomenme, ze po dosazeni
musi Fadky v matici soustavy vychédzet linedrné zavislé a pro nalezeni vSech piislusnych vlastnich vektoru
bude dobré pouzit parametrizaci, kde parametr p € C\ {0}. Pokud vychéz{ pravé jedno feseni této
soustavy, pak je zfejmé chyba ve vypoctu A.

| a1,1 — A a1,2 ai,3 |
A 75 as 1 az 2 — A a2.3 7é (al,l - /\)(CLQ,Q - /\)(a3,3 - /\) +ag1a32a13 + ...
as 1 as,2 as3 — A

Spravné bychom méli psat:

aiqg — A a2 a3
det(A — )\E) = az 1 ag 2 — A az 3 = (aLl — )\)(ag’g — )\)(CL373 — /\) +as1a32013 + ...
as,1 as,2 as;s — A



Jako spektrdlni polomeér matice A € R™™ pak oznac¢ujeme maximum absolutnich hodnot vlastnich ¢isel:
p(A) = max [A;].
€N

Poznamenejme, Ze pro horni odhad spektralniho poloméru muzeme pouzit libovolnou maticovou normu:

p(A) <|A].



2 Prosta iteraéni metoda (PIM)

Pojmy:
e Prosta iteraéni metoda

e Konvergence, odhad chyby feSeni, rychlost konvergence.

2.1 Uvod do iteraénich metod

Metody ptiblizného feseni soustavy linearnich rovnic se vyuzivaji tehdy, kdyz je presné feseni soustavy
vypocetné prilis naroéné. To nastava v piipadech, kdy je soustava prilis ”velka”, tj. matice soustavy je
fddove A € R™" kde n ~ (10* az 10°). Piipomeinime, ze Gaussova eliminace (pifmy vypocet) vyzaduje
pfiblizné n3 operaci.

Iteraéni metodou v obecném smyslu slova se rozumi proces, kdy mame k dispozici odhad vysledného
fesenf a tento odhad déle zpfesnujeme dle pFedem sestrojeného predpisu/algoritmu.

Jednim krokem itera¢niho procesu/metody rozumime prechod (ziskdni vysledku) od néjakého stévajiciho
piiblizného feseni (ozn. x*)) ke zpiesnénému feseni (ozn. xF+1).

P . iterz
e Formalni zapis itera¢niho kroku: x(®) =225, x(k+1)

Zde x*) znaéi pfiblizné feseni daného problému po provedeni k—iteraci. (Symbol x zde v zédvislosti na
typu feSeného problému muze reprezentovat skalar ¢i vektor, nebo dokonce obecnéjsi entitu)

e Presné feseni daného problému (které nezndme) je formdlné znaceno jako: x*

Tvorbu obecného predpisu pro prostou iteraéni metodu muzeme piiblizit na nésledujicim pfipadé. Mame
za ukol vytesit (velkou) soustavu linedrnich rovnic Ax = b. Tuto soustavu je mozné formélné piepsat do
tvaru:

Ax+Ex—Ex=Db

x=(E—-A)x+b
Pokud za x na pravé strané dosadime né&jakou piibliznou hodnotu feseni, tak na levé strané dostaneme
"novou”hodnotu x. V jazyce itera¢niho procesu, muzeme tento proces modelovat takto:

X(k-‘rl) — (E _ A)X(k) +b

Nyni ovSem zdlezi na tom, zda jsme na levé strané ziskali ”lepsi”odhad presného feseni. Nebo-li, zda pro
néjakou normu plati:

Hlavnim z tkolu numerické matematiky je tedy sestaveni nejruznéjsich iteraénich metod nésledované
analyzou jejich kvalit.

X(k+1) — x* *

< Hx(k) —X

Pozndmka: Pro rovnici Ax = b muzeme iteraéni metodu sestavit napiiklad (trochu obecnéji) i takto

(w #0):
x =x+w(b — Ax)

xF+) = (B — wA)x® + wb

2.2 Prosta iterac¢ni metoda

Je-li soustava linedrnich rovnic zapsdna ve tvaru x = Ux + v, pak prostd itera¢ni metoda (PIM) je ddna
predpisem:

xk+D) —Ux® 4 v
Definice: Rikdme, 7e iteraéni metoda pro danou soustavu linedrnich rovnic konverguje, pokud pro
libovolné x(©) posloupnost {x(k)} ziskand predpisem této itera¢ni metody konverguje k presnému feseni
této soustavy rovnic.

e Nutnd a postacujici podminka pro konvergenci PIM: p(U) < ||U|| < 1
e Je-li ||U|| < 1, pak je PIM konvergentni.
e Plati nésledujici odhad chyby:

k
ol

(k) *
x\" —x < 1=
H 1— U]

U] H (k) (k—l)H H (k) *
< —— [[x\V —x , x\ —-x
1— 4]

[ =]



2.3 Priklady ze cviceni
2.3.1 Priklad

Je dana soustava rovnic x = Ux + v, kde

0.4 0.0 0
U= (0.0 0.9> V= <o)
a) Urcete vlastni ¢isla maticer U a jeji spektralni polomeér.

b) Volte po¢atecni priblizeni x(©) = (10, 1) a spoctéte x!, x2, x® prostou iteraéni metodou.

)
)
)
)

c) Urcete presné feseni dané soustavy x* a spoctéte chybu e/ = x/ —x* pro j =0,1,2, 3.
d) Urcete n—tou iteraci x™ prosté iteracni metody a spoctéte chybu e” = x" — x*
Resend:

a) AL = 047 uy, = (lﬂO)Tv Ao = 09, uy, = (07 1)Ta p(U) =09
0.4 0.0Y (10\ (0 1 04 00) [ 4 0 1.6
M = _ @ — _
b) x <0.0 0.9> (1) * <0) <0.9> » X <o.0 0.9) (0.9) * <o> <O.81)
L (04 0.0 (16) , (0} _ (064
=00 09)0s1)* o)~ \o72
c) x* = (8)

. n—1
d) e =x" —x* = (4 0.4 )

0.9"
U= [0.4,0:0,0.9]
[u,lambda] = eig(U) x = x0
rho = max(abs(eig(U))) for i=1:n
n = 1000 x = Usxx+v
v = [0;0] end

x0 = [10;1]




3 Jacobiova a Gaussova-Seidelova iteracni metoda

Jacobiova a Gaussova-Seidelova iteraéni metoda jsou specidlnim piipadem pievodu soustavy rovnic z
tvaru

Ax=Db

Algoritmus pro obé iteraéni metody se vétsinou zapisuje v tzv. slozkovém tvaru. Pro maticovy zépis u
Gaussovy metody je potieba spocitat inverznf matici (D + L)™!, coz by pro “velké” matice vyzadovao
fddové O(n?) operaci.

3.1 Jacobiova metoda

Slozkovy zapis Jacobiovy iteracni metody
Pro teseni soustavy rovnic Ax = b je Jacobiova metoda dana piredpisem pro vypocet slozek vektoru
x(*+1) 4 ppredchozi iterace x(*) dle vzorce

1
x§k+1) == b - Zaiﬂgk) _ Zaiﬂ;k)

Qs
v j<i j>i

Maticovy zapis Jacobiovy iteraéni metody
Necht A = L 4+ D + P je matice ptivodn{ soustavy Ax = b rozstépend na dolni trojihlenikovou (L),
diagondlni (D) a horni trojihelnikovou (P) matici. Pak lze pfepsat slozkovy zépis itera¢ni metody do
rovnice

x*+D) — U x4 v,

kde Uy =-DY(L+P)av;=D"'b
Dilezité vlastnosti
e Je-li matice A ODD, pak je Jacobiova metoda konvergentni.
e Cislo A € C je vl. &islo matice U pavé kdyz je kofenem rovnice det(L 4+ AD +P) =0

e Jacobiova itera¢ni metoda je konvergentn{ pravé kdyz p(U;) < 1

3.2 Gauss-Seidelova metoda

Slozkovy zapis Gauss-Seidelovy iteraéni metody
Pro teseni soustavy rovnic Ax = b je Gauss-Seidelova metoda déna piedpisem pro vypocet slozek vektoru
x(*+1) 4 ppredchozi iterace x(*) dle vzorce

1
x§k+1) — |- Zaijm;kﬂ) _ Zaing-k)

A4 — .
v 1<t >

Maticovy zapis Gauss-Seidelovy iterac¢ni metody
Necht A = L + D + P je matice piivodn{ soustavy Ax = b rozstépend na doln{ trojihlenikovou (L),
diagonélni (D) a horni trojuhelnikovou (P) matici. Pak lze prepsat slozkovy zépis itera¢ni metody do

rovnice

(kD) k)

Ugsx™ +vgs

kde Ugs = —-(D+L)"'Pavgs=(D+L)"'b
Dhulezité vlastnosti
e Je-li matice A ODD, nebo SPD pak je Gauss-Seidelova metoda konvergentni.
e Cislo A € C je vl. &islo matice Ugg pave kdyz je kofenem rovnice det(AL + AD + P) = 0.

¢ Gauss-Seidelova itera¢ni metoda je konvergentni pravé kdyz p(Ugs) < 1.



3.3 Priklady ze cviceni
3.3.1 Priklad

Je dana soustava linedrnich rovnic Ax = b, kde

1 -10 -2 -1
A=1|-1 5 0 b=1|-1
2 0 2 4

a) Rozhodnéte, zda je pro danou soustavu rovnic Jacobiova iteraéni metoda konvergentni.
b) Volte x(9) = b a spoctéte x(M) touto metodou.

Resent:
a)

Matice A neni ODD. Pro maticové normy plati: ||A||; =15, [|A||, =13, [|[A| g = 11.79, ||A||, = 11.402.
Je tedy potfeba spocitat spektralni polomeér:

A 10 -2
det(U; —AE) =0 0=det(L+AD+P)=|-1 5\ 0[=103°3=0 =
2 0 2A

p(U;) =0 < 1= Jacobiova itera¢ni metoda je konvergentni

1
IL’(ll) = — (bl — (algxéo) + algl‘go))) =
ai1

1
xél) = <b2 - (amxgo) + aggxgo))) =
Q22

N = O = = =

1
xél) = <b3 - (aglxgo) + aggxéo))) =
a33

3.3.2 Priiklad

Je dana soustava linedrnich rovnic Ax = b, kde

4 -2 0 2
A=|1 2 1 b=|-2
0 2 4 1

a) Rozhodnéte, zda je pro danou soustavu rovnic Jacobiova iteraéni metoda konvergentni.
b) Volte x(9 = b a spoctéte x(I) touto metodou.

Resent:
a)

Matice A neni ODD. Pro maticové normy plati: |Al|; =6, |A|, =6, [|A] g = 6.7823,
A, = 5.0909. Je tedy potieba spocitat spektralni polomér:

det(U; —AE) =0 0=det(L+ A\D +P) = 41A ;AQ (1) =32*=0 =
0 2 4\
p(U;) =0 < 1= Jacobiova itera¢ni metoda je konvergentn{
b)
o) = (b1 (@2af) + anaal”)) = 7 2= (22 + O)] = -1/2
o) = = (b~ (el + azmaf)) = 5[ 2= (@) + O()] = -5/2
o) = = (b (anal” + aasl?”)) = 3 [1 - (@) + 2)(-2)] = 5/4



3.3.3 Priklad

Necht matice A = L+D+P je ODD v fadcich. Ozna¢ime Uy = —D~}(L+P) iteraén{ matici Jacobiovy
metody. Ukazte, ze pak palti [|[U | < 1.

Regent:
Jestlize je matice A = (a; ;) ODD v fadcich, tak plati:

|aii| > Z la;j|, Vi=1,..,n
JJ#i
tedy plati
|ai;|
1 > max =
' J;l |aii|

Pro matici U plati

0 pro i=7 |aij]
U, =< ay ., tedy |U = — <1
ITVE pro iy oW MUl =2 L
Qi J:J#i

A tedy mame |[U;| < 1. Tim je tvrzeni dokazéno.

3.3.4 Priiklad

Je dana soustava linedrnich rovnic tvaru Ax = b, kde

2 0 5/2 1
5/2 1 5 —2

Urcete, zda je pro danou soustavu rovnic je Gauss-Seidelova itera¢ni metoda konvergentni.

Regent:
Matice A neni ODD. Pro hlavni minory matice A plati A; =2, Ay = 8, A3 = 13, tedy je dle Sylvestrova
kriteria SPD, coz je postacujici podminka pro konvergenci Gauss-Seidelovy metody.



4 Metoda nejmensich ¢tverca

Metoda nejmensich ¢tvercu se zabyva problémem aproximace dané tabulky hodnot pomoci funkce zvo-
leného typu, napi. polynomu. Necht je ddna tabulka 2D dat x;, y; pro ¢ = 1, ...n. Kvadratickou odchylkou
polynomu p(z) rozumime

3 (p(x)) = Z (p(;) — yz‘)Q

i=1

Rikéme, ze polynom p*(z) stupné nejvyse g aproximuje danou tabulku dat ve smyslu nejmensich étverct,
pokud
§2(p*(x)) < 6%(p(x)) pro p(z) libovolny polynom stupné nejvyse g

4.1 Odvozeni soustavy normalnich rovnic

Meéjme polynom g—tého stupné, kde g > 0 ve tvaru
q .
p(x) = ap + a1x + azx® + ... + aga? = Zaixl
i=1

Pokud nyni uvazujeme zadanou tabulku dat x;, y; pro ¢ = 1,...n, muzeme setavit n rovnic

Aa=y
kde
1 = 22 ... af ag Y1
1 xy 23 0... 2} ay Y2
A= : , a= A
1 z, 22 0 xd aq Yn

Kvadratickou odchylku nyn{ muzeme zapsat v kompaktnim tvaru
2
8 = |Aa — v}

Kvadratickd odchylka nabyva minima pro nezavisly vektor parametru «, pokud

94° 9 T O (T TAT T

= %0~ 9, (Aa—y) (Aa—y)) = 90 (y'yo"ATAa —2y" Aa) =
=2¢;ATAa — 2¢,ATy = 2ei(ATAoz — ATy)

Tedy muzeme soustavu normadlnich rovnic psat ve tvaru

kde a = (ag, a1, ...,aq)" a b, = y;.

Pozn.: Kvadratickd odchylka zde vznikla na zdkladé pouziti Eukleidovské normy, [|-||,. Obecné lze také
pouzit i jinou normu.

10



4.2 Priklady ze cviceni
4.2.1 Priklad

Je zadéna nasledujici tabulka hodnot

;] 2] -11 01 0 1] 2
v 129102 -1.1 -09]-02]31

a) Urcete polynomem nejvySe 2. stupné, ktery ve smyslu nejmensich ¢tverci aproximuje zadanou
tabulku hodnot

b) Stavonve odpovidajici kadratickou chybu
Regent:
a) Pro aproximaci polynomem 2. stupné mdme soustavu v norméalnim tvaru

n Zi Z; Zi x? c ZZ Yi
> x? i a:f’ > xf a > yﬂf%

tedy
6 0 10 c 4
0 10 Oof-(b]=10
10 0 34 a 24

Resenfm soustavy je a = (¢, b,a)” = (—1,0,1)” Hledany polynom je tedy y(z) = z> — 1.

b) Kvadratickd odchylka je
5 = | Aa - yll%

tedy
1 -2 4 2.9 0.1
1 -1 1 1 0.2 —-0.2
1 0 0 —-1.1 0.1
1 0 0 (1) -0.9 ||| 0.1 = 0-3464
1 1 1 —0.2 0.2
1 2 4 3.1 5 —0.1 5

11



5 Nelinearni rovnice a Newtonova metoda

5.1 Newtonova metoda pro soustavu n-rovnic o n-neznadmych
Uvazujme rovnici
F(x)=0
kde x € R", F : R" — R". Tato rovnice je v fadé pfipadu zna¢né nelinedrni a nalezeni jejihjo feSeni
vyzaduje pouzit{ iterativniho procesu zprestiovani, dokud neni splnéna pozadovand ptesnost.
Ozna¢me nyni Jacobiho matici zobrazeni F : R” — R™ jako

OF; OF; OF;
aTﬁi(") Tx;(x) e 371(X)
OF: OF: OF:
F(x) = an(x) T;(x) aTQ(X)
OF, _ OF, - oF,

Nyni zapisme Tayloruv rozvoj 1.fadu pro prirustek funkce F. Mame
F(x") =F(x) + F/(x) (x" - x)

Oznaéme nyni puvodni libovolny bod x jako x(*) a bodem x* budeme rozumét presné feseni, tj. F(x*) = 0.
Dosazenim ziskdame

0 = F(x®) + F'(x*) (x* - x(k)>
Tedy
-1
< = x®) _ (F/(Xac))) L F(x®)
Jelikoz jsme ale puvodni rovnici nahradili jejim Taylorovym polynomem 1.stupné dostaneme pouze
priblizné feseni a tedy bod x* neni nasim presnym FeSenim, ale pouze 'o néco presnéjsim’. Oznacime-li ho

jako x* = x(**1) dostaneme finalni tvar pro Newtonovu iteraéni metodu, podle které je mozné sestavit
posloupnost aproximaci konvergujici k presnému feseni x*. Tato iteraéni metoda je dana predpisem

kD) (k) _ (F/(Xw)))*l P(x®)

Necht
e F: D CR" — R" kde D je oblast (neprdzdnd, souvisld, oteviend mnozina)
e FeC?D)
e F(z*)=0proz* €D
o J=det(F'(z)) #0

Potom existuje okoli bodu z*, takové 7ze Newtonova metoda je konvergentni pro libovolné z(9) z tohoto
okoli.

Pozn.: Vyse uvedeny iteracni predpis Newtonovy metody plati samoziejmé i pro funkci f : R — R, tedy
funkci jedné redlné proménné. Jacobiho matice potom prejde na obycejnou derivaci
F/(x) — 4@,

X
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5.2

Priklady ze cviceni

5.2.1 Priiklad

Je dana nésledujici soustava rovnic

.1
hly)=a®+y=-2=0  fey) == Jy=

a) Urcete graficky pfibliznou polohu kofentu soustavy

b) Stanovte aproximaci X = (2, y(M)T jednoho z kofent soustavy Newtonovou metodou pii volbé

X =(0,1)7.

Reseni:

Grafy funkei f; a fo, 3D

Grafy funkci fi a fo, rovina x —y

7 obrazku vidime, ze tloha mé 2 feseni, lezici v 1. kvadrantu. To, které feSeni iteratnim postupem
ziskame, bude zdviset na volbé pocdteéni aproximace reseni.

Zde oznatme F = (? g’ 8) Newtonova metoda pro soustavu dvo rovnic o dvou neznamych ma
2\¢Ly

tvar

X1 — x(0) _ (F/ (X<o>) )‘1 F (Xm))

nebo také muzeme psat
F (X(m) XM — p (X<0>) X0 _p (x<0>)

tedy, po vyjadieni Jacobiovy matice mame

() (- ()
—e" =12/ o e =1/2) =y \1 e =1/2y) ¢ =)

(& S)x=(4 S) (0)- (G = (5)

Reseni této soustavy vede na

13



6 Obycejné diferencialni rovnice, Cauchyova tloha

6.1 Cauchyova uloha

Existence a jednoznacnost
Postacujici podminkou existence a jednoznacnosti tlohy

y' = f@,9), y(@o)=yo
je spojitost funkce f a spojitost jejiparcidlni derivace %5 Pokud pro funkce f = (fi(z), ..., fu(z))? : R —
R™ ay = (y1(2), ..., yn(2))T : R = R™ uvazujeme tlohu
y' =f(y(z),2), y(zo)=yo

potom je pro existenci a jednoznaénost Cauchyovy tlohy potieba spojitost funkce f a dale vSech parcidlnich

derivaci 25;7 Vi,j=1,...,n.

Pievod rovnice vyssiho radu
Kazdé obycejné diferencidlni rovnice k—tého Fddu (k > 1) lze prevést do tvaru

y' =f(y(z),z), y(zo)=yo

Napiiklad pro rovnici druhého fddu y” = G(x,y,y’) muzeme po substituci z; =y, 22 = ¢ psét

% (Z) - (G@:Z,@)

6.2 Numerické reseni Cauchyovy tulohy

Nahrady 1. derivace
Necht je funkce f € C?(I), interval I = (a,b) a body x,z + h € I, potom plat{

Py =LEEN @ Loy o ) = w

- +0(h)

Numerické feseni

Zaved'me nyn{ ndsledujici oznaceni. Pfesné feseni y = y(z) pro = € (a,b) Cauchyovy tilohy nyni budeme
hledat v bodech z, = a + nh, kde h > 0 je tzv. krok numerické metody. Hodnoty pfesného feSeni v
bodech x,, zde tedy aproximujeme jako y(z,) = yp.

6.3 Explicitni Eulerova metoda

Je dédna Cauchyva tloha 3’ = f(z,y), y(zo) = yo (pro vektorové funkce je vysledny vzorec analogicky).
Volime yo = y(zo) a krok h > 0. Hodnoty pfiblizného feSen{ vypoéteme predpisem

Yn+1 = YUn + hf(xna yn)

Rikdme, Ze hodnoty y, jsou vypoctené explicitné (explicitni Eulerova metoda).

6.4 Implicitni Eulerova metoda

Je ddna Cauchyva dloha y' = f(z,y), y(xo) = yo (pro vektorové funkce je vysledny vzorec analogicky).
Volime yg = y(zo) a krok h > 0. Hodnoty pfiblizného fesen{ vypoéteme predpisem

Yn+1 — hf(xna yn-i-l) =Yn

Rikéme, Ze hodnoty v, jsou vypoétené uzitim implicitni Eulerovy metody.

14



6.5 Priklady ze cviceni
6.5.1 Prfiklad(Opakovani)

Urcete piesné Feseni ulohy s poc¢dteéni podminkou y(0) = D > 0. Nacrtnéte graf.

a) y =

b) y' =y

)y =4y
Resent:

a) y=x+D

b) y = De*

c) y = Del*

6.5.2 Piiklad(Opakovani)

Zopakujte si postup feseni
a) y' =3y +2y =0, y(0)=1,y(0)=-1
b) &+ w?x =0, z(0)=A4, 2(0)=0,w >0
c) &+42¢+2x=f(t), =z(0)=A4,&(0)=0

Pozn.: Pro linedrni diferencidlni rovnici 2. fadu v obecném tvaru
" / 2 _
y'(z) +2by' (z) + c“y(z) =0

hleddme feSeni ve tvaru

po dosazeni mame
(A2 + 26X + ¢?)e* =0

Tedy

)\1}2 =-b+t vV b2 — ¢?

Resen{ je potom déno vztahem

y(z) = et (Clexm + Cge_’”m)

kde konstanty C a Cy urc¢ime z pocatecnich podminek. Déle vyuzijeme znamého Eulerova vzorce
eOtiB — e®(cos(B) + isin(B)), a,B € R
Pokud navic A\; = Ay = —b, tak musime upravit obecny tvar feseni, aby byl tzv. funkciondlné nezavisly

y(z) = Cre % 4+ Cyze™ 0"

15



Reseni:

2)

Zde b= —3/2 a c = \/2, mame tedy
y(z) = Cyexp [x(% + % — 2)] + Cyexp {x(% — % — 2)]
y(z) = Cy exp(2z) + Cq exp(lx)
7 pocatecnich podminek mame

1=C1+0Cy
—1=2Cy +Cy

Tedy
y(x) = —2exp(2z) + 3exp(xz) z €R

Zde b =0 a ¢® = w? mame tedy
z(t) = Crexp ( —iwt) + Coexp (+ iwt)

z(t) = Cy [ cos(—wt) + isin(—wt)] 4+ Ca[ cos(wt) + i sin(wt)]
x(t) = C} cos(wt) + Cy sin(wt)
7 pocatecnich podminek mame
A=0C
0= OJC_Q

Tedy
x(t) = Acos(wt) te€R

Zde tesime nehomogenni diferencidlni rovnici 2.rddu s konstantnimi koeficienty. Muzeme vyuZzit po-
znatku, ze celkové feseni dané rovnice lze napsat jako soucet feSeni rovnice homogenni a libovolného
partikularniho feseni

z(t) =z(t)g +x(t)p

Nyni jde o to jak nalézt partikuldrni Feseni pro obecnou funkei f(¢). Pokud je funkce pravé strany
f(t) ve specidlnim tvaru
f(t) = e (Py(t) cos(st) + Qj(t) sin(st))

pak muzeme partikularni feSeni hledat v obdobném tvaru
x(t) = tlem (pm(t) cos(st) + Qm(t) sin(st))

kde P,, a Qm jsou polynomy m-tého stupné, m = max k,l; a | je nasobnost ¢isla r 4 is jako
kofene charaktreristické rovnice. Rovnici s obecno pravou strano lze fesit napt. pomoci Laplaceovy
transormace, nebo pomoci variace konstant pro tvar prevedeny na soustavu 1.Fddu. Tento postup
zde ukézeme.

Nejprve prevedeme rovnici na soustavu 1.fadu

()= (% %) () + (i)

Kde jsme pouzili znaceni z1(t) = x(t) a x2(t) = &;1. Jedna se o soustavu linearnich diferencialnich
rovnic s konstantnimi koeficienty. Tvar homogenniho feSeni ziskdme pomoci charakteristického po-
lynomu (v§imnéte si, Ze polynom je az na znaménko stejny jako u rovnice 2. fddu)

MN42X4+2=0, A =—-141i dg=—-1—1
1 1
Vo= (—1—|—i) Vi = (—1—z’>
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Homogeni ¢ést feseni je tedy

r1(t)\ A e 1 Aot 1
(l‘g(t))H = (Cie <_1 + ’L) + Cse <_1 _ ’L) Cl,CQ eC

nebo-li ‘
6(71+1)t e(

—1—4)t
500= (4 e (1% e 1-r) €

kde X = (z1,22)T a C = (C1,Cs)T. Homogenn{ fesen{ Ize dale (s vyuzitim Eulerova vzorce) upravit

na - cos(t) sin(t)
Xg(t)=e ((_ cos(t) —sin(t)) (—sin(t) + cos(t))) ¢

kde C je nyni obecné jiny vektor konstant. Pokud nyni ozna¢ime matici soustavy jako ®(t) muzeme
psat jesté kompaktnéji
Xy =2(t)C

Pro celkové feSeni potom, s vyuzitim linearity mame
X=o(t)C+ Xp

kde Xp je partikularni feseni.

Podtata metody variace konstant spo¢iva v tom, ze partikularni feSeni soustavy hledame ve tvaru
Xp=o()C(t)
kde C(t) = (C1(t),...,Cn(t))T jsou funkce proménné t, které mame urcit. Dosazenfm dostaneme
Xp = d(t)C(t) + o(t)C(2)
Pokud puvodni tvar soustavy napiSeme maticové, ve tvaru
X = A(t)X + B(t)
méme po dosazeni partikuldrniho fegeni (s piihlédnuti k faktu ®(¢) = A(t)®(t)) a tpravach
d(t)C =B
A tedy findlni tvar partikularniho feseni je

Xﬂﬂ:ﬂﬂ/@@*B@ﬁ

Nase feseni jde tedy (pouze formdlné - nezndme konkrétni tvar funkce f(t)) napsat jako

30 = (ot sy ity weosin) [ (60) L IO( gl Vi) ]

Zde, konstanty C; a Cy bychom ur¢ili z pocateénich podminek.
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7 Numerické reSeni Cauchyovy tlohy. Eulerova a
Collatzova metoda

Uvazujme nésledujici Tayloruvovy rozvoje funkce f
, "(x) 3

Fle =) = 1)~ F@n+ Tn2 1 o)

Jejich odectenim ziskdme
flx+h)— f(x—h)=2f(x)h + O(h®)

Odtud lze vyjadrit 1.derivaci pomoci tzv. centrdlni diference

f/(.’E) _ f(x + h)Q_hf(x — h) + O(h2)

Pokud nynf pouZijeme tento vztah a nahradime 1.derivaci v Eulerové metodé v bodé w1 1/2 = o + %

Yn+1 — Yn

A ~ Y (Tny1/2) = f(@ng1/2,¥(@ns1/2))

kde na pravé strané uzijeme aproximaci Taylorovym polynomem

h h
Y(wn +h/2) = y(an) + 5y () + O(h*) = yn + 5 f (20, yn)
Celkem dostaneme tzv. Colltzovu metodu.

Colltzova metoda
Je ddna Cauchyova uloha y'(x) = f(z,y(x)), y(0) = yo. Zvolime-li krok h > 0, poc¢ateéni aproximaci dle
pocatecni podminky tlohy (yp) a vypocteme hodnoty aproximac{ y,, pfedpisem

h h
Yn+1 = Yn + h-f <xn + iayn + Qf(xnvyn)>

Rikéme, ze pfiblizné hodnoty v, jsou vypoétené uzitim Colltzovy metody.

Algoritmus Collatzovy metody

ki = f(xna yn)
h
ypom:yn+§'k1

h
ko = f (xn + 2aypom)
yn+1:yn+h'k2
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7.1 Priklady ze cviceni
7.1.1 Priklad

Je dana Cauchyova tloha

/1 20 -1 -1
X=1[3 4 5|Xx+|-2], X(0)=
06 7 -3 1

a) Uzijte krok h = 0.2 a spocitejte aproximaci feseni X (0.2) pomoci explcitni Eulerovy metody.
b) Uzijte krok h = 0.2 a spocitejte aproximaci fesen{ X (0.2) pomoc{ implicitni Eulerovy metody.
Resent:

a) Pro tlohu )
X =AX + B,

kde A je matice s konstantnimi koeficienty a B je vektor pravé strany, mame Eulerovu metodu v
nasledujicim tvaru
X0 = x4 pAX™ + hB — XD — (B + hA)X™ + 1B (explicit.)
X0+ = x0) L paAxHY) 4 pp XD — (B — hA)"Y(X™ + hB)  (implicit.)

tedy

100 12 0 1 -1 14

x02)=|lo 1 o)l+02(3 4 5 0 +o02(=2|=[ o

0 1 06 7 1 -3 1.8

b)

10 0 12 0\ '[/=1 -1 —55
x02)=[[o 1 o] -02(3 4 5 (0 102 2| =55 | 23
0 1 06 7 1 -3 40
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Numerické feseni Cauchyovy ilohy, metody Runge-Kutty
(MATLAB)

Obecna jednokrokova metoda
Je dana Cauchyova tloha

y/ = f(mvy)’ y(l‘o) = Y0

Volime krok h > 0 a pocatecn{ aproximaci yo = y(xo). Rikéme, Ze hodnoty aproximaci 4, jsou dény
obecnou jednokrokovou metodou, pokud plati:

Ynt+1 = Yn + h(p(xvu Yn, h)

Konzistentni metoda
Rikdme, ze jednokrokova metoda je konzistentni s Cauchyovou tilohou, pokud

®(z,y,0) = f(z,y)  Vze(ab), yeR
a funkce ® = ®(x,y, h) je spojita.

L-lipschitzovska funkce
O funkci ®(z,y, h) Fekneme, Ze je L-lipschitzovskd v argumentu y, jestlize existuje C, > 0 takové,
ze

|®(2,y1,h) — P(x,y2,h)| < CL|y1 — vl

Konvergence metody
Rekneme, ze obecnd jednokrokovd metoda je konvergentni, pokud pro libovolné z € (a, b)

lim  y, =y(z)

h—0t x=x,
kde y,, je priblizné feseni v uzlu z,, = = a y(x) je pfesné Feseni.

R4d numerické metody
Rikdme, Ze obecnd jednokrokova metoda je fadu p, pokud existuje konstanta C' > 0, takova, ze pro
libovolné z € {(a,b), y € R a h € (0, ho):

|5(I, Y, h)| = |(b(x7 Y, h) - A(Ia Y, h)| < Chr?
Metody typu Runge-Kutta (RK)
Metody Runge-Kutta jsou jednokrokové metody, kde ptirustkovou funkci hleddme ve tvaru

i—1

M
(I)(l‘,y,h) = ij‘k'i, kdek‘i = f(l‘—‘rOélh,y—FhZB”k‘])
i=1

Jj=1

Koeficienty w;, oy, B;j hleddme tak, aby metoda byla co nejpresnéjsi.
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e RK4
Je ddna Cauchyova tloha. Volime yo = y(xo), krok A > 0 a vypocCteme posloupnost aproximaci
{yn} predpisem

h
Yn+1 = Yn + 7(1{71 + 2k2 + 2k3 + ]{)4),

6
kde
ki = f(@n,yn),
ko = f(xn +h/2,yn + k1h/2),
ks = f(xn +h/2,y, + kah/2),
k‘4 = f(:cn + h,yn + kgh)

Pak fikdme, ze hodnoty aproximaci y,, jsou vypocteny pomoci Rungeovy-Kuttovy metody 4. fadu.
Lokaln{ relativni aproximacni chyba je 4. fadu, tj. O(h4).

e Pozn.:
Collatzova metoda je vlastné Rungeova-Kuttova metoda 2.radu

Y A y(z)

YL} v s p
hA(z1,y(z1), h)

Yo e
T NI R > _____ B (e, 1. 1)
Y1 SRR ............................. :

Yo = y(wo) 5
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8.1 Priklady ze cviceni
8.1.1 Priiklad

Vychylka mechanického oscildtoru z(t) je v bezrozmérném tvaru popsdna

ma + di + kx = sin(507t), z(0) = 0.05, £(0) =0

1
10t +1
kde m=0.1a k=4.2.

a) Urcete fundamentdlni systém feseni homogenni rovnice a urcete frekvenci jeho kmitu (pro tento
ucel polozme d = 0).

b) Pro d = 0.01 urcete pfiblizné kofeny charakteristické rovnice. Na zdkladé vysledku a) a kofenu
charakteristické rovnice rozhodnéte, zda volba kroku h = 0.2 je vhodna pro Eulerovu explicitni
metodu.

¢) (MATLAB) Volte krok h vhodné a uzijte Collatzovu metodu pro uréeni hodnot feseni v intervalu
[0, 3].

d) (MATLAB) Volte krok h vhodné a uzijte RK4 pro uréeni hodnot fesen{ v intervalu [0, 3].
Resent:

a) Pro d = 0 uréime fundametdlni systém:

mA\ +k=0 = Alzm/ﬁ, Azz—u/E
m m

Homogenni ¢ast obecného feseni je tedy déana vztahem:

zp(t) = O} sin (ﬁt) + Cy cos (@t)

Fundamentalni systém je tedy:

wo-sn(yE). oi0-ex({E0)

b) Pro d = 0.01 mmame charakteristickou rovnici ve tvaru:

—0.01 £ v/0.012 — 4mk —0.010 .~k
m

~NANg=—=
2m 1.2 2m !

mA?+0.0IA+k=0 = \=

Po dosazeni zadanych parametru mame:
A1 = —0.05 + V42 Ao = —0.05 — V42

Homogenni ¢ast obecného feseni bude ve tvaru:
wp(t) = e 005 [C’l sin (\/42 : t) + O cos (\/42 : t)}

Jelikoz v/42 = 27, tak pfi volbé kroku h = 0.2 bychom se trefili do intervalu (0, 27) pfiblizné 5-krat
v ramci jedné preriody sinusovky. Pro budici silu

i t
0t +1 sin(507t)

L

555+ V tomto piipaé

by to potom bylo dokonce pouze 0.2-krat! Zkusme proto volit krok h =
zachytime prubéh budici sily pomoci 10-ti hodnot (1 prubéh sinusovky).
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9 Okrajova tuloha pro ODR, metoda siti

e Okrajova tloha
V technickych problémech se ¢asto fesi tlohy zadané pomoci tzv. okrajovych podminek.
Resen{ hleddme na intervalu I = (a,b) a v krajnich bodech a a b jsou predepsany okrajové podminky

e Samoadjungovany tvar ulohy
Existenci a jednoznac¢nost uloh lze dokézat napf. pro rovnice zapsané v tzv. samoadjungovaném
tvaru (tvar, v kterém jsou fyzikélni tlohy ¢asto zapsany).

¢ Okrajova tdloha pro lineirni ODR 2. #ddu Hleddme funkci y = y(x) takovou, ze plati:

a)

—@@)y) +a@)y = f@),  prox€ (a,b),]

b)
a1y (a) + azy(a) = as, B1y' (b) + Bay(b) = B3

kde |aq| + [az| # 0, |B1] + |B2] #0

Klasickym fesenfm této tlohy rozumime funkci y € C2({a, b)), ktera splituje rovnici i okrajové
podminky.

¢ Existence a jednoznaénost
Necht p(z), p'(z), q(x), f(z) jsou spojité na (a,b) a navic Vx € (a,b) : p(z) > 0,q(x) > 0. Pak
existuje pravé jedno feseni y(x) dané okrajové tlohy (s vyjimkou piipadu as = B2 = 0,¢(z) = 0)

9.1 Numerické resSeni tlohy v samoadjungovaném tvaru
pomoci metody siti

e Resen{ hleddme na intervalu I = (a, b).
e Volime krok h = (b —a)/n a sit v bodech x; = a + ih

e Aproximace bodech y(z;) ~ y;

ayl,, = aiyi

fle, = fi
Piv1/2y (@i + h/2) — pi_1 2y (2 — h/2)
,(py/)/ . ~ Dt / - i—1/
kde - -
Y (i = h/2) m P B y' (@i + h)2) = LY

h h
Po ndhradé puvodni rovnice v uzlech vypocetni sité dostaneme nasledujici tvar

—Pi—1/2Yi-1 + (Pig1/2 + Pi—1/2 + hq;)y; — Pit1/2Yi+1 = h2f;

Coz je i—ta rovnice vysledné soustavy
AY = F,
e Pii nahraddch derivacf jsme se celkové dopustili chyby O(h?)
e Pro p(z), q(x) € C({(a,b)) a p(z) > 0, g(x) > 0 pro libovolné x € (a, b). Pak matice Ay, je

— ODD
— SPD

— tridiagonalni
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9.2 Priklady ze cviceni
9.2.1 Priklad

Je dana Dirichletova okrajova tloha:
—y" =4 — 22, y(—=2)=2,y(2)=0

a) Zapiste postacujici podminky pro existenci a jednoznaé¢nost feseni okrajové tlohy v samoadjungo-
vaném tvaru. Ovéite, zda jsou splnény.

b) Urcete presné feseni dané dlohy. Ndvod: Uzijte integraci a urcete integraéni konstanty.
c¢) Uzitim Taylorova rozvoje odvod'te ndhradu y”(x) pomoci hodnot funkce y(z), y(z & h).

d) Volte krok h = 1 a zapiste sifové rovnice pro aproximaci dané tilohy. Proved’te jeden krok Gaussovy-
Seidelovy itera¢ni metody, X(® volte jako pravou stranu soustavy.

Resent:
a) Uvazujme ulohu:
(@)Y +ale)y = f),  prowe (ab),
ary'(a) + azy(a) = as,

B1y'(b) + B2y(b) = B3
kde |a1| + [az| # 0, |Bi] + |B2] # 0

Necht p(z), p'(z), q(z), f(z) jsou spojité na (a,b) a navic Vo € (a,b) : p(z) > 0,q(z) > 0. Pak
existuje pravé jedno fesen{ y(x) dané okrajové tilohy (s vyjimkou piipadu as = B2 = 0,¢(x) = 0).

Zdep=1,q=0, f =4 — 22, tedy podminky pro existenci a jednoznaénost jsou splnény.

b) Dvojitou integraci dané rovnice ziskdme:

el
y(x) = ﬁ — 222+ Ciz + Cy
s . L , . -1 23
kde konstanty C7, Cy ziskdme dosazenim okrajovych podminek. Vyjde C; = TR Cy = 3 Tedy

mame:

1
—(z* — 242° — 62 + 92)

y(z) = 35

¢) Z Taylorova rozvoje mame:

1 1
y(@ +h) = y(2) +y'(2)h + Sy () + gy”’hg’ + O(h*)

1 1
y(w = h) =y(@) =y (@)h + Sy"(2)h* - 5y”’h3 + O(h*)

y(z +h) +y(e —h) = 2y(z) +y"(x)h* + O(h")

y//(x) _ y(x + h) — 232(237) + y(x — h) + O(hz)

d) Pro h =1 dostaneme nésledujici body sité: € {—2,—1,0,1,2}. Pro body, které nejsou okrajovymi
pak sestavime sifové rovnice:
—p-1.5Y—2 + (P—0.5 + P—1.5 + h*q_1)y—1 — p—o.5y0 = h*f_1
—p—0.5Y—1 + (po.5 + P—0.5 + h*q0)yo — po.syr = h* fo
—po.syo + (P15 + pos + h2q1)yr — prsys = h2fi
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Po dosazeni okrajovych podminek y_o = 2, 4o = 0 a funkci p = 1, ¢ = 0, f = 4 — 22 vyjadienych v
uzlovych bodech. Dostaneme

2 -1 0\ [y_: 1
1 2 1] w |=[4
0 -1 2 n 3

Pro Gaussovu-Seidelovu iteracni metodu pro soustavu AY = B s volbou Y(©) = B = (1,4,3)7

dostaneme pro Y1) = (3 (1) yé >,y§ ))TZ

_ aiu < a12y0 +a13y§0))> = %[1 —((-D)@) + (0)(3))} _ g
é (b2~ (™ + @yl = L [1- (0D + (-0®)] = 2
a%,g (bg - a31y 1 +a32y( ))) %[3 — ((0)(2) + (—1)(119)” = :%1

9.2.2 Priklad

Rovnice popisujici rozlozeni teploty v 1D télese (k = 0.35)

_% (ﬁfg) —0 T(=2) =10, T(2) = 0.

a) Zapiste postacujici podminky pro existenci a jednoznac¢nost feseni okrajové tlohy v samoadjungo-
vaném tvaru. Ovérte, zda jsou splnény.

b) Uzitim Taylorova rozvoje odvod’te ndhradu y'(z) pomoci hodnot funkce y(z), y(z & h).

¢) Zapiste sitové rovnice pro krok h = 1. Proved'te jeden krok Jacobiovy itera¢ni metody, X(©) volte
jako pravou stranu soustavy.

Resent:
a) Podminky pro existenci a jednoznacénost jsou zfejmé splnény, viz vyse.
b) Jiz odvozeno, viz vyse.
¢) Pro h = 1 dostaneme nésledujici body sité: @ € {—2,—1,0,1,2}. Pro body, které nejsou okrajovymi
pak sestavime sitové rovnice:
—p-15T-2+ (p—0.5 + p-1.5+ h*q-1)T-1 — p_o.5To = h*f_1
—p—05T-1+ (po.s +p—0.5 + h*q0)To — posTi = h* fo
—po.5To + (P15 + pos + h2q)Ty — prsTo = h* f1

Po dosazeni okrajovych podminek 7o = 10, 75 = 0 a funkci p = k = 0.35, ¢ = 0, f = 0 vyjadienych
v uzlovych bodech. Dostaneme v maticovém tvaru:

2 -1 0\ /T, 10
kl-1 2 —1|| 1 |=x]o0
0 -1 2 T 0

Pro Jacobiovu iteraéni metodu pro soustavu AT = B s volbou T(®) = B = (10,0,0)” dostaneme
pro T = (T£11)7Tél)7T1(1))T:

) = i (b1~ (@7 + a5 = 2 [10~ (1)) + (0)(0))] =5
7 = o (52 — (anT9 + ay T(O))) - %{0 (=10 + (—1)(0))} =5
T = . (bg — (anTY + a3, T ))) - %{0 - ((0)(10) + (—1)(0))} ~0
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9.2.3 Priklad

Rovnice popisujici rozlozeni teploty je zapsana ve tvaru
do
0.1r— ) =0 = 100, ¢(2) = 20.
i (015 ) =0 o =100, or2)
a) Zapiste postacujici podminky pro existenci a jednoznac¢nost feseni okrajové tlohy v samoadjungo-
vaném tvaru. Ovérte, zda jsou splnény.

b) Zapiste sifové rovnice pro krok h = 0.25. Proved'te jeden krok Jacobiovy iteraéni metody, X (%)
volte jako pravou stranu soustavy.

Resent:
a) Podminky pro existenci a jednoznacénost jsou zfejmé splnény, viz vyse.

b) Podobné jako vyse, i zde muzeme celou rovnici vydélit konstantou 0.1, poté dostaneme

Tadr ( fgf) =0 ¢(1) =100, $(2) = 20.

Pro r € {1,1.25,1.5,1.75,2} mame aproximaci feseni v sitovych uzlech: ¢y := ¢(1 ) = 100, ¢ =~
#(1.25), @3 = &(1.5), ¢s = H(1.75), ¢5 := ¢(2) = 20. Po dosazeni ¢(r) = 0, p(r) = f(r)y=0

dostaneme nésledujici soustavu rovnic:

—1.125¢1 + 2.5¢5 — 1.375¢3 = 0
—1.375¢s + 3¢5 — 1.625¢4 = 0
—1.625¢3 + 3.564 — 1.875¢5 = 0

coz spolu s okrajovymi podminkami ¢; = 100 a ¢5 = 20 ddva soustavu:

2.5 —1.375 0 o2 112.5
—1.375 3 —1.625 o3| = 0
0 —1.625 3.5 @4 37.5

Pro Jacobiovu iteraéni metodu pro soustavu A® = B s volbou &) = B = (112.5,0,37.5)” dosta-
neme pro &1 = (95", ¢, ¢{)7:

g”:ain(bl—(alméo’mw 510>)) 1 [1125_ ((—1.375)(0)+(0)(37.5))} =45

25
1 1

W - (b2 ~ (a2 + azgqsff))) =3 {0 ((—1.375)(112.5) + (—1.625)(37.5))] = 71.875

m _ 1 ) ) 1 75

= (b~ @0l +ansl?)) = 5 (375~ ((0)(1128) + (-1625)(0)) | = 7
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10 Dirichletova okrajova tuloha pro Poissonovu rovnici

¢ Klasifikace parcialnich diferencidlnich rovnic
Obecny piipad nelinedrni parcialni diferencidlni rovnice N —tého fddu muzeme napsat v nasledujicim
tvaru:

F(mi, u, 0, (u), 81-2171-2 (u), ..., 81»1;[,1»27.“141\, (u))z 0,

kde u = u(z1, z2, ..., xar) je nezndmou funkei M proménnych a parcidlni derivaci N-tého fadu podle
proménnych ;. , ..., T;y, kde 41,2, ...,ixy € {1,2,..., M} znac¢ime jako:

N oNu

a. . . u =
117127”'“\/( ) Bxilaxm...@xm

Obecny pripad nelinedrni parcialni diferencidlni rovnice 2. fddu pro 2 nezavislé proménné (x,y) pro
nezndmou funkeci v = u(z,y) mé potom nésledujici formu:

P ou Ou 9%*u 0*u 0%*u

) Uy 3 v A 7 A 5. A ) A5

oz’ Oy’ 0x2’ Oz dy’ Oy?
Uvazujme nyni jesté konkrétnéjsi tvar parcidlni diferencidlni rovnice:

A0y 2 (u) +2B0y (u) + COy y(u) + 2D0y (u) + 2E0y(u) + Fu = h(z,y) (&)

kde A, ..., F jsou konstanty. Ziskdme tzv. linearni parcidlni diferencidlni rovnici 2.fddu s kon-
stantnimi koeficienty. Oznacme nyni:

A B

A‘B c

‘AC’BQ

Pak pro ffkdme, ze dand rovnice (&) je pro:

- D > 0: eliptického typu
- D = 0: parabolického typu
- D < 0: hyperbolického typu

e Poissonovu rovnice
Déle se budeme zabyvat piipadem eliptické rovnice pro 2 nezavislé proménné (z,y):

Pu  *u
- (6332 - ay2> = f(z,y)

kterou nazyvame Poissonova rovnice. Zavedenim diferencidlniho operatoru

tzv. Laplaceova operdtoru, muzeme psat Poissonovu rovnici v kompaktnim tavru:

—Au=f

¢ Dirichletova tiloha pro Poissonovu rovnici
Hleddme funkci u = u(z,y) : @ — R takovou, ze spliiuje

—Au = f V(:Evy) € Qv
u=¢ Y(z,y) € 00

Zde f a ¢ jsou funkee, tj. f = f(z,y) a ¢ = p(z,y). Redenim je funkce u € C2, kter slpiiuje danou
rovnici i okrajovou podminku.
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e Numerické resSeni Dirichletova tilohy pro Poissonovu rovnici
- metoda sit{ (kone¢nych diferenci)
- aproximace feseni: U; ; = u(P; ;) = u; j, kde P;; = Py + ih (é) +jh (?) , kde Py € R? je
néjaky libovolny bod.

- ndhrady parcialnich derivaci:

2
0“u U1, — 2 U

@(Pm) = B2 +O(h?)
2 S . .

(P = M E I P o)
Y

- ndhrada v pﬁvodm’ rovnici:
2 4
—ui_Lj — ui+1,j + 4ui7j — ui,j_l — ui,j+1 == h 71‘7]' + O(h )

- aproximovand rovuice v (reguldrnich) uzlech:

7Ui—1,j - Ui+1,j + 4Ui,j - Ui,j—l - Ui,j—i—l = thi,j

Py
Obrazek 1: Schéma sité pro numerickou metodu koneénych diferenci. Oznaceni: O -
reguldrni uzel, O - neregularni uzel, ® - hrani¢ni uzel

¢ Realizace okrajové podminky v neregularnim uzlu sité

- Pfimy pienos: Hodnotu v nereguldrnim uzlu Uy nahradime hodnotou nejblizsi okrajové
podminky
Un =u(Q)

Tato néhrada je ovsem pouze fddu O(h).
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- Linearni interpolace: Hodnotu v neregularnim uzlu Uy nahradime pomoci linedrn{ interpo-

lace
Uv—-Uqg Ugr-—-Uqg

0-h h

Tato nahrada je fddu O(h?).

u

(z,y)

Obrazek 2: Schéma sité pro numerickou metodu koneénych diferenci. Oznaceni: O -
reguldrni uzel, O - neregularni uzel, ® - hrani¢ni uzel
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10.1 Priklady ze cviceni
10.1.1 Priklad

Je dana okrajové tloha:
_Su_Pu_
ox2  oy?
v oblasti Q C R? dané jako vnitiek étyFihelniku [0;0], [1.5;0], [1;1], [0.5; 1]. Na hranici oblasti 92 je dand
okrajovd podminka u(x,y) =z + y.

0.5

a) Sestavte sffové rovnice v uzlech sité leZicich na p¥imce y = 0.25, které vzniknou pfi feseni dlohy
metodou sit{ s krokem h = 0.25 (v nereguldrnich uzlech uzijte linedrn{ interpolaci)

Resent:
a) .
YA
[1,0.5] [1,1]

T
N

Y
—(
) )

./
—
Fa

\/

s = - >
0, 0] 15,00

Obréazek 3: Schéma sité pro numerickou metodu koneénych diferenci. Oznaceni: O -
reguldrni uzel, O - neregularni uzel, ® - hrani¢ni uzel

Sitové rovnice pro body leZicf na pifmce y = 0.25 jsou:

U1 —Uin _ Ui —Ug:
h 6-h
~Upg —Us 1 +4Us; —Usg—Uzp = h%fay
~Usy — Uy +4Us s —Usg— Us o = h%f3
~Usy —Usy +4Usy —Uso—Uso = hf4,
Ugp1—Us1  Usi—Uga

h o-h

kde uzel sité je definovan jako P; ; = (i-h, j-h) = (0.25¢,0.255). Po dosazeni okrajovych podminek:
Ugr = u(0.125,1) = 1.125, Uz = u(0.5,0) = 0.5, Uso = u(0.75,0) = 0.75, Uy = u(1,0) = 1,
Uge = u(1.25,1) = 2.25, f; ; = 0.5 a vztahu § - h = 0.125 dostaneme soustavu rovnic:
11
~Usa + 5 Uzt — Uz = 0.03125 + 0.5 +0.75 = 1.28125
—Uz1 —Usq +4Us;1 — Uz 2 = 0.03125 + 0.75 = 0.78125

11
=Us 1 + §U471 — U2 =0.03125 + 1+ 1.5 = 2.53125
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10.1.2 Priklad

Je déana Dirichletova tloha —Aw = sin(mx) sin(ry) v oblasti = (0, 1)? s okrajovou podminkou
u(z,y) = xy na hranici 9

. 1
a) Nacrtnéte obrazek s ¢islovanim uzla pro h = 3

1
b) Ovéite, zda pro v(z,y) = 72 sin(mz) sin(my) plati —Av = sin(7x) sin(7y)
T
c) Sestavte sitové rovnice.
Reseni:

a) .

I\

1, 0] [1,1]

[ 4 L ]

® @, O ®

® O O

[ @ L L -
[0, 0] 0,1}

Obrazek 4: Schéma sité pro numerickou metodu koneénych diferenci. Oznaceni: O -
reguldrni uzel, @ - hrani¢ni uzel

b) Jelikoz plati
0 of

52 [ (@9w) = 5 9(v)
S F@9w) = 22 f(o)
méme pro v(z,y) = f(z)g(y) = 32 sin(mx) sin(7y)

2 2 _ 2
v 0% 1 (sin(ﬂ' )8 sin(mx) + sin(rz)

o2 0y 2r2 92

212

0? sin(my)
Oy>?

(= sin(my) sin(rz) — 72 sin(7z) sin(ry) = sin(7z) sin(7y)
c) Sitové rovnice, kde uzel sité je definovan jako P;; = (i - h,j - h) = (3, 3j) jsou:
Uy —Upy +4U 1 — Uy g —Uro = h%f1
~Uyy —Usy +4Usy — Uz — Usg = h®fa

~Upg —Usg+4Uy 90— Uy — Uiz =h*f1o
~Urp—Uso+4Us o —Usy — Usz = h% fa 5
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Po dosazeni okrajovych podminek U; ; = xy na 09 a funkce pravé strany f; ; = sin(mi-h) sin(mj-h),
kde h = % dostaneme:

1v343
0-—U- 4Ui1 —0—-Uy 9= =—
2,1 +4U1 1 125975 5
1 1\[\[
U1 —1-=+4Us1 —0—-Ugg = ———
1,1 3+ 2,1 225575
1 1v3V3
_ 4 _ 17777
0—-Uzpo+4U12 - U1 — 3 92 3
2 2 1v33
~Uia—1-=+4Us49 — U: 77~177——
1,2 3+ 2,2 2173 979 2
Finalni tvar je tedy
Us 1+ 4U U _ 1
2,1 1,1 T
5
_ 4 _ - 2
U1,1 + U2,1 U2,2 2
5
_ 4 _ - 2
Uso+4U12 — Ui D
17
_ 4 _ - !
Uip+4Uz 2 — Uz 2
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11 Rovnice vedeni tepla

¢ SmiSena tloha pro rovnici vedeni tepla

- parabolickd diferencidlni rovnice (zde v 1D)

ou 0%u
et t
o pe o+ f(e) )
Zde u = u(z,t) je teplota, p je kladnd konstanta, ¢ je ¢as, f(x,t) jsou tepelné zdroje.
- fesfme na oblasti Qr = (a,b) x (0,T)

- pocateéni podminkas:

u(z,0) = ¢(x) pro « € (a,b) (%)

- okrajové podminky pro t > 0:
u(a,t) = aft N
u(b.t) = Bt o

- Podminky souhlasu:

pla) = a(0),  »(b) = pB(0)

¢ Reseni smisSené tlohy pro rovnici vedeni tepla
Funkci v = u(z,t),u € C2(Qr) U C(Qr) nazveme feSenim tlohy (také klasickym Fesenim), pokud
u(zx,t) spliiuje rovnici (#) v oblasti Qr, poc¢dtecni podminku (&) a okrajové podminky ().

e Metoda siti pro rovnici vedeni tepla
- Aproximace hodnoty FeSeni v sitovych uzlech

~ul

K3

PF = [:L‘i7tk], Uk

g ; = u(xy, ty)

- Explicitni schéma

k+1 k k k
Uit —-ufF UL -20F +US, 4 fE
- =p h2 i
kde 7 je casovy krok a h je prostorovy krok. Pokud zavedeme o = % a rozndsobime rovnici,

dostaneme

Uik'H =oUF |+ (1 —20)UF + UUik+1 +7ff

Lze ukézat, Ze jsme se pii aproximaci feseni dopustioli chyby O(7 + h?).

1
- Podminka stability explicitniho schématu: | o = % < 5t

- Implicitni schéma

k+1 k41, rrk+l
Uttt - uf :pUz‘jl — 22U + U s
T h? ¢

kde 7 je casovy krok a h je prostorovy krok. Pokud zavedeme o = % a rozndsobime rovnici,
dostaneme

K2

—oUF + (1 + 20) U — O’U-k_:_ll = UF 4 7t

Lze ukézat, Ze jsme se pii aproximaci feseni dopustioli chyby O(7 + h?).

- Implicitni schéma je nepominéné stabilni (1ze volit libovolné hodnoty h a 7). Soustava rovnic
se SPD a ODD matici.
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11.1 Priklady ze cviceni
11.1.1 Priklad

Je dana smiSend rovnice
ou 0%u
— =25—
ot Ox?
a) Urcete typ této rovnice
b) Pii zadanych podminkach u(z,0) = (2 — x) pro « € (0,2) a u(0,t) = 30¢, u(2,t) =0 prot >0
sestavte soustavu sifovych rovnic pro prvni ¢asovou vrstvu pomoci implicitniho schematu. Volte
h=05a7=0.1.

¢) Rozhodnéte, zda lze volit ¢asovy krok 7 = 0.01, resp. 7 = 1.0 aby pro dany prostorovy krok bylo
uzité schema stabilni

Resend:
a) Jednd se parabolickou diferencidln{ rovnici (rovnice veden{ tepla, zde bez zdroju - f(x,t) = 0)

b) .
a(t) B(t)

I

D E = [2.0] z, p(z)

F

e 0O—0
=00
-
"
Y

A=10,0]

Obrazek 5: Schéma sité pro numerickou metodu kone¢nych diferenci. Oznaceni: O -
regularni uzel, @ - poc¢atecni podminka, O - okrajova podminka,

Pro aproximaci feseni Ui’”'1 implicitnim schématem plati vztah:
—oUMY + (1 + 20)UFT — oUFT = UF 4 771
Pro body prvni ¢asové vrstvy (G, H,I) tedy mame soustavu rovnic:
—oUp+ (1+4+20)Ug —oUyg =Up+7fB
—oUg+ (14 20) Uy —oUr =Ue + 7fc
—oUg+ (1+20)Ur —oUy;=Up+7fp

Kde hodnoty Ug,U¢, Up, resp. Up, Uy uréime z pocatecni, resp. okrajovych podminek. Pro h = 0.25
a7=0.1 mdme 0 = Z2%1 — 0.5. Po dosazeni dostaneme:

—0.5(30-0.1) + 2Ug — 0.5Uyg =0.5-(2—0.5)+0.1-0
—0.5Ug +2Uy —05U;=1-(2—1)4+0.1-0
05Uy +2U;—05-0=15-(2—-15)+0.1-0
Tedy
2Ug — 0.5U = 2.25
—0.5Ug +2Ug — 0.5U; =1
—0.5Ug 42U = 0.75

¢) V pifpadé pouziti implicitn{ metody muzeme volit 7 a h libovolné. Pro zvoleny krok h = 0.5
bychom ale méli volit 7 = h? = 0.25 abychom v odhadu f4du piesnosti méli zhruba stejné hodnoty

(O(1 + h?)).
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11.1.2 Priklad

’ I~ 7 v 2
Je ddna smiSens tloha 2¢ = 22°u

oD S% — 4 s pocatecni podminkou u(x,0) = sin(rz) 4+ 2% pro z € (0,1) a
okrajovymi podminkami u(0,¢) = 0, u(1,t) = 1 pro t > 0.
a) Zapiste podminky souhlasu a ovéite, zda jsou splnény. Struéné vysvétlete, co tyto podminky zna-
menaji a duvod, pro¢ pozadujeme, aby byly splnény.
b) Zapiste jak se nahradi derivace %1; a % v bodé Pik+1 pfi feSeni rovnice vedeni tepla explicitnim
schématem.

c¢) Volte ¢asovy krok 0.01, prostorovy krok 0.25 a uréete hodnotu feseni v bodé A = [0.5,0.01] metodou
siti uzitim explicitniho schematu.

d) Ovéite, zda funkce ve tvaru u(x,t) = az® + Ba? + 4% + e “sin(rz) je feSenfm dané 1lohy pro
néjakd a, 3,7, w (redlnd cisla).
Reseni:
a) Podmiky souhlasu jsou
p(a) =a(0),  »(b) =B(0)
tedy
u(z,0)], o = u(0, )], u(,0)[,_, = u(1,1)],_,
sin(mx) + x2’w:O = 0|t:0 sin(mzx) + 332|I:1 = 1|t:0

Podminky souhlasu jsou tedy zfejmé splnény. Splnéni téchto podminek vyzadujeme proto, aby bylo
zadani Ulohy tzv. korektni. Tedy, aby na hranici oblasti v pocateénim case byla vSude predepséna
jednozna¢nd hodnota feseni, tj. aby pocatec¢ni a okrajovd podminka v ¢ase T = 0 nabyvaly stejné
hodnoty.

b) Pii pouziti explicitniho schématu provedeme u ¢asové a prostorové derivace ndsledujici ndhrady:

k+1 _ rrk
S ey == o)
2 Uk, -2k + U
e e e

¢) Podminky souhlasu jsou tedy splnény.

o(t) B(t)

O
I t=0.01

[0,0] B C D [1,0] z, p(x)

)
D)

Obrazek 6: Schéma sité pro numerickou metodu koneénych diferenci. Oznaceni: O -
regularni uzel, @ - pocdteéni podminka, O - okrajovd podminka,
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Hodnota fesni v bodé U;H'l pomoci explicitniho schématu je ddna vztahem:
UMt = oUf | + (1 - 20)Uf + oUF + TfF

Pokud nyni dosadime Ug = UF |, Uc = Uf, Up = Ui’j_l, Uy = Ul-kH, fo = ik, 7 =0.01, h = 0.25,

3
p=2,0= g—g = 0.08 mame:

Us =0.08(Ug+Up)+(1—-2-0.08)Uc +0.01fc
Up = 0.08((sin(0.2577)+0.252)+(sin(0.757r)+0.752)) (1—2-0.08) (sin(0.57)+0.5%)+0.01-(—4) = 1.1731

Méame

0

pn (ax3 + Ba? 4+ yt? et sin(wx)) = 2yt — we” “!sin(7x)

32

o2 ax® + B+ yt? + et sin(mc)) = 6ax + 26 — w2e” ¥ sin(7x).
x

Pozadujeme splnéni rovnice
0 0?
U _ 0% _y
ot Ox?

tedy
27t — we™“'sin(nx) = 2(6az + 28 — e sin(nx)) — 4.

Tomu vyhovuji hodnoty parametrii & = v = 0, w = 272 a 8 = 1. Pro fefeni dané tlohy tedy mame:
u(z,t) =z + g2t sin(mx)

Snadno lze ovéfit, ze dand funkce spliiuje zadané okrajové a pocateéni podminky.
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12

Vinova rovnice

e SmiSena tloha pro vlonovou rovnici

cT
- Podminka stability explicitniho schématu: | o = n <1}

- Hyperbolickd diferencidlni rovnice (zde v 1D). Fyzikaln{ interpretace: kmity struny, kde u =

u(z,t) ma vyznam polohy (vychylky) v ¢ase ¢ a soufadnici x.

Pu 0%

o~ g @) (4)
Zde u = u(z,t) je vychylka, ¢ je kladnd konstanta (rychlost sifeni kmitu), ¢ je cas, f(z,t) je
pusobici sila v bodé x a case t.

- Fesfme na oblasti Qr = (a,b) x (0,7T)
- pocatecni podminky (¢t = 0):

- okrajové podminky pro t > 0:
u(a,t) = aft
u(b,t) = B(t ()

- Podminky souhlasu:

e Reseni smiSené tlohy pro vlonovou rovnici
Funkei v = u(z,t),u € C3(Qr) U C(Qr) nazveme feSenim tlohy (také klasickym Fesenim), pokud
u(zx,t) spliuje rovnici (#) v oblasti Q7, poc¢dteéni podminku (&) a okrajové podminky ().

e Metoda siti pro rovnici vedeni tepla

- Aproximace hodnoty feseni v sitovych uzlech

PF = [, tx], UF ~uf = u(xy, ty)

3 3 3

- Nahrada na prvni ¢asové vrstveé:

Uzijeme Taylorova rozvoje

Ul = u(zi,7) = u(z;, 0) + %(%‘70)7’ +0(7?%)

Pokud zanedbame ¢leny druhého fadu, dostaneme

U} = o) + (i) |

- Explicitni schéma

UF +20f —UPT  GUR, - 2UF 4 UR,

k
+ f;
72 h? !
. -~ 7 . 7 2.2 7’ Z. o .
kde 7 je ¢asovy krok a h je prostorovy krok. Pokud zavedeme 02 = <5 arozndsobime rovnici,

dostaneme

Ukt = O'QUikjrl +2(1 — c)UF + o?UF | —UF ! 4 72 fF

Lze ukdzat, Ze jsme se pii aproximaci feseni dopustili chyby O(72 + h?).
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- Implicitni schéma

Ukt +oul —ukt QUM —2uft 1 Ul L PUS - W UL

T2 2

h2

2 h2 +fi

kde 7 je casovy krok a h je prostorovy krok. Pokud zavedeme o = % a rozndsobime rovnici,

dostaneme

1

1
—50 U+ (1)U — 2o

2

277k+1 _
Ui+1 - 9

1 1
FUF - 1+ o?UF + 502Ui’3r_11 +2Uf + 72

Lze ukézat, Ze jsme se pii aproximaci feseni dopustioli chyby O(7 + h?).

- Implicitni schéma je nepominéné stabilni (lze volit libovolné hodnoty h a 7). Soustava rovnic

se SPD a ODD matici.
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12.1 Priklady ze cviceni
12.1.1 Priklad

Je ddna smiSend uloha

0%u 482u ot
e Rl I
ot? Ox?
s pocatecni podminkou a okrajovymi podminkami:
u(z,0) = 22 %—?(x,O) =1-2° proz € (—1,1)
u(—=1,t) =1 u(1,t) = cos(t) pro ¢ € (0,00)

a) Oveéite splnéni podminek souhlasu (pro polohu a rychlost)

b) Urcete maximdln{ krok 7 tak, aby byla splnéna podminka stability pro explicitn{ metodu s prosto-
rovym krokem h = 0.2. Odvod'te schéma pro explicitni metodu.

c¢) Stanovte pfibliznou hodnotu feseni v bodé A = [0.2,0.2] explicitni metodou.

d) Odvodte soustavu sifovych rovnic pro uréeni pfibliznych hodnot feSeni (k + 1)-nf ¢asové vrstve
(k > 1) implicitni metodou.

Resent:

a) Podmiky souhlasu jsou:

tedy
z*| ’|

x| :cos(t)‘t:0

z=-1_ 1‘1&:0’ z=1
0] 0
2 _ 2 _
-z |$:—1 - §(1)|t:0’ l-= }wzl - a(cos(t))hzo
Podminky souhlasu jsou tedy zfejmeé splnény. Splnéni téchto podminek vyzadujeme proto, aby bylo
zadani tlohy tzv. korektni. Tedy, aby na hranici oblasti v pocateénim case byla vSude predepsdna
jednozna¢na hodnota FeSeni, tj. aby pocateéni a okrajova podminka v ¢ase t = 0 nabyvaly stejné

hodnoty.
b) Pro podminku stability mdme

cT 0.2
=—<1 = maz = — = — = 0.1
7 h — T c 2

Pro nédhradu parcidlnich derivaci ve vlnové rovnici pouzijeme centrdlni diference

9% Uftt 42Uk — Ut
@( F) = 2 +0(7?%)
N 2 k k k
3 u Ui—l — 2UZ + Ui 1
@( F) = 12 =+ 0o(h?)
Hodnoty presného feseni tedy spliuji rovnici
k+1 k k-1 k k k
U, —|—2u — U, Ui, _QUZ' +'UJZ'
) % 4 282 1 +1 +fzk+0(7-2+h2)

72 B2

Zanedbanim ¢lenu druhého fadu dostaneme vztah pro aproximaci feSeni v uzlech Pf pomoci expli-
citni metody
Ukt youk — Ukt Uk —2UF 4+ UE,
=c
2 B2

+ fF
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........... E=1
E

L1 Zr2

Obrazek 7: Schéma sité pro numerickou metodu koneénych diferenci. Oznaceni: O -
reguldrni uzel, ® - pocate¢ni podminka, O - okrajovd podminka,

Pouzjeme-li vzorec pro vypocet hodnoty v uzlu A explicitni metodou, dostaneme

Ua=0%Up +2(1 - 0*)Uc +0*Up = Ug +7° fc

Tedy celkem pro ¢ = 1 mame

kde hodnotu v uzlu Ug uréime z po¢ateéni podminky a hodnoty Ug, Uc, Up urcime ze vztahu (Up
muzeme také urcit z okrajové podminky)

Ul = ¢(x) + ¥(ai)T

Up = ¢(x0) + ¥(wo)T = (=1 + (1 — (-=1)*)- 0.1 =1
= ¢(x1) + Y(z1)7 = (=0.8)% +
Up = ¢(z2) + (z2)T = (—0.6)* +

1-—

(—0.8)%)- 0.1 = 0.676
1— (=

+( )
+ ( 0.6)%) - 0.1 = 0.424

Ua=12-142(1 —1%)-0.676 + 1% - 0.424 — (—0.8)? + 0.1% - ((—0.8) - 0.1) = 0.7832

d) V piipadé implicitni metody vyuzijeme pro ¢asovou derivaci centralni diferenci (odvozeni z Taylo-

rova rozvoje):

k+1 k
u; 4+ 2uy — u;

o
02

UFt! 4+ 2UF —

J(Pik) =

Pro prostorové derivace pouzijeme vztah (odvozenf z Taylorova rozvoje):

UFtt 42Uk — Ukt
% + 21 7 4 O(TQ)

T

162 U(Pk—s-l) 10%u

T 2047 20020 HOW)

Kombinaci téchto vztahtu dostaneme rovnici pro presné reseni:

k—1
Ui _

—1 k41 k+1 5, k—1 k—1 k—1
_ U —2u; " Fuy ctu_y —2u; Uy k 2 2

Zanedbanfm ¢elnit drhuhého ¥4du dostaneme sitové rovnice pro aproximované feseni UF ~ u(PF):

UM -0 v U AU 20 U
R + R

wH + fi

h? 2 h?
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12.1.2 Priklad

Je dédna smiSend tloha

% = 4@ +x
02t a2
s pocateéni podminkou a okrajovymi podminkami:
u(z,0) =xz(x —1) %u(z,0) = (1 —2)* pro z € (0,1)
u(0,t) = sin(t) u(1,t) =0 pro t € (0, 00)

a) Pro explicitni metodu volte h = 0.2. Urcete 7 tak, aby byla splnéna podminka stability a bod
A =10.4,0.2] byl uzlem sité. Stanovte piibliznou hodnotu feseni v bodé A.

g

Reseni:

a) Pro podminku stability mame

cT h 0.2
= — < = —_ = — = .
o oS 1 = Thaz c 5 0.1
Volime tedy 7 = 0.1.
A
........... () e o — O
B CI D
........... E—1
E
T i) T3

Obrazek 8: Schéma sité pro numerickou metodu koneénych diferenci. Oznaceni: O -
regularni uzel, @ - pocateéni podminka

Pouzjeme-li vzorec pro vypocet hodnoty v uzlu A explicitni metodou, dostaneme
Us=0?Up+2(1 —0*Uc +0?Up — Ug + 7% fc
kde hodnotu v uzlu Ug uréime z pocatecni podminky a hodnoty Ug, Uc, Up uréime ze vztahu

Ul = ¢(x) + v(ai)T

Up = ¢(21) + ¥(21)7 = 0.2(0.2 — 1) + (1 — 0.2)2 - 0.1 = —0.096
Uc = ¢(x2) + Y(22)7 = 0.4(1 — 0.4) + (1 — 0.4)* - 0.1 = 0.276
Up = ¢(x3) + b(x3)T = 0.6(1 — 0.6) 4+ (1 — 0.6)*- 0.1 = 0.256
Up = ¢(x2) = 0.4(1 — 0.4) = 0.24

Tedy celkem pro 0 = 1 mame

Ur=Up+Up —Ug +12fc = —0.096 + 0.256 — 0.24 4 0.01 - 0.4 = —0.076
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