
Označeńı

V následuj́ıćım textu bude užito toto značeńı:

� n̂ = {1, 2, . . . , n};

� vektory znač́ıme tučnými malými latinskými ṕısmeny: x ∈ Rn (se složkami xi, i ∈ n̂), speciálně
nulový vektor (odpov́ıdaj́ıćı dimenze) budeme značit symbolem 0;

� matice znač́ıme tučnými velkými latinskými ṕısmeny: A ∈ Rm,n (jej́ı prvky pak označ́ıme ai,j ,
i ∈ m̂, i ∈ n̂), speciálně jednotkovou matici (odpov́ıdaj́ıćı dimenze) budeme značit E.

1 Normy vektor̊u a matic, vlastnosti matic

Pojmy:

� Normy vektor̊u a matic.

� Matice ostře diagonálně dominantńı (ODD) a symetrická pozitivně definitńı (SPD).

� Vlastńı č́ısla a vektory matice, spektrálńı poloměr.

1.1 Normy vektor̊u a matic

1.1.1 Normy vektor̊u

Pro vektor x ∈ Rn budeme použ́ıvat normy typu

∥x∥p =

(
n∑

i=1

|xi|p
) 1

p

,

konkrétně tyto tři typy vektorových norem:

�

”
sloupcová“ norma

∥x∥1 =

n∑
i=1

|xi| ,

� (již známá) euklidovská norma

∥x∥E = ∥x∥2 =

(
n∑

i=1

|xi|2
) 1

2

,

�

”
řádková“ norma

∥x∥∞ = max
i∈n̂

|xi| .

Pro vektor x ∈ R3 zapsaný jako x =

x1x2
x3

 tedy máme:

∥x∥1 = |x1|+ |x2|+ |x3| ,

∥x∥2 =
√
x21 + x22 + x23,

∥x∥∞ = max {|x1| , |x2| , |x3|} .
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1.1.2 Normy matic

Pro matici A ∈ Rn,n budeme použ́ıvat normy, které jsou odvozeny ze stejně označených vektorových
norem pro vektory z Rn:

∥A∥ = sup
x,∥x∥=1

∥Ax∥ = sup
x ̸=0

∥Ax∥
∥x∥

.

Konkrétně budeme už́ıvat tyto tři typy matiových norem:

� sloupcová norma

∥A∥1 = sup
x̸=0

∥Ax∥1
∥x∥1

= max
j∈n̂

n∑
i=1

|ai,j | ,

� Frobeniova norma (Pozor – nejedná se o euklidovskou normu!)

∥A∥E =

∑
i,j∈n̂

|ai,j |2
 1

2

!

̸= ∥A∥2 = sup
x̸=0

∥Ax∥2
∥x∥2

,

� řádková norma

∥A∥∞ = sup
x̸=0

∥Ax∥∞
∥x∥∞

= max
i∈n̂

n∑
j=1

|ai,j | .

Pro matici A ∈ R3 zapsanou jako A =

a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3

 tedy máme:

∥A∥1 = max {|a1,1|+ |a2,1|+ |a3,1|, |a1,2|+ |a2,2|+ |a3,2|, |a1,3|+ |a2,3|+ |a3,3|} ,

∥A∥E =
√
a21,1 + a21,2 + a21,3 + a22,1 + a22,2 + a22,3 + a23,1 + a23,2 + a23,3,

∥A∥∞ = max {|a1,1|+ |a1,2|+ |a1,3|, |a2,1|+ |a2,2|+ |a2,3|, |a3,1|+ |a3,2|+ |a3,3|} .

1.2 Matice ODD a SPD

UmaticeA ∈ Rn,n budeme určovat dvě užitečné vlastnosti – zda jsou ODD (ostře diagonálně dominantńı)
či SPD (symetrické a pozitivně definitńı).

1.2.1 ODD

Ostře diagonálně dominantńı matice je taková, která je ostře diagonálně dominantńı řádkově nebo sloup-
cově, tedy plat́ı alespoň jedna z následuj́ıćıch ostrých nerovnost́ı:

řádkově (∀i ∈ n̂)

|ai,i|>
∑

j∈n̂,j ̸=i

|ai,j |

∨ sloupcově (∀i ∈ n̂)

|ai,i|>
∑

i∈n̂,i ̸=j

|ai,j |

 .

Pro ODD matici A ∈ R3,3 tedy muśı platit:

[(|a1,1| > |a1,2|+ |a1,3|) ∧ (|a2,2| > |a2,1|+ |a2,3|) ∧ (|a3,3| > |a3,1|+ |a3,2|)] (řádkově ODD) ∨

[(|a1,1| > |a2,1|+ |a3,1|) ∧ (|a2,2| > |a1,2|+ |a3,2|) ∧ (|a3,3| > |a1,3|+ |a2,3|)] (sloupcově ODD).

2



1.2.2 SPD

Symetrická a pozitivně definitńı je taková matice A ∈ Rn,n, která je symetrická a zároveň pozitivně
definitńı:

� A je symetrická, pokud plat́ı A = AT , tj. (∀i, j ∈ n̂)(ai,j = aj,i),

� A je pozitivně definitńı, pokud pro libovolný nenulový vektor x ∈ Rn plat́ı xTAx > 0.

Postup pro určeńı, zda je matice A SPD, je tedy následuj́ıćı:

1. Urč́ıme, zda je matice symetrická. T́ımto krokem zač́ınáme proto, že určeńı symetrie je mnohem
jednodušš́ı než určeńı pozitivńı definitnosti. Nav́ıc pouze za tohoto předpokladu lze př́ıpadně přej́ıt
ke kroku 2. Nyńı máme dvě možnosti:

(a) Matice A neńı symetrická, protože alespoň pro jednu dvojici index̊u i, j ∈ n̂ plat́ı ai,j ̸= aj,i. V
takovém př́ıpadě jsme hotovi a naš́ı odpověd́ı je:

”
Matice A neńı SPD, protože neńı symetrická,

jelikož ai,j ̸= aj,i.“

(b) Matice A je symetrická. V tomto př́ıpadě tedy pokračujeme v následuj́ıćım kroku.

2. Urč́ıme pozitivńı definitnost reálné symetrické matice A. Speciálně pro takovýto př́ıpad slouž́ı
Sylvesterovo kritérium – všechny hlavńı minory A muśı být kladné (nikoli nezáporné, tj. ostře větš́ı
než 0). Postupně tedy určujeme (pokud kterákoliv z následuj́ıćıch podmı́nek neplat́ı, konč́ıme se
závěrem, že neńı SPD, protože neńı pozitivně definitńı):

(a) |a1,1| > 0,

(b)

∣∣∣∣a1,1 a1,2
a2,1 a2,2

∣∣∣∣ > 0,

(c)

∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3

∣∣∣∣∣∣ > 0.

Pokud jsou i tyto podmı́nky splněny, tak je matice pozitivně definitńı. Z předchoźıho kroku také
v́ıme, že je i symetrická, tedy je SPD.

1.3 Vlastńı č́ısla a vektory, spektrálńı poloměr

Vlastńı č́ısla i vektory známe z prvńıho ročńıku, proto jen ve zkratce – pro vlastńı č́ıslo λ ∈ C a k
němu př́ıslušej́ıćı vlastńı vektor x ∈ Cn, x ̸= 0 matice A ∈ Rn,n plat́ı z definice vztah Ax = λx (nebo
také Ax = λEx).

Po převedeńı obou výraz̊u na jednu stranu rovnice (tj. Ax−λEx = 0) a vytknut́ı x dostáváme rovnici
(A − λE)x = 0. Pokud by byla matice soustavy (A − λE) regulárńı, měla by tato homogenńı soustava
právě jedno řešeńı (x = 0), které ovšem z definice neńı vlastńım vektorem. Bude nás tedy zaj́ımat př́ıpad,
kdy budou existovat i jiná řešeńı (tedy muśı jich být nutně nekonečně mnoho) a soustava bude singulárńı:
det(A− λE) = 0.

Řešeńım této tzv. charakteristické rovnice (či také charakteristického polynomu) dostáváme vlastńı
č́ısla λ. K vlastńımu č́ıslu λ dostaneme vlastńı vektory zpětným dosazeńım. Připomeňme, že po dosazeńı
muśı řádky v matici soustavy vycházet lineárně závislé a pro nalezeńı všech př́ıslušných vlastńıch vektor̊u
bude dobré použ́ıt parametrizaci, kde parametr p ∈ C \ {0}. Pokud vycháźı právě jedno řešeńı této
soustavy, pak je zřejmě chyba ve výpočtu λ.
Připomeňme si ještě častou chybu v označeńı:

A
!

̸=

a1,1 − λ a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 − λ a2,3
a3,1 a3,2 a3,3 − λ

 !

̸= (a1,1 − λ)(a2,2 − λ)(a3,3 − λ) + a2,1a3,2a1,3 + . . .

Správně bychom měli psát:

det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣
a1,1 − λ a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 − λ a2,3
a3,1 a3,2 a3,3 − λ

∣∣∣∣∣∣ = (a1,1 − λ)(a2,2 − λ)(a3,3 − λ) + a2,1a3,2a1,3 + . . .
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Jako spektrálńı poloměr matice A ∈ Rn,n pak označujeme maximum absolutńıch hodnot vlastńıch č́ısel:

ρ(A) = max
i∈n̂

|λi| .

Poznamenejme, že pro horńı odhad spektrálńıho poloměru můžeme použ́ıt libovolnou maticovou normu:

ρ(A) ≤ ∥A∥ .
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2 Prostá iteračńı metoda (PIM)

Pojmy:

� Prostá iteračńı metoda

� Konvergence, odhad chyby řešeńı, rychlost konvergence.

2.1 Úvod do iteračńıch metod

Metody přibližného řešeńı soustavy lineárńıch rovnic se využ́ıvaj́ı tehdy, když je přesné řešeńı soustavy
výpočetně př́ılǐs náročné. To nastává v př́ıpadech, kdy je soustava př́ılǐs ”velká”, tj. matice soustavy je
řádově A ∈ Rn,n kde n ∼ (104 až 106). Připomeňme, že Gaussova eliminace (př́ımý výpočet) vyžaduje
přibližně n3 operaćı.
Iteračńı metodou v obecném smyslu slova se rozumı́ proces, kdy máme k dispozici odhad výsledného
řešeńı a tento odhad dále zpřesňujeme dle předem sestrojeného předpisu/algoritmu.
Jedńım krokem iteračńıho procesu/metody rozumı́me přechod (źıskáńı výsledku) od nějakého stávaj́ıćıho
přibližného řešeńı (ozn. x(k)) ke zpřesněnému řešeńı (ozn. x(k+1)).

� Formálńı zápis iteračńıho kroku: x(k) iterace−−−−→ x(k+1)

Zde x(k) znač́ı přibližné řešeńı daného problému po provedeńı k−iteraćı. (Symbol x zde v závislosti na
typu řešeného problému může reprezentovat skalár či vektor, nebo dokonce obecněǰśı entitu)

� Přesné řešeńı daného problému (které neznáme) je formálně značeno jako: x∗

Tvorbu obecného předpisu pro prostou iteračńı metodu můžeme přibĺıžit na následuj́ıćım př́ıpadě. Máme
za úkol vyřešit (velkou) soustavu lineárńıch rovnic Ax = b. Tuto soustavu je možné formálně přepsat do
tvaru:

Ax+Ex−Ex = b

x = (E−A)x+ b

Pokud za x na pravé straně dosad́ıme nějakou přibližnou hodnotu řešeńı, tak na levé straně dostaneme
”novou”hodnotu x. V jazyce iteračńıho procesu, můžeme tento proces modelovat takto:

x(k+1) = (E−A)x(k) + b

Nyńı ovšem zálež́ı na tom, zda jsme na levé straně źıskali ”lepš́ı”odhad přesného řešeńı. Nebo-li, zda pro
nějakou normu plat́ı: ∥∥∥x(k+1) − x∗

∥∥∥ < ∥∥∥x(k) − x∗
∥∥∥

Hlavńım z úkol̊u numerické matematiky je tedy sestaveńı nejr̊uzněǰśıch iteračńıch metod následované
analýzou jejich kvalit.

Poznámka: Pro rovnici Ax = b můžeme iteračńı metodu sestavit např́ıklad (trochu obecněji) i takto
(ω ̸= 0):

x = x+ ω(b−Ax)

x(k+1) = (E− ωA)x(k) + ωb

2.2 Prostá iteračńı metoda

Je-li soustava lineárńıch rovnic zapsána ve tvaru x = Ux+ v, pak prostá iteračńı metoda (PIM) je dána
předpisem:

x(k+1) = Ux(k) + v

Definice: Ř́ıkáme, že iteračńı metoda pro danou soustavu lineárńıch rovnic konverguje, pokud pro
libovolné x(0) posloupnost

{
x(k)

}
źıskaná předpisem této iteračńı metody konverguje k přesnému řešeńı

této soustavy rovnic.

� Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro konvergenci PIM: ρ(U) ≤ ∥U∥ < 1

� Je-li ∥U∥ < 1, pak je PIM konvergentńı.

� Plat́ı následuj́ıćı odhad chyby:∥∥∥x(k) − x∗
∥∥∥ ≤ ∥U∥

1− ∥U∥

∥∥∥x(k) − x(k−1)
∥∥∥ , ∥∥∥x(k) − x∗

∥∥∥ ≤ ∥U∥k

1− ∥U∥

∥∥∥x(1) − x0
∥∥∥
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2.3 Př́ıklady ze cvičeńı

2.3.1 Př́ıklad

Je dána soustava rovnic x = Ux+ v, kde

U =

(
0.4 0.0
0.0 0.9

)
v =

(
0
0

)
a) Určete vlastńı č́ısla maticer U a jej́ı spektrálńı poloměr.

b) Volte počátečńı přibĺıžeńı x(0) = (10, 1)T a spočtěte x1, x2, x3 prostou iteračńı metodou.

c) Určete přesné řešeńı dané soustavy x∗ a spočtěte chybu ej = xj − x∗ pro j = 0, 1, 2, 3.

d) Určete n−tou iteraci xn prosté iteračńı metody a spočtěte chybu en = xn − x∗

Řešeńı:

a) λ1 = 0.4, uλ1 = (1, 0)T , λ2 = 0.9, uλ1 = (0, 1)T , ρ(U) = 0.9

b) x(1) =

(
0.4 0.0
0.0 0.9

)(
10
1

)
+

(
0
0

)
=

(
4
0.9

)
, x(2) =

(
0.4 0.0
0.0 0.9

)(
4
0.9

)
+

(
0
0

)
=

(
1.6
0.81

)
x(3) =

(
0.4 0.0
0.0 0.9

)(
1.6
0.81

)
+

(
0
0

)
=

(
0.64
0.729

)

c) x∗ =

(
0
0

)

d) en = x(n) − x∗ =

(
4 · 0.4n−1

0.9n

)

U = [ 0 . 4 , 0 ; 0 , 0 . 9 ]
[ u , lambda ] = e i g (U)
rho = max( abs ( e i g (U) ) )
n = 1000
v = [ 0 ; 0 ]
x0 = [ 1 0 ; 1 ]

x = x0
f o r i =1:n
x = U*x+v

end
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3 Jacobiova a Gaussova-Seidelova iteračńı metoda

Jacobiova a Gaussova-Seidelova iteračńı metoda jsou speciálńım př́ıpadem převodu soustavy rovnic z
tvaru

Ax = b

Algoritmus pro obě iteračńı metody se většinou zapisuje v tzv. složkovém tvaru. Pro maticový zápis u
Gaussovy metody je potřeba spoč́ıtat inverzńı matici (D + L)−1, což by pro “velké” matice vyžadovao
řádově O(n3) operaćı.

3.1 Jacobiova metoda

Složkový zápis Jacobiovy iteračńı metody
Pro řešeńı soustavy rovnic Ax = b je Jacobiova metoda dána předpisem pro výpočet složek vektoru
x(k+1) z ppředchoźı iterace x(k) dle vzorce

x
(k+1)
i =

1

aii

bi −∑
j<i

aijx
(k)
j −

∑
j>i

aijx
(k)
j


Maticový zápis Jacobiovy iteračńı metody
Necht’ A = L + D + P je matice p̊uvodńı soustavy Ax = b rozštěpená na dolńı trojúhleńıkovou (L),
diagonálńı (D) a horńı trojúhelńıkovou (P) matici. Pak lze přepsat složkový zápis iteračńı metody do
rovnice

x(k+1) = UJx
(k) + vJ

kde UJ = −D−1(L+P) a vJ = D−1b

Důležité vlastnosti

� Je-li matice A ODD, pak je Jacobiova metoda konvergentńı.

� Č́ıslo λ ∈ C je vl. č́ıslo matice UJ pávě když je kořenem rovnice det(L+ λD+P) = 0

� Jacobiova iteračńı metoda je konvergentńı právě když ρ(UJ) < 1

3.2 Gauss-Seidelova metoda

Složkový zápis Gauss-Seidelovy iteračńı metody
Pro řešeńı soustavy rovnic Ax = b je Gauss-Seidelova metoda dána předpisem pro výpočet složek vektoru
x(k+1) z ppředchoźı iterace x(k) dle vzorce

x
(k+1)
i =

1

aii

bi −∑
j<i

aijx
(k+1)
j −

∑
j>i

aijx
(k)
j


Maticový zápis Gauss-Seidelovy iteračńı metody
Necht’ A = L + D + P je matice p̊uvodńı soustavy Ax = b rozštěpená na dolńı trojúhleńıkovou (L),
diagonálńı (D) a horńı trojúhelńıkovou (P) matici. Pak lze přepsat složkový zápis iteračńı metody do
rovnice

x(k+1) = UGSx
(k) + vGS

kde UGS = −(D+ L)−1P a vGS = (D+ L)−1b

Důležité vlastnosti

� Je-li matice A ODD, nebo SPD pak je Gauss-Seidelova metoda konvergentńı.

� Č́ıslo λ ∈ C je vl. č́ıslo matice UGS pávě když je kořenem rovnice det(λL+ λD+P) = 0.

� Gauss-Seidelova iteračńı metoda je konvergentńı právě když ρ(UGS) < 1.
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3.3 Př́ıklady ze cvičeńı

3.3.1 Př́ıklad

Je dána soustava lineárńıch rovnic Ax = b, kde

A =

 1 −10 −2
−1 5 0
2 0 2

 b =

−1
−1
4


a) Rozhodněte, zda je pro danou soustavu rovnic Jacobiova iteračńı metoda konvergentńı.

b) Volte x(0) = b a spočtěte x(1) touto metodou.

Řešeńı:

a)

Matice A neńı ODD. Pro maticové normy plat́ı: ∥A∥1 = 15, ∥A∥∞ = 13, ∥A∥E = 11.79, ∥A∥2 = 11.402.
Je tedy potřeba spoč́ıtat spektrálńı poloměr:

det(UJ − λE) = 0 ⇔ 0 = det(L+ λD+P) =

∣∣∣∣∣∣
λ −10 −2
−1 5λ 0
2 0 2λ

∣∣∣∣∣∣ = 10λ3 = 0 ⇒

ρ(UJ) = 0 < 1 ⇒ Jacobiova iteračńı metoda je konvergentńı

b)

x
(1)
1 =

1

a11

(
b1 − (a12x

(0)
2 + a13x

(0)
3 )
)
=

1

1

[
− 1−

(
(−1)(−10) + (−2)(4)

)]
= −3

x
(1)
2 =

1

a22

(
b2 − (a21x

(0)
1 + a23x

(0)
3 )
)
=

1

5

[
− 1−

(
(−1)(−1) + (0)(4)

)]
= −2/5

x
(1)
3 =

1

a33

(
b3 − (a31x

(0)
1 + a32x

(0)
2 )
)
=

1

2

[
4−

(
(2)(−1) + (0)(−1)

)]
= 3

3.3.2 Př́ıklad

Je dána soustava lineárńıch rovnic Ax = b, kde

A =

4 −2 0
1 2 1
0 2 4

 b =

 2
−2
1


a) Rozhodněte, zda je pro danou soustavu rovnic Jacobiova iteračńı metoda konvergentńı.

b) Volte x(0) = b a spočtěte x(1) touto metodou.

Řešeńı:

a)

Matice A neńı ODD. Pro maticové normy plat́ı: ∥A∥1 = 6, ∥A∥∞ = 6, ∥A∥E = 6.7823,
∥A∥2 = 5.0909. Je tedy potřeba spoč́ıtat spektrálńı poloměr:

det(UJ − λE) = 0 ⇔ 0 = det(L+ λD+P) =

∣∣∣∣∣∣
4λ −2 0
1 2λ 1
0 2 4λ

∣∣∣∣∣∣ = 32λ3 = 0 ⇒

ρ(UJ) = 0 < 1 ⇒ Jacobiova iteračńı metoda je konvergentńı

b)

x
(1)
1 =

1

a11

(
b1 − (a12x

(0)
2 + a13x

(0)
3 )
)
=

1

4

[
2−

(
(−2)(−2) + (0)(1)

)]
= −1/2

x
(1)
2 =

1

a22

(
b2 − (a21x

(0)
1 + a23x

(0)
3 )
)
=

1

2

[
− 2−

(
(1)(2) + (1)(1)

)]
= −5/2

x
(1)
3 =

1

a33

(
b3 − (a31x

(0)
1 + a32x

(0)
2 )
)
=

1

4

[
1−

(
(0)(2) + (2)(−2)

)]
= 5/4
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3.3.3 Př́ıklad

Necht’ matice A = L+D+P je ODD v řádćıch. Označ́ıme UJ = −D−1(L+P) iteračńı matici Jacobiovy
metody. Ukažte, že pak palt́ı ∥UJ∥∞ < 1.

Řešeńı:
Jestliže je matice A = (ai,j) ODD v řádćıch, tak plat́ı:

|aii| >
∑
j,j ̸=i

|aij |, ∀i = 1, ..., n

tedy plat́ı

1 > max
i

∑
j,j ̸=i

|aij |
|aii|


Pro matici UJ plat́ı

UJ =

0 pro i = j
aij
aii

pro i ̸= j
tedy ∥UJ∥∞ =

∑
j,j ̸=i

|aij |
|aii|

< 1

A tedy máme ∥UJ∥∞ < 1. T́ım je tvrzeńı dokázáno.

3.3.4 Př́ıklad

Je dána soustava lineárńıch rovnic tvaru Ax = b, kde

A =

 2 0 5/2
0 4 1
5/2 1 5

 b =

 1
p
−2


Určete, zda je pro danou soustavu rovnic je Gauss-Seidelova iteračńı metoda konvergentńı.

Řešeńı:
Matice A neńı ODD. Pro hlavńı minory matice A plat́ı A1 = 2, A2 = 8, A3 = 13, tedy je dle Sylvestrova
kriteria SPD, což je postačuj́ıćı podmı́nka pro konvergenci Gauss-Seidelovy metody.
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4 Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u se zabývá problémem aproximace dané tabulky hodnot pomoćı funkce zvo-
leného typu, např. polynomu. Necht’ je dána tabulka 2D dat xi, yi pro i = 1, ...n. Kvadratickou odchylkou
polynomu p(x) rozumı́me

δ2(p(x)) =

n∑
i=1

(p(xi)− yi)
2

Ř́ıkáme, že polynom p∗(x) stupně nejvýše q aproximuje danou tabulku dat ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u,
pokud

δ2(p∗(x)) ≤ δ2(p(x)) pro p(x) libovolný polynom stupně nejvýše q

4.1 Odvozeńı soustavy normálńıch rovnic

Mějme polynom q−tého stupně, kde q > 0 ve tvaru

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ aqx

q =

q∑
i=1

aix
i

Pokud nyńı uvažujeme zadanou tabulku dat xi, yi pro i = 1, ...n, můžeme setavit n rovnic

Aα = y

kde

A =


1 x1 x21 . . . xq1
1 x2 x22 0 . . . xq2
...

...
. . .

...
1 xn x2n 0 . . . xqn

 , α =


a0
a1
...
aq

 , y =


y1
y2
...
yn


Kvadratickou odchylku nyńı můžeme zapsat v kompaktńım tvaru

δ2 = ∥Aα− y∥2E

Kvadratická odchylka nabývá minima pro nezávislý vektor parametr̊u α, pokud

0 =
∂δ2

∂ai
=

∂

∂ai

(
(Aα− y)T (Aα− y)

)
=

∂

∂ai

(
yTyαTATAα− 2yTAα

)
=

= 2eiA
TAα− 2eiA

Ty = 2ei(A
TAα−ATy)

Tedy můžeme soustavu normálńıch rovnic psát ve tvaru

ATAα = ATb

kde α = (a0, a1, ..., aq)
T a bi = yi.

Pozn.: Kvadratická odchylka zde vznikla na základě použit́ı Eukleidovské normy, ∥·∥2. Obecně lze také
použ́ıt i jinou normu.
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4.2 Př́ıklady ze cvičeńı

4.2.1 Př́ıklad

Je zadána následuj́ıćı tabulka hodnot

xi -2 -1 0 0 1 2

yi 2.9 0.2 -1.1 -0.9 -0.2 3.1

a) Určete polynomem nejvýše 2. stupně, který ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u aproximuje zadanou
tabulku hodnot

b) Stavonve odpov́ıdaj́ıćı kadratickou chybu

Řešeńı:

a) Pro aproximaci polynomem 2. stupně máme soustavu v normálńım tvaru n
∑

i xi
∑

i x
2
i∑

i xi
∑

i x
2
i

∑
i x

3
i∑

i x
2
i

∑
i x

3
i

∑
i x

4
i

 ·

cb
a

 =

 ∑
i yi∑

i yixi∑
i yix

2
i


tedy  6 0 10

0 10 0
10 0 34

 ·

cb
a

 =

 4
0
24


Řešeńım soustavy je α = (c, b, a)T = (−1, 0, 1)T Hledaný polynom je tedy y(x) = x2 − 1.

b) Kvadratická odchylka je

δ2 = ∥Aα− y∥2E
tedy ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


1 −2 4
1 −1 1
1 0 0
1 0 0
1 1 1
1 2 4

 ·

−1
0
1

−


2.9
0.2
−1.1
−0.9
−0.2
3.1



∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
E

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


0.1
−0.2
0.1
−0.1
0.2
−0.1



∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
E

= 0.3464
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5 Nelineárńı rovnice a Newtonova metoda

5.1 Newtonova metoda pro soustavu n-rovnic o n-neznámých

Uvažujme rovnici
F(x) = 0

kde x ∈ Rn, F : Rn → Rn. Tato rovnice je v řadě př́ıpad̊u značně nelineárńı a nalezeńı jej́ıhjo řešeńı
vyžaduje použit́ı iterativńıho procesu zpřesňováńı, dokud neńı splněna požadovaná přesnost.
Označme nyńı Jacobiho matici zobrazeńı F : Rn → Rn jako

F′(x) =



∂F1

∂x1
(x)

∂F1

∂x2
(x) . . .

∂F1

∂xn
(x)

∂F2

∂x1
(x)

∂F2

∂x2
(x) . . .

∂F2

∂xn
(x)

...
...

. . .
...

∂Fn

∂x1
(x)

∂Fn

∂x2
(x) . . .

∂Fn

∂xn
(x)


Nyńı zapǐsme Taylor̊uv rozvoj 1.̌rádu pro př́ırustek funkce F. Máme

F(x∗) = F(x) + F′(x) (x∗ − x)

Označme nyńı p̊uvodńı libovolný bod x jako x(k) a bodem x∗ budeme rozumět přesné řešeńı, tj. F(x∗) = 0.
Dosazeńım źıskáme

0 = F(x(k)) + F′(x(k))
(
x∗ − x(k)

)
Tedy

x∗ = x(k) −
(
F′(x(k))

)−1

· F (x(k))

Jelikož jsme ale p̊uvodńı rovnici nahradili jej́ım Taylorovým polynomem 1.stupně dostaneme pouze
přibližné řešeńı a tedy bod x∗ neńı naš́ım přesným řešeńım, ale pouze ’o něco přesněǰśım’. Označ́ıme-li ho
jako x∗ = x(k+1) dostaneme finálńı tvar pro Newtonovu iteračńı metodu, podle které je možné sestavit
posloupnost aproximaćı konverguj́ıćı k přesnému řešeńı x∗. Tato iteračńı metoda je dána předpisem

x(k+1) = x(k) −
(
F′(x(k))

)−1

· F (x(k))

Necht’

� F : D ⊂ Rn → Rn kde D je oblast (neprázdná, souvislá, otevřená množina)

� F ∈ C2(D)

� F (x∗) = 0 pro x∗ ∈ D

� J = det(F ′(x)) ̸= 0

Potom existuje okoĺı bodu x∗, takové že Newtonova metoda je konvergentńı pro libovolné x(0) z tohoto
okoĺı.

Pozn.: Výše uvedený iteračńı předpis Newtonovy metody plat́ı samozřejmě i pro funkci f : R → R, tedy
funkci jedné reálné proměnné. Jacobiho matice potom přejde na obyčejnou derivaci

F′(x) → df(x)
dx .
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5.2 Př́ıklady ze cvičeńı

5.2.1 Př́ıklad

Je dána následuj́ıćı soustava rovnic

f1(x, y) = x2 + y − 2 = 0 f2(x, y) = e−x − 1

2
y = 0

a) Určete graficky přibližnou polohu kořen̊u soustavy

b) Stanovte aproximaci X(1) = (x(1), y(1))T jednoho z kořen̊u soustavy Newtonovou metodou při volbě
X(0) = (0, 1)T .

Řešeńı:

a)

Grafy funkćı f1 a f2, 3D
Grafy funkćı f1 a f2, rovina x− y

Z obrázk̊u vid́ıme, že úloha má 2 řešeńı, lež́ıćı v 1. kvadrantu. To, které řešeńı iteračńım postupem
źıskáme, bude záviset na volbě počátečńı aproximace řešeńı.

b) Zde označme F =

(
f1(x, y)
f2(x, y)

)
. Newtonova metoda pro soustavu dvo rovnic o dvou neznámých má

tvar

X(1) = X(0) −
(
F′
(
X(0)

))−1

· F
(
X(0)

)
nebo také můžeme psát

F′
(
X(0)

)
X(1) = F′

(
X(0)

)
X(0) − F

(
X(0)

)
tedy, po vyjádřeńı Jacobiovy matice máme(

2x 1
−e−x −1/2

)
(x,y)=(0,1)

X(1) =

(
2x 1

−e−x −1/2

)
(x,y)=(0,1)

(
1
1

)
−
(
x2 + y − 2
e−x − 1/2y

)
(x,y)=(0,1)(

0 −1
−1 −1/2

)
X(1) =

(
0 −1
−1 −1/2

)(
1
1

)
−
(

−1
−1/2

)
=

(
0
−1

)
Řešeńı této soustavy vede na

X(1) =

(
1
0

)
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6 Obyčejné diferenciálńı rovnice, Cauchyova úloha

6.1 Cauchyova úloha

Existence a jednoznačnost
Postačuj́ıćı podmı́nkou existence a jednoznačnosti úlohy

y′ = f(x, y), y(x0) = y0

je spojitost funkce f a spojitost jej́ıparciálńı derivace ∂f
∂y . Pokud pro funkce f = (f1(x), ..., fn(x))

T : R 7→
Rn a y = (y1(x), ..., yn(x))

T : R 7→ Rn uvažujeme úlohu

y′ = f(y(x), x), y(x0) = y0

potom je pro existenci a jednoznačnost Cauchyovy úlohy potřeba spojitost funkce f a dále všech parciálńıch
derivaćı ∂fi

∂yj
, ∀i, j = 1, ..., n.

Převod rovnice vyšš́ıho řádu
Každá obyčejná diferenciálńı rovnice k−tého řádu (k > 1) lze převést do tvaru

y′ = f(y(x), x), y(x0) = y0

.
Např́ıklad pro rovnici druhého řádu y′′ = G(x, y, y′) můžeme po substituci z1 = y, z2 = y′ psát

d

dx

(
z1
z2

)
=

(
z2

G(x, z1, z2)

)

6.2 Numerické řešeńı Cauchyovy úlohy

Náhrady 1. derivace
Necht’ je funkce f ∈ C2(I), interval I = ⟨a, b⟩ a body x, x+ h ∈ I, potom plat́ı

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
+O(h) a f ′(x) =

f(x)− f(x− h)

h
+O(h)

Numerické řešeńı
Zaved’me nyńı následuj́ıćı označeńı. Přesné řešeńı y = y(x) pro x ∈ ⟨a, b⟩ Cauchyovy úlohy nyńı budeme
hledat v bodech xn = a + nh, kde h > 0 je tzv. krok numerické metody. Hodnoty přesného řešeńı v
bodech xn zde tedy aproximujeme jako y(xn) ≈ yn.

6.3 Explicitńı Eulerova metoda

Je dána Cauchyva úloha y′ = f(x, y), y(x0) = y0 (pro vektorové funkce je výsledný vzorec analogický).
Voĺıme y0 = y(x0) a krok h > 0. Hodnoty přibližného řešeńı vypočteme předpisem

yn+1 = yn + hf(xn, yn)

Ř́ıkáme, že hodnoty yn jsou vypočtené explicitně (explicitńı Eulerova metoda).

6.4 Implicitńı Eulerova metoda

Je dána Cauchyva úloha y′ = f(x, y), y(x0) = y0 (pro vektorové funkce je výsledný vzorec analogický).
Voĺıme y0 = y(x0) a krok h > 0. Hodnoty přibližného řešeńı vypočteme předpisem

yn+1 − hf(xn, yn+1) = yn

Ř́ıkáme, že hodnoty yn jsou vypočtené užit́ım implicitńı Eulerovy metody.
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6.5 Př́ıklady ze cvičeńı

6.5.1 Př́ıklad(Opakováńı)

Určete přesné řešeńı úlohy s počátečńı podmı́nkou y(0) = D > 0. Načrtněte graf.

a) y′ = 1

b) y′ = y

c) y′ = 4y

Řešeńı:

a) y = x+D

b) y = Dex

c) y = De4x

6.5.2 Př́ıklad(Opakováńı)

Zopakujte si postup řešeńı

a) y′′ − 3y′ + 2y = 0, y(0) = 1, y′(0) = −1

b) ẍ+ ω2x = 0, x(0) = A, ẋ(0) = 0, ω > 0

c) ẍ+ 2ẋ+ 2x = f(t), x(0) = A, ẋ(0) = 0

Pozn.: Pro lineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu v obecném tvaru

y′′(x) + 2by′(x) + c2y(x) = 0

hledáme řešeńı ve tvaru
y(x) = eλx, λ ∈ C

po dosazeńı máme (
λ2 + 2bλ+ c2

)
eλx = 0

Tedy

λ1,2 = −b±
√
b2 − c2

Řešeńı je potom dáno vztahem

y(x) = e−bx
(
C1e

x
√
b2−c2 + C2e

−x
√
b2−c2

)
kde konstanty C1 a C2 urč́ıme z počátečńıch podmı́nek. Dále využijeme známého Eulerova vzorce

eα+iβ = ea
(
cos(β) + i sin(β)

)
, α, β ∈ R

Pokud nav́ıc λ1 = λ2 = −b, tak muśıme upravit obecný tvar řešeńı, aby byl tzv. funkcionálně nezávislý

y(x) = C1e
−bx + C2xe

−bx
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Řešeńı:

a) Zde b = −3/2 a c =
√
2, máme tedy

y(x) = C1 exp
[
x
(
3
2 +

√
9
4 − 2

)]
+ C2 exp

[
x
(
3
2 −

√
9
4 − 2

)]
y(x) = C1 exp(2x) + C2 exp(1x)

Z počátečńıch podmı́nek máme

1 = C1 + C2

−1 = 2C1 + C2

Tedy
y(x) = −2 exp(2x) + 3 exp(x) x ∈ R

b) Zde b = 0 a c2 = ω2, máme tedy

x(t) = C1 exp
(
− iωt

)
+ C2 exp

(
+ iωt

)
x(t) = C1

[
cos(−ωt) + i sin(−ωt)

]
+ C2

[
cos(ωt) + i sin(ωt)

]
x(t) = C̄1 cos(ωt) + C̄2 sin(ωt)

Z počátečńıch podmı́nek máme

A = C̄1

0 = ωC̄2

Tedy
x(t) = A cos(ωt) t ∈ R

c) Zde řeš́ıme nehomogenńı diferenciálńı rovnici 2.̌rádu s konstantńımi koeficienty. Můžeme využ́ıt po-
znatku, že celkové řešeńı dané rovnice lze napsat jako součet řešeńı rovnice homogenńı a libovolného
partikulárńıho řešeńı

x(t) = x(t)H + x(t)P

Nyńı jde o to jak nalézt partikulárńı řešeńı pro obecnou funkci f(t). Pokud je funkce pravé strany
f(t) ve speciálńım tvaru

f(t) = ert
(
Pk(t) cos(st) +Qk̃(t) sin(st)

)
pak můžeme partikulárńı řešeńı hledat v obdobném tvaru

x(t) = tlert
(
P̃m(t) cos(st) + Q̃m(t) sin(st)

)
kde P̃m a Q̃m jsou polynomy m-tého stupně, m = max k, k̃ a l je násobnost č́ısla r + is jako
kořene charaktreristické rovnice. Rovnici s obecno pravou strano lze řešit např. pomoćı Laplaceovy
transormace, nebo pomoćı variace konstant pro tvar převedený na soustavu 1.̌rádu. Tento postup
zde ukážeme.

Nejprve převedeme rovnici na soustavu 1.̌rádu(
ẋ1
ẋ2

)
=

(
0 1
−2 −2

)(
x1
x2

)
+

(
0
f(t)

)
Kde jsme použili značeńı x1(t) = x(t) a x2(t) = ẋ1. Jedná se o soustavu lineárńıch diferenciálńıch
rovnic s konstantńımi koeficienty. Tvar homogenńıho řešeńı źıskáme pomoćı charakteristického po-
lynomu (všimněte si, že polynom je až na znaménko stejný jako u rovnice 2. řádu)

λ2 + 2λ+ 2 = 0, λ1 = −1 + i, λ2 = −1− i

Vλ1
=

(
1

−1 + i

)
Vλ2

=

(
1

−1− i

)
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Homogeńı část řešeńı je tedy(
x1(t)
x2(t)

)
H

= C1e
λ1t

(
1

−1 + i

)
+ C2e

λ2t

(
1

−1− i

)
C1, C2 ∈ C

nebo-li

XH(t) =

(
e(−1+i)t e(−1−i)t

(−1 + i)e(−1+i)t (−1− i)e(−1−i)t

)
C

kde X = (x1, x2)
T a C = (C1, C2)

T . Homogenńı řešeńı lze dále (s využit́ım Eulerova vzorce) upravit
na

XH(t) = e−t

(
cos(t) sin(t)

(− cos(t)− sin(t)) (− sin(t) + cos(t))

)
C

kde C je nyńı obecně jiný vektor konstant. Pokud nyńı označ́ıme matici soustavy jako Φ(t) můžeme
psát ještě kompaktněji

XH = Φ(t)C

Pro celkové řešeńı potom, s využit́ım linearity máme

X = Φ(t)C +XP

kde XP je partikulárńı řešeńı.

Podtata metody variace konstant spoč́ıvá v tom, že partikulárńı řešeńı soustavy hledáme ve tvaru

XP = Φ(t)C(t)

kde C(t) = (C1(t), ..., Cn(t))
T jsou funkce proměnné t, které máme určit. Dosazeńım dostaneme

ẊP = Φ̇(t)C(t) + Φ(t)Ċ(t)

Pokud p̊uvodńı tvar soustavy naṕı̌seme maticově, ve tvaru

Ẋ = A(t)X +B(t)

máme po dosazeńı partikulárńıho řešeńı (s přihlédnut́ı k faktu ˙Φ(t) = A(t)Φ(t)) a úpravách

Φ(t)Ċ = B

A tedy finálńı tvar partikulárńıho řešeńı je

XP (t) = Φ(t)

∫
Φ(t)−1B(t)dt

Naše řešeńı jde tedy (pouze formálně - neznáme konkrétńı tvar funkce f(t)) napsat jako

X(t) = e−t

(
cos(t) sin(t)

(− cos(t)− sin(t)) (− sin(t) + cos(t))

)[(
C1

C2

)
+

∫
e−tf(t)

(
sin(t)

− sin(t) + cos(t)

)
dt

]
Zde, konstanty C1 a C2 bychom určili z počátečńıch podmı́nek.
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7 Numerické řešeńı Cauchyovy úlohy. Eulerova a
Collatzova metoda

Uvažujme následuj́ıćı Taylor̊uvovy rozvoje funkce f

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+
f ′′(x)

2
h2 +O(h3)

f(x− h) = f(x)− f ′(x)h+
f ′′(x)

2
h2 +O(h3)

Jejich odečteńım źıskáme
f(x+ h)− f(x− h) = 2f ′(x)h+O(h3)

Odtud lze vyjádřit 1.derivaci pomoćı tzv. centrálńı diference

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
+O(h2)

Pokud nyńı použijeme tento vztah a nahrad́ıme 1.derivaci v Eulerově metodě v bodě xn+1/2 = xn + h
2

yn+1 − yn
h

≈ y′(xn+1/2) = f(xn+1/2, y(xn+1/2))

kde na pravé straně užijeme aproximaci Taylorovým polynomem

y(xn + h/2) = y(xn) +
h

2
y′(xn) +O(h2) ≈ yn +

h

2
f(xn, yn)

Celkem dostaneme tzv. Colltzovu metodu.

Colltzova metoda
Je dána Cauchyova úloha y′(x) = f(x, y(x)), y(0) = y0. Zvoĺıme-li krok h > 0, počátečńı aproximaci dle
počátečńı podmı́nky úlohy (y0) a vypočteme hodnoty aproximaćı yn předpisem

yn+1 = yn + h · f
(
xn +

h

2
, yn +

h

2
f(xn, yn)

)
Ř́ıkáme, že přibližné hodnoty yn jsou vypočtené užit́ım Colltzovy metody.

Algoritmus Collatzovy metody

k1 = f(xn, yn)

ypom = yn +
h

2
· k1

k2 = f

(
xn +

h

2
, ypom

)
yn+1 = yn + h · k2

18



7.1 Př́ıklady ze cvičeńı

7.1.1 Př́ıklad

Je dána Cauchyova úloha

Ẋ =

1 2 0
3 4 5
0 6 7

X +

−1
−2
−3

 , X(0) =

−1
0
1


a) Užijte krok h = 0.2 a spoč́ıtejte aproximaci řešeńı X(0.2) pomoćı explcitńı Eulerovy metody.

b) Užijte krok h = 0.2 a spoč́ıtejte aproximaci řešeńı X(0.2) pomoćı implicitńı Eulerovy metody.

Řešeńı:

a) Pro úlohu
Ẋ = AX +B,

kde A je matice s konstantńımi koeficienty a B je vektor pravé strany, máme Eulerovu metodu v
následuj́ıćım tvaru

X(n+1) = X(n) + hAX(n) + hB −→X(n+1) = (E + hA)X(n) + hB (explicit.)

X(n+1) = X(n) + hAX(n+1) + hB −→X(n+1) = (E − hA)−1(X(n) + hB) (implicit.)

tedy

X(0.2) =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

+ 0.2

1 2 0
3 4 5
0 6 7

−1
0
1

+ 0.2

−1
−2
−3

 =

−1.4
0
1.8


b)

X(0.2) =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

− 0.2

1 2 0
3 4 5
0 6 7

−1 −1
0
1

+ 0.2

−1
−2
−3

 =
1

29

−55
−23
40


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8 Numerické řešeńı Cauchyovy úlohy, metody Runge-Kutty
(MATLAB)

� Obecná jednokroková metoda
Je dána Cauchyova úloha

y′ = f(x, y), y(x0) = y0

Voĺıme krok h > 0 a počátečńı aproximaci y0 = y(x0). Ř́ıkáme, že hodnoty aproximaćı yn jsou dány
obecnou jednokrokovou metodou, pokud plat́ı:

yn+1 = yn + hΦ(xn, yn, h)

� Konzistentńı metoda
Ř́ıkáme, že jednokroková metoda je konzistentńı s Cauchyovou úlohou, pokud

Φ(x, y, 0) = f(x, y) ∀x ∈ ⟨a, b⟩, y ∈ R

a funkce Φ = Φ(x, y, h) je spojitá.

� L-lipschitzovská funkce
O funkci Φ(x, y, h) řekneme, že je L-lipschitzovská v argumentu y, jestliže existuje CL > 0 takové,
že

|Φ(x, y1, h)− Φ(x, y2, h)| ≤ CL|y1 − y2|

� Konvergence metody
Řekneme, že obecná jednokroková metoda je konvergentńı, pokud pro libovolné x ∈ ⟨a, b⟩

lim
h→0+,x=xn

yn = y(x)

kde yn je přibližné řešeńı v uzlu xn = x a y(x) je přesné řešeńı.

� Řád numerické metody
Ř́ıkáme, že obecná jednokroková metoda je řádu p, pokud existuje konstanta C > 0, taková, že pro
libovolné x ∈ ⟨a, b⟩, y ∈ R a h ∈ (0, h0):

|δ(x, y, h)| = |Φ(x, y, h)−∆(x, y, h)| ≤ Chp

� Metody typu Runge-Kutta (RK)
Metody Runge-Kutta jsou jednokrokové metody, kde př́ır̊ustkovou funkci hledáme ve tvaru

Φ(x, y, h) =

M∑
i=1

ωjki, kdeki = f(x+ αih, y + h

i−1∑
j=1

βijkj)

Koeficienty ωi, αi, βij hledáme tak, aby metoda byla co nejpřesněǰśı.
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� RK4
Je dána Cauchyova úloha. Voĺıme y0 = y(x0), krok h > 0 a vypočteme posloupnost aproximaćı
{yn} předpisem

yn+1 = yn +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4),

kde

k1 = f(xn, yn),

k2 = f(xn + h/2, yn + k1h/2),

k3 = f(xn + h/2, yn + k2h/2),

k4 = f(xn + h, yn + k3h)

Pak ř́ıkáme, že hodnoty aproximaćı yn jsou vypočteny pomoćı Rungeovy-Kuttovy metody 4. řádu.
Lokálńı relativńı aproximačńı chyba je 4. řádu, tj. O(h4).

� Pozn.:
Collatzova metoda je vlastně Rungeova-Kuttova metoda 2.̌rádu
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8.1 Př́ıklady ze cvičeńı

8.1.1 Př́ıklad

Výchylka mechanického oscilátoru x(t) je v bezrozměrném tvaru popsána

mẍ+ dẋ+ kx =
1

10t+ 1
sin(50πt), x(0) = 0.05, ẋ(0) = 0

kde m = 0.1 a k = 4.2.

a) Určete fundamentálńı systém řešeńı homogenńı rovnice a určete frekvenci jeho kmit̊u (pro tento
účel položme d = 0).

b) Pro d = 0.01 určete přibližné kořeny charakteristické rovnice. Na základě výsledk̊u a) a kořen̊u
charakteristické rovnice rozhodněte, zda volba kroku h = 0.2 je vhodná pro Eulerovu explicitńı
metodu.

c) (MATLAB) Volte krok h vhodně a užijte Collatzovu metodu pro určeńı hodnot řešeńı v intervalu
[0, 3].

d) (MATLAB) Volte krok h vhodně a užijte RK4 pro určeńı hodnot řešeńı v intervalu [0, 3].

Řešeńı:

a) Pro d = 0 urč́ıme fundametálńı systém:

mλ2 + k = 0 ⇒ λ1 = +i

√
k

m
, λ2 = −i

√
k

m

Homogenńı část obecného řešeńı je tedy dána vztahem:

xH(t) = C1 sin

(√
k

m
· t

)
+ C2 cos

(√
k

m
· t

)

Fundamentálńı systém je tedy:

Φ1(t) = sin

(√
k

m
· t

)
, Φ2(t) = cos

(√
k

m
· t

)

b) Pro d = 0.01 mmáme charakteristickou rovnici ve tvaru:

mλ2 + 0.01λ+ k = 0 ⇒ λ1,2 =
−0.01±

√
0.012 − 4mk

2m
≈ λ1,2 =

−0.01

2m
± i

√
k

m

Po dosazeńı zadaných parametr̊u máme:

λ1 = −0.05 + i
√
42 λ2 = −0.05−

√
42

Homogenńı část obecného řešeńı bude ve tvaru:

xH(t) = e−0.05t
[
C1 sin

(√
42 · t

)
+ C2 cos

(√
42 · t

)]
Jelikož

√
42 ≈ 2π, tak při volbě kroku h = 0.2 bychom se trefili do intervalu ⟨0, 2π⟩ přibližně 5-krát

v rámci jedné preriody sinusovky. Pro bud́ıćı śılu

1

10t+ 1
sin(50πt)

by to potom bylo dokonce pouze 0.2-krát! Zkusme proto volit krok h = 1
250 . V tomto př́ıpaě

zachyt́ıme pr̊uběh bud́ıćı śıly pomoćı 10-ti hodnot (1 pr̊uběh sinusovky).
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9 Okrajová úloha pro ODR, metoda śıt́ı

� Okrajová úloha
V technických problémech se často řeš́ı úlohy zadané pomoćı tzv. okrajových podmı́nek.
Řešeńı hledáme na intervalu I = (a, b) a v krajńıch bodech a a b jsou předepsány okrajové podmı́nky

� Samoadjungovaný tvar úlohy
Existenci a jednoznačnost úloh lze dokázat např. pro rovnice zapsané v tzv. samoadjungovaném
tvaru (tvar, v kterém jsou fyzikálńı úlohy často zapsány).

� Okrajová úloha pro lineárńı ODR 2. řádu Hledáme funkci y = y(x) takovou, že plat́ı:

a)

−(p(x)y′)′ + q(x)y = f(x), pro x ∈ (a, b),

b)
α1y

′(a) + α2y(a) = α3, β1y
′(b) + β2y(b) = β3

kde |α1|+ |α2| ≠ 0, |β1|+ |β2| ≠ 0

Klasickým řešeńım této úlohy rozumı́me funkci y ∈ C2(⟨a, b⟩), která splňuje rovnici i okrajové
podmı́nky.

� Existence a jednoznačnost
Necht’ p(x), p′(x), q(x), f(x) jsou spojité na ⟨a, b⟩ a nav́ıc ∀x ∈ ⟨a, b⟩ : p(x) > 0, q(x) ≥ 0. Pak
existuje právě jedno řešeńı y(x) dané okrajové úlohy (s výjimkou př́ıpadu α2 = β2 = 0, q(x) ≡ 0)

9.1 Numerické řešeńı úlohy v samoadjungovaném tvaru
pomoćı metody śıt́ı

� Řešeńı hledáme na intervalu I = ⟨a, b⟩.

� Voĺıme krok h = (b− a)/n a śıt’ v bodech xi = a+ ih

� Aproximace bodech y(xi) ≈ yi

qy
∣∣
xi

≈ qiyi

f
∣∣
xi

≈ fi

−(py′)′
∣∣
xi

≈
pi+1/2y

′(xi + h/2)− pi−1/2y
′(xi − h/2)

h

kde

y′(xi − h/2) ≈ yi − yi−1

h
, y′(xi + h/2) ≈ yi+1 − yi

h

Po náhradě p̊uvodńı rovnice v uzlech výpočetńı śıtě dostaneme následuj́ıćı tvar

−pi−1/2yi−1 + (pi+1/2 + pi−1/2 + h2qi)yi − pi+1/2yi+1 = h2fi

Což je i−tá rovnice výsledné soustavy

AhY = Fh

� Při náhradách derivaćı jsme se celkově dopustili chyby O(h2)

� Pro p(x), q(x) ∈ C(⟨a, b⟩) a p(x) > 0, q(x) ≥ 0 pro libovolné x ∈ ⟨a, b⟩. Pak matice Ah je

– ODD

– SPD

– tř́ıdiagonálńı
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9.2 Př́ıklady ze cvičeńı

9.2.1 Př́ıklad

Je dána Dirichletova okrajová úloha:

−y′′ = 4− x2, y(−2) = 2, y(2) = 0

a) Zapǐste postačuj́ıćı podmı́nky pro existenci a jednoznačnost řešeńı okrajové úlohy v samoadjungo-
vaném tvaru. Ověřte, zda jsou splněny.

b) Určete přesné řešeńı dané úlohy. Návod: Užijte integraci a určete integračńı konstanty.

c) Užit́ım Taylorova rozvoje odvod’te náhradu y′′(x) pomoćı hodnot funkce y(x), y(x± h).

d) Volte krok h = 1 a zapǐste śıt’ové rovnice pro aproximaci dané úlohy. Proved’te jeden krok Gaussovy-
Seidelovy iteračńı metody, X(0) volte jako pravou stranu soustavy.

Řešeńı:

a) Uvažujme úlohu:

−(p(x)y′)′ + q(x)y = f(x), pro x ∈ (a, b),

α1y
′(a) + α2y(a) = α3,

β1y
′(b) + β2y(b) = β3

kde |α1|+ |α2| ≠ 0, |β1|+ |β2| ≠ 0

Necht’ p(x), p′(x), q(x), f(x) jsou spojité na ⟨a, b⟩ a nav́ıc ∀x ∈ ⟨a, b⟩ : p(x) > 0, q(x) ≥ 0. Pak
existuje právě jedno řešeńı y(x) dané okrajové úlohy (s výjimkou př́ıpadu α2 = β2 = 0, q(x) ≡ 0).

Zde p = 1, q = 0, f = 4− x2, tedy podmı́nky pro existenci a jednoznačnost jsou splněny.

b) Dvojitou integraćı dané rovnice źıskáme:

y(x) =
x4

12
− 2x2 + C1x+ C2

kde konstanty C1, C2 źıskáme dosazeńım okrajových podmı́nek. Vyjde C1 =
−1

2
, C2 =

23

3
. Tedy

máme:

y(x) =
1

12
(x4 − 24x2 − 6x+ 92)

c) Z Taylorova rozvoje máme:

y(x+ h) = y(x) + y′(x)h+
1

2
y′′(x)h2 +

1

6
y′′′h3 +O(h4)

y(x− h) = y(x)− y′(x)h+
1

2
y′′(x)h2 − 1

6
y′′′h3 +O(h4)

y(x+ h) + y(x− h) = 2y(x) + y′′(x)h2 +O(h4)

y′′(x) =
y(x+ h)− 2y(x) + y(x− h)

h2
+O(h2)

d) Pro h = 1 dostaneme následuj́ıćı body śıtě: x ∈ {−2,−1, 0, 1, 2}. Pro body, které nejsou okrajovými
pak sestav́ıme śıt’ové rovnice:

−p−1.5y−2 + (p−0.5 + p−1.5 + h2q−1)y−1 − p−0.5y0 = h2f−1

−p−0.5y−1 + (p0.5 + p−0.5 + h2q0)y0 − p0.5y1 = h2f0

−p0.5y0 + (p1.5 + p0.5 + h2q1)y1 − p1.5y2 = h2f1
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Po dosazeńı okrajových podmı́nek y−2 = 2, y2 = 0 a funkćı p = 1, q = 0, f = 4− x2 vyjádřených v
uzlových bodech. Dostaneme  2 −1 0

−1 2 −1
0 −1 2

y−1

y0
y1

 =

1
4
3


Pro Gaussovu-Seidelovu iteračńı metodu pro soustavu AY = B s volbou Y (0) = B = (1, 4, 3)T

dostaneme pro Y (1) = (y
(1)
−1 , y

(1)
0 , y

(1)
1 )T :

y
(1)
−1 =

1

a11

(
b1 − (a12y

(0)
0 + a13y

(0)
1 )
)
=

1

2

[
1−

(
(−1)(4) + (0)(3)

)]
=

5

2

y
(1)
0 =

1

a22

(
b2 − (a21y

(1)
−1 + a23y

(0)
1 )
)
=

1

2

[
4−

(
(−1)(

5

2
) + (−1)(3)

)]
=

19

4

y
(1)
1 =

1

a33

(
b3 − (a31y

(1)
−1 + a32y

(1)
1 )
)
=

1

2

[
3−

(
(0)(

5

2
) + (−1)(

19

4
)
)]

=
31

8

9.2.2 Př́ıklad

Rovnice popisuj́ıćı rozložeńı teploty v 1D tělese (κ = 0.35)

− d

dx

(
κ
dT

dx

)
= 0 T (−2) = 10, T (2) = 0.

a) Zapǐste postačuj́ıćı podmı́nky pro existenci a jednoznačnost řešeńı okrajové úlohy v samoadjungo-
vaném tvaru. Ověřte, zda jsou splněny.

b) Užit́ım Taylorova rozvoje odvod’te náhradu y′(x) pomoćı hodnot funkce y(x), y(x± h).

c) Zapǐste śıt’ové rovnice pro krok h = 1. Proved’te jeden krok Jacobiovy iteračńı metody, X(0) volte
jako pravou stranu soustavy.

Řešeńı:

a) Podmı́nky pro existenci a jednoznačnost jsou zřejmě splněny, viz výše.

b) Již odvozeno, viz výše.

c) Pro h = 1 dostaneme následuj́ıćı body śıtě: x ∈ {−2,−1, 0, 1, 2}. Pro body, které nejsou okrajovými
pak sestav́ıme śıt’ové rovnice:

−p−1.5T−2 + (p−0.5 + p−1.5 + h2q−1)T−1 − p−0.5T0 = h2f−1

−p−0.5T−1 + (p0.5 + p−0.5 + h2q0)T0 − p0.5T1 = h2f0

−p0.5T0 + (p1.5 + p0.5 + h2q1)T1 − p1.5T2 = h2f1

Po dosazeńı okrajových podmı́nek T−2 = 10, T2 = 0 a funkćı p = κ = 0.35, q = 0, f = 0 vyjádřených
v uzlových bodech. Dostaneme v maticovém tvaru:

κ

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

T−1

T0
T1

 = κ

10
0
0


Pro Jacobiovu iteračńı metodu pro soustavu AT = B s volbou T (0) = B = (10, 0, 0)T dostaneme

pro T (1) = (T
(1)
−1 , T

(1)
0 , T

(1)
1 )T :

T
(1)
−1 =

1

a11

(
b1 − (a12T

(0)
0 + a13T

(0)
1 )

)
=

1

2

[
10−

(
(−1)(0) + (0)(0)

)]
= 5

T
(1)
0 =

1

a22

(
b2 − (a21T

(0)
−1 + a23T

(0)
1 )

)
=

1

2

[
0−

(
(−1)(10) + (−1)(0)

)]
= 5

T
(1)
1 =

1

a33

(
b3 − (a31T

(1)
−1 + a32T

(1)
1 )

)
=

1

2

[
0−

(
(0)(10) + (−1)(0)

)]
= 0
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9.2.3 Př́ıklad

Rovnice popisuj́ıćı rozložeńı teploty je zapsána ve tvaru

− d

dr

(
0.1r

dϕ

dr

)
= 0 ϕ(1) = 100, ϕ(2) = 20.

a) Zapǐste postačuj́ıćı podmı́nky pro existenci a jednoznačnost řešeńı okrajové úlohy v samoadjungo-
vaném tvaru. Ověřte, zda jsou splněny.

b) Zapǐste śıt’ové rovnice pro krok h = 0.25. Proved’te jeden krok Jacobiovy iteračńı metody, X(0)

volte jako pravou stranu soustavy.

Řešeńı:

a) Podmı́nky pro existenci a jednoznačnost jsou zřejmě splněny, viz výše.

b) Podobně jako výše, i zde můžeme celou rovnici vydělit konstantou 0.1, poté dostaneme

− d

dr

(
r
dϕ

dr

)
= 0 ϕ(1) = 100, ϕ(2) = 20.

Pro r ∈ {1, 1.25, 1.5, 1.75, 2} máme aproximaci řešeńı v śıt’ových uzlech: ϕ1 := ϕ(1) = 100, ϕ2 ≈
ϕ(1.25), ϕ3 ≈ ϕ(1.5), ϕ4 ≈ ϕ(1.75), ϕ5 := ϕ(2) = 20. Po dosazeńı q(r) = 0, p(r) = r a f(r) = 0
dostaneme následuj́ıćı soustavu rovnic:

−1.125ϕ1 + 2.5ϕ2 − 1.375ϕ3 = 0

−1.375ϕ2 + 3ϕ3 − 1.625ϕ4 = 0

−1.625ϕ3 + 3.5ϕ4 − 1.875ϕ5 = 0

což spolu s okrajovými podmı́nkami ϕ1 = 100 a ϕ5 = 20 dává soustavu: 2.5 −1.375 0
−1.375 3 −1.625

0 −1.625 3.5

ϕ2ϕ3
ϕ4

 =

112.5
0

37.5


Pro Jacobiovu iteračńı metodu pro soustavu AΦ = B s volbou Φ(0) = B = (112.5, 0, 37.5)T dosta-

neme pro Φ(1) = (ϕ
(1)
2 , ϕ

(1)
3 , ϕ

(1)
4 )T :

ϕ
(1)
2 =

1

a11

(
b1 − (a12ϕ

(0)
3 + a13ϕ

(0)
4 )
)
=

1

2.5

[
112.5−

(
(−1.375)(0) + (0)(37.5)

)]
= 45

ϕ
(1)
3 =

1

a22

(
b2 − (a21ϕ

(0)
2 + a23ϕ

(0)
4 )
)
=

1

3

[
0−

(
(−1.375)(112.5) + (−1.625)(37.5)

)]
= 71.875

ϕ
(1)
4 =

1

a33

(
b3 − (a31ϕ

(0)
2 + a32ϕ

(0)
3 )
)
=

1

3.5

[
37.5−

(
(0)(112.5) + (−1.625)(0)

)]
=

75

7
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10 Dirichletova okrajová úloha pro Poissonovu rovnici

� Klasifikace parciálńıch diferenciálńıch rovnic
Obecný př́ıpad nelineárńı parciálńı diferenciálńı rovniceN−tého řádu můžeme napsat v následuj́ıćım
tvaru:

F

(
xi, u, ∂i1(u), ∂

2
i1,i2(u), ..., ∂

N
i1,i2,...iN (u)

)
= 0,

kde u = u(x1, x2, ..., xM ) je neznámou funkćıM proměnných a parciálńı derivaci N -tého řádu podle
proměnných xi1 , ..., xiN , kde i1, i2, ..., iN ∈ {1, 2, ...,M} znač́ıme jako:

∂Ni1,i2,...iN (u) :=
∂Nu

∂xi1∂xi2 ...∂xiN

Obecný př́ıpad nelineárńı parciálńı diferenciálńı rovnice 2. řádu pro 2 nezávislé proměnné (x, y) pro
neznámou funkci u = u(x, y) má potom následuj́ıćı formu:

F

(
x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂2u

∂x2
,
∂2u

∂x ∂y
,
∂2u

∂y2

)
= 0.

Uvažujme nyńı ještě konkrétněǰśı tvar parciálńı diferenciálńı rovnice:

A∂x,x(u) + 2B∂x,y(u) + C∂y,y(u) + 2D∂x(u) + 2E∂y(u) + Fu = h(x, y) (♣)

kde A, ..., F jsou konstanty. Źıskáme tzv. lineárńı parciálńı diferenciálńı rovnici 2.̌rádu s kon-
stantńımi koeficienty. Označme nyńı:

∆ =

∣∣∣∣A B
B C

∣∣∣∣ = AC −B2

Pak pro ř́ıkáme, že daná rovnice (♣) je pro:

· D > 0: eliptického typu

· D = 0: parabolického typu

· D < 0: hyperbolického typu

� Poissonovu rovnice
Dále se budeme zabývat př́ıpadem eliptické rovnice pro 2 nezávislé proměnné (x, y):

−
(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
= f(x, y)

kterou nazýváme Poissonova rovnice. Zavedeńım diferenciálńıho operátoru

∆ = ∇ · ∇ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
,

tzv. Laplaceova operátoru, můžeme psát Poissonovu rovnici v kompaktńım tavru:

−∆u = f

� Dirichletova úloha pro Poissonovu rovnici
Hledáme funkci u = u(x, y) : Ω → R takovou, že splňuje

−∆u = f ∀(x, y) ∈ Ω,

u = φ ∀(x, y) ∈ ∂Ω

Zde f a φ jsou funkce, tj. f = f(x, y) a φ = φ(x, y). Řešeńım je funkce u ∈ C2, která slpňuje danou
rovnici i okrajovou podmı́nku.
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� Numerické řešeńı Dirichletova úlohy pro Poissonovu rovnici

· metoda śıt́ı (konečných diferenćı)

· aproximace řešeńı: Ui,j ≈ u(Pi,j) = ui,j , kde Pi,j = P0 + ih

(
1
0

)
+ jh

(
0
1

)
, kde P0 ∈ R2 je

nějaký libovolný bod.

· náhrady parciálńıch derivaćı:

∂2u

∂x2
(Pi,j) =

ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

h2
+O(h2)

∂2u

∂y2
(Pi,j) =

ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

h2
+O(h2)

· náhrada v p̊uvodńı rovnici:

−ui−1,j − ui+1,j + 4ui,j − ui,j−1 − ui,j+1 = h2fi,j +O(h4)

· aproximovaná rovnice v (regulárńıch) uzlech:

−Ui−1,j − Ui+1,j + 4Ui,j − Ui,j−1 − Ui,j+1 = h2fi,j

Obrázek 1: Schéma śıtě pro numerickou metodu konečných diferenćı. Označeńı: # -
regulárńı uzel, # - neregulárńı uzel,  - hraničńı uzel

� Realizace okrajové podmı́nky v neregulárńım uzlu śıtě

· Př́ımý přenos: Hodnotu v neregulárńım uzlu UN nahrad́ıme hodnotou nejbližš́ı okrajové
podmı́nky

UN = u(Q)

Tato náhrada je ovšem pouze řádu O(h).
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· Lineárńı interpolace: Hodnotu v neregulárńım uzlu UN nahrad́ıme pomoćı lineárńı interpo-
lace

UN − UQ

δ · h
=
UR − UQ

h

Tato náhrada je řádu O(h2).

Obrázek 2: Schéma śıtě pro numerickou metodu konečných diferenćı. Označeńı: # -
regulárńı uzel, # - neregulárńı uzel,  - hraničńı uzel
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10.1 Př́ıklady ze cvičeńı

10.1.1 Př́ıklad

Je dána okrajová úloha:

−∂
2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 0.5

v oblasti Ω ⊂ R2 dané jako vnitřek čtyřúhelńıku [0; 0], [1.5; 0], [1; 1], [0.5; 1]. Na hranici oblasti ∂Ω je daná
okrajová podmı́nka u(x, y) = x+ y.

a) Sestavte śıt’ové rovnice v uzlech śıtě lež́ıćıch na př́ımce y = 0.25, které vzniknou při řešeńı úlohy
metodou śıt́ı s krokem h = 0.25 (v neregulárńıch uzlech užijte lineárńı interpolaci)

Řešeńı:

a) .

Obrázek 3: Schéma śıtě pro numerickou metodu konečných diferenćı. Označeńı: # -
regulárńı uzel, # - neregulárńı uzel,  - hraničńı uzel

Śıt’ové rovnice pro body lež́ıćı na př́ımce y = 0.25 jsou:

U2,1 − U1,1

h
=
U1,1 − UQ1

δ · h
−U1,1 − U3,1 + 4U2,1 − U2,0 − U2,2 = h2f2,1

−U2,1 − U4,1 + 4U3,1 − U3,0 − U3,2 = h2f3,1

−U3,1 − U5,1 + 4U4,1 − U4,0 − U4,2 = h2f4,1

U4,1 − U5,1

h
=
U5,1 − UQ2

δ · h

kde uzel śıtě je definován jako Pi,j = (i ·h, j ·h) = (0.25i, 0.25j). Po dosazeńı okrajových podmı́nek:
UQ1 = u(0.125, 1) = 1.125, U2,0 = u(0.5, 0) = 0.5, U3,0 = u(0.75, 0) = 0.75, U4,0 = u(1, 0) = 1,
UQ2 = u(1.25, 1) = 2.25, fi,j = 0.5 a vztahu δ · h = 0.125 dostaneme soustavu rovnic:

−U3,1 +
11

3
U2,1 − U2,2 = 0.03125 + 0.5 + 0.75 = 1.28125

−U2,1 − U4,1 + 4U3,1 − U3,2 = 0.03125 + 0.75 = 0.78125

−U3,1 +
11

3
U4,1 − U4,2 = 0.03125 + 1 + 1.5 = 2.53125
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10.1.2 Př́ıklad

Je dána Dirichletova úloha −∆u = sin(πx) sin(πy) v oblasti Ω = ⟨0, 1⟩2 s okrajovou podmı́nkou
u(x, y) = xy na hranici ∂Ω

a) Načrtněte obrázek s č́ıslováńım uzl̊u pro h =
1

3

b) Ověřte, zda pro v(x, y) =
1

2π2
sin(πx) sin(πy) plat́ı −∆v = sin(πx) sin(πy)

c) Sestavte śıt’ové rovnice.

Řešeńı:

a) .

Obrázek 4: Schéma śıtě pro numerickou metodu konečných diferenćı. Označeńı: # -
regulárńı uzel,  - hraničńı uzel

b) Jelikož plat́ı

∂

∂x

(
f(x)g(y)

)
=
∂f

∂x
· g(y)

∂

∂y

(
f(x)g(y)

)
=
∂g

∂y
· f(x)

máme pro v(x, y) = f(x)g(y) =
1

2π2
sin(πx) sin(πy)

− ∂2v

∂x2
− ∂2v

∂y2
=

−1

2π2

(
sin(πy)

∂2 sin(πx)

∂x2
+ sin(πx)

∂2 sin(πy)

∂y2

)
=

−1

2π2
(−π2 sin(πy) sin(πx)− π2 sin(πx) sin(πy) = sin(πx) sin(πy)

c) Śıt’ové rovnice, kde uzel śıtě je definován jako Pi,j = (i · h, j · h) = (13 i,
1
3j) jsou:

−U0,1 − U2,1 + 4U1,1 − U1,0 − U1,2 = h2f1,1

−U1,1 − U3,1 + 4U2,1 − U2,0 − U2,2 = h2f2,1

−U0,2 − U2,2 + 4U1,2 − U1,1 − U1,3 = h2f1,2

−U1,2 − U3,2 + 4U2,2 − U2,1 − U2,3 = h2f2,2
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Po dosazeńı okrajových podmı́nek Ui,j = xy na ∂Ω a funkce pravé strany fi,j = sin(πi ·h) sin(πj ·h),
kde h = 1

3 dostaneme:

0− U2,1 + 4U1,1 − 0− U1,2 =
1

9

√
3

2

√
3

2

−U1,1 − 1 · 1
3
+ 4U2,1 − 0− U2,2 =

1

9

√
3

2

√
3

2

−0− U2,2 + 4U1,2 − U1,1 −
1

3
· 1 =

1

9

√
3

2

√
3

2

−U1,2 − 1 · 2
3
+ 4U2,2 − U2,1 −

2

3
· 1 =

1

9

√
3

2

√
3

2

Finálńı tvar je tedy

−U2,1 + 4U1,1 − U1,2 =
1

12

−U1,1 + 4U2,1 − U2,2 =
5

12

−U2,2 + 4U1,2 − U1,1 =
5

12

−U1,2 + 4U2,2 − U2,1 =
17

12
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11 Rovnice vedeńı tepla

� Smı́̌sená úloha pro rovnici vedeńı tepla

· parabolická diferenciálńı rovnice (zde v 1D)

∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f(x, t) (♠)

Zde u = u(x, t) je teplota, p je kladná konstanta, t je čas, f(x, t) jsou tepelné zdroje.

· řeš́ıme na oblasti QT = (a, b)× (0, T )

· počátečńı podmı́nka:
u(x, 0) = φ(x) pro x ∈ ⟨a, b⟩ (♣)

· okrajové podmı́nky pro t ≥ 0:
u(a, t) = α(t)

u(b, t) = β(t)
(♦)

· Podmı́nky souhlasu:
φ(a) = α(0), φ(b) = β(0)

� Řešeńı smı́̌sené úlohy pro rovnici vedeńı tepla
Funkci u = u(x, t), u ∈ C2(QT ) ∪ C(Q̄T ) nazveme řešeńım úlohy (také klasickým řešeńım), pokud
u(x, t) splňuje rovnici (♠) v oblasti QT , počátečńı podmı́nku (♣) a okrajové podmı́nky (♦).

� Metoda śıt́ı pro rovnici vedeńı tepla

· Aproximace hodnoty řešeńı v śıt’ových uzlech

P k
i = [xi, tk], Uk

i ≈ uki := u(xi, tk)

· Explicitńı schéma
Uk+1
i − Uk

i

τ
= p

Uk
i−1 − 2Uk

i + Uk
i+1

h2
+ fki

kde τ je časový krok a h je prostorový krok. Pokud zavedeme σ = pτ
h2 a roznásob́ıme rovnici,

dostaneme

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τfki

Lze ukázat, že jsme se při aproximaci řešeńı dopustioli chyby O(τ + h2).

· Podmı́nka stability explicitńıho schématu: σ =
pτ

h2
≤ 1

2
.

· Implicitńı schéma

Uk+1
i − Uk

i

τ
= p

Uk+1
i−1 − 2Uk+1

i + Uk+1
i+1

h2
+ fk+1

i

kde τ je časový krok a h je prostorový krok. Pokud zavedeme σ = pτ
h2 a roznásob́ıme rovnici,

dostaneme

−σUk+1
i−1 + (1 + 2σ)Uk+1

i − σUk+1
i+1 = Uk

i + τfk+1
i

Lze ukázat, že jsme se při aproximaci řešeńı dopustioli chyby O(τ + h2).

· Implicitńı schéma je nepomı́něně stabilńı (lze volit libovolné hodnoty h a τ). Soustava rovnic
se SPD a ODD matićı.
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11.1 Př́ıklady ze cvičeńı

11.1.1 Př́ıklad

Je dána smı́̌sená rovnice
∂u

∂t
= 2.5

∂2u

∂x2

a) Určete typ této rovnice

b) Při zadaných podmı́nkách u(x, 0) = x(2 − x) pro x ∈ ⟨0, 2⟩ a u(0, t) = 30t, u(2, t) = 0 pro t ≥ 0
sestavte soustavu śıt’ových rovnic pro prvńı časovou vrstvu pomoćı implicitńıho schematu. Volte
h = 0.5 a τ = 0.1.

c) Rozhodněte, zda lze volit časový krok τ = 0.01, resp. τ = 1.0 aby pro daný prostorový krok bylo
užité schema stabilńı

Řešeńı:

a) Jedná se parabolickou diferenciálńı rovnici (rovnice vedeńı tepla, zde bez zdroj̊u - f(x, t) = 0)

b) .

Obrázek 5: Schéma śıtě pro numerickou metodu konečných diferenćı. Označeńı: # -
regulárńı uzel,  - počátečńı podmı́nka, # - okrajová podmı́nka,

Pro aproximaci řešeńı Uk+1
i implicitńım schématem plat́ı vztah:

−σUk+1
i−1 + (1 + 2σ)Uk+1

i − σUk+1
i = Uk

i + τfk+1
i

Pro body prvńı časové vrstvy (G,H, I) tedy máme soustavu rovnic:

−σUF + (1 + 2σ)UG − σUH = UB + τfB

−σUG + (1 + 2σ)UH − σUI = UC + τfC

−σUH + (1 + 2σ)UI − σUJ = UD + τfD

Kde hodnoty UB , UC , UD, resp. UF , UJ urč́ıme z počátečńı, resp. okrajových podmı́nek. Pro h = 0.25
a τ = 0.1 máme σ = 2.5·0.1

0.52 = 0.5. Po dosazeńı dostaneme:

−0.5(30 · 0.1) + 2UG − 0.5UH = 0.5 · (2− 0.5) + 0.1 · 0
−0.5UG + 2UH − 0.5UI = 1 · (2− 1) + 0.1 · 0
−0.5UH + 2UI − 0.5 · 0 = 1.5 · (2− 1.5) + 0.1 · 0

Tedy

2UG − 0.5UH = 2.25

−0.5UG + 2UH − 0.5UI = 1

−0.5UH + 2UI = 0.75

c) V př́ıpadě použit́ı implicitńı metody můžeme volit τ a h libovolně. Pro zvolený krok h = 0.5
bychom ale měli volit τ ≈ h2 = 0.25 abychom v odhadu řádu přesnosti měli zhruba stejné hodnoty
(O(τ + h2)).
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11.1.2 Př́ıklad

Je dána smı́̌sená úloha ∂u
∂t = 2∂2u

∂x2 − 4 s počátečńı podmı́nkou u(x, 0) = sin(πx) + x2 pro x ∈ ⟨0, 1⟩ a
okrajovými podmı́nkami u(0, t) = 0, u(1, t) = 1 pro t ≥ 0.

a) Zapǐste podmı́nky souhlasu a ověřte, zda jsou splněny. Stručně vysvětlete, co tyto podmı́nky zna-
menaj́ı a d̊uvod, proč požadujeme, aby byly splněny.

b) Zapǐste jak se nahrad́ı derivace ∂u
∂t a ∂2u

∂x2 v bodě P k+1
i při řešeńı rovnice vedeńı tepla explicitńım

schématem.

c) Volte časový krok 0.01, prostorový krok 0.25 a určete hodnotu řešeńı v bodě A = [0.5, 0.01] metodou
śıt́ı užit́ım explicitńıho schematu.

d) Ověřte, zda funkce ve tvaru u(x, t) = αx3 + βx2 + γt2 + e−ωt sin(πx) je řešeńım dané úlohy pro
nějaká α, β, γ, ω (reálná č́ısla).

Řešeńı:

a) Podmı́ky souhlasu jsou
φ(a) = α(0), φ(b) = β(0)

tedy
u(x, 0)

∣∣
x=0

= u(0, t)
∣∣
t=0

, u(x, 0)
∣∣
x=1

= u(1, t)
∣∣
t=0

sin(πx) + x2
∣∣
x=0

= 0
∣∣
t=0

sin(πx) + x2
∣∣
x=1

= 1
∣∣
t=0

Podmı́nky souhlasu jsou tedy zřejmě splněny. Splněńı těchto podmı́nek vyžadujeme proto, aby bylo
zadáńı úlohy tzv. korektńı. Tedy, aby na hranici oblasti v počátečńım čase byla všude předepsána
jednoznačná hodnota řešeńı, tj. aby počátečńı a okrajová podmı́nka v čase T = 0 nabývaly stejné
hodnoty.

b) Při použit́ı explicitńıho schématu provedeme u časové a prostorové derivace následuj́ıćı náhrady:

∂u

∂t
(P k+1

i ) =
Uk+1
i − Uk

i

τ
+O(τ)

∂2u

∂x2
(P k+1

i ) =
Uk
i−1 − 2Uk

i + Uk
i+1

h2
+O(h2)

c) Podmı́nky souhlasu jsou tedy splněny.

Obrázek 6: Schéma śıtě pro numerickou metodu konečných diferenćı. Označeńı: # -
regulárńı uzel,  - počátečńı podmı́nka, # - okrajová podmı́nka,
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Hodnota řešńı v bodě Uk+1
i pomoćı explicitńıho schématu je dána vztahem:

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τfki

Pokud nyńı dosad́ıme UB = Uk
i−1, UC = Uk

i , UD = Uk
i+1, UA = Uk+1

i , fC = fki , τ = 0.01, h = 0.25,
p = 2, σ = pτ

h2 = 0.08 máme:

UA = 0.08(UB + UD) + (1− 2 · 0.08)UC + 0.01fC

UA = 0.08
(
(sin(0.25π)+0.252)+(sin(0.75π)+0.752)

)
(1−2·0.08)(sin(0.5π)+0.52)+0.01·(−4) = 1.1731

d) Máme
∂

∂t

(
αx3 + βx2 + γt2 + e−ωt sin(πx)

)
= 2γt− ωe−ωt sin(πx)

a
∂2

∂x2

(
αx3 + βx2 + γt2 + e−ωt sin(πx)

)
= 6αx+ 2β − π2e−ωt sin(πx).

Požadujeme splněńı rovnice
∂u

∂t
= 2

∂2u

∂x2
− 4

tedy
2γt− ωe−ωt sin(πx) = 2

(
6αx+ 2β − π2e−ωt sin(πx)

)
− 4.

Tomu vyhovuj́ı hodnoty parametr̊u α = γ = 0, ω = 2π2 a β = 1. Pro řešeńı dané úlohy tedy máme:

u(x, t) = x2 + e−2π2t sin(πx)

Snadno lze ověřit, že daná funkce splňuje zadané okrajové a počátečńı podmı́nky.
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12 Vlnová rovnice

� Smı́̌sená úloha pro vlonovou rovnici

· Hyperbolická diferenciálńı rovnice (zde v 1D). Fyzikálńı interpretace: kmity struny, kde u =
u(x, t) má význam polohy (výchylky) v čase t a souřadnici x.

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
+ f(x, t) (♠)

Zde u = u(x, t) je výchylka, c je kladná konstanta (rychlost š́ı̌reńı kmit̊u), t je čas, f(x, t) je
p̊usob́ıćı śıla v bodě x a čase t.

· řeš́ıme na oblasti QT = (a, b)× (0, T )

· počátečńı podmı́nky (t = 0):

u(x, 0) = φ(x),
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x) ∀x ∈ ⟨a, b⟩ (♣)

· okrajové podmı́nky pro t ≥ 0:
u(a, t) = α(t)

u(b, t) = β(t)
(♦)

· Podmı́nky souhlasu:
ϕ(a) = α(0), ϕ(b) = β(0)

ψ(a) = α̇(0), ψ(b) = β̇(0)

� Řešeńı smı́̌sené úlohy pro vlonovou rovnici
Funkci u = u(x, t), u ∈ C2(QT ) ∪ C(Q̄T ) nazveme řešeńım úlohy (také klasickým řešeńım), pokud
u(x, t) splňuje rovnici (♠) v oblasti QT , počátečńı podmı́nku (♣) a okrajové podmı́nky (♦).

� Metoda śıt́ı pro rovnici vedeńı tepla

· Aproximace hodnoty řešeńı v śıt’ových uzlech

P k
i = [xi, tk], Uk

i ≈ uki := u(xi, tk)

· Náhrada na prvńı časové vrstvě:
Užijeme Taylorova rozvoje

U1
i ≈ u(xi, τ) = u(xi, 0) +

∂u

∂t
(xi, 0)τ +O(τ2)

Pokud zanedbáme členy druhého řádu, dostaneme

U1
i = ϕ(xi) + ψ(xi)τ

· Explicitńı schéma

Uk+1
i + 2Uk

i − Uk−1
i

τ2
= c2

Uk
i−1 − 2Uk

i + Uk
i+1

h2
+ fki

kde τ je časový krok a h je prostorový krok. Pokud zavedeme σ2 = c2τ2

h2 a roznásob́ıme rovnici,
dostaneme

Uk+1
i = σ2Uk

i+1 + 2(1− σ2)Uk
i + σ2Uk

i−1 − Uk−1
i + τ2fki

Lze ukázat, že jsme se při aproximaci řešeńı dopustili chyby O(τ2 + h2).

· Podmı́nka stability explicitńıho schématu: σ =
cτ

h
≤ 1 .
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· Implicitńı schéma

Uk+1
i + 2Uk

i − Uk−1
i

τ2
=
c2

2

Uk+1
i−1 − 2Uk+1

i + Uk+1
i+1

h2
+
c2

2

Uk−1
i−1 − 2Uk−1

i + Uk−1
i+1

h2
+ fki

kde τ je časový krok a h je prostorový krok. Pokud zavedeme σ = pτ
h2 a roznásob́ıme rovnici,

dostaneme

−1

2
σ2Uk+1

i−1 + (1 + σ2)Uk+1
i − 1

2
σ2Uk+1

i+1 =
1

2
σ2Uk−1

i−1 − (1 + σ2)Uk−1
i +

1

2
σ2Uk−1

i+1 + 2Uk
i + τ2fk+1

i

Lze ukázat, že jsme se při aproximaci řešeńı dopustioli chyby O(τ + h2).

· Implicitńı schéma je nepomı́něně stabilńı (lze volit libovolné hodnoty h a τ). Soustava rovnic
se SPD a ODD matićı.
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12.1 Př́ıklady ze cvičeńı

12.1.1 Př́ıklad

Je dána smı́̌sená úloha
∂2u

∂t2
= 4

∂2u

∂x2
+ xt

s počátečńı podmı́nkou a okrajovými podmı́nkami:

u(x, 0) = x2 ∂u
∂t (x, 0) = 1− x2 pro x ∈ ⟨−1, 1⟩

u(−1, t) = 1 u(1, t) = cos(t) pro t ∈ ⟨0,∞)

a) Ověřte splněńı podmı́nek souhlasu (pro polohu a rychlost)

b) Určete maximálńı krok τ tak, aby byla splněna podmı́nka stability pro explicitńı metodu s prosto-
rovým krokem h = 0.2. Odvod’te schéma pro explicitńı metodu.

c) Stanovte přibližnou hodnotu řešeńı v bodě A = [0.2, 0.2] explicitńı metodou.

d) Odvod’te soustavu śıt’ových rovnic pro určeńı přibližných hodnot řešeńı (k + 1)-ńı časové vrstvě
(k ≥ 1) implicitńı metodou.

Řešeńı:

a) Podmı́ky souhlasu jsou:

ϕ(a) = α(0), ϕ(b) = β(0)

ψ(a) = α̇(0), ψ(b) = β̇(0)

tedy

x2
∣∣
x=−1

= 1
∣∣
t=0

, x2
∣∣
x=1

= cos(t)
∣∣
t=0

1− x2
∣∣
x=−1

=
∂

∂t
(1)
∣∣
t=0

, 1− x2
∣∣
x=1

=
∂

∂t
(cos(t))

∣∣
t=0

Podmı́nky souhlasu jsou tedy zřejmě splněny. Splněńı těchto podmı́nek vyžadujeme proto, aby bylo
zadáńı úlohy tzv. korektńı. Tedy, aby na hranici oblasti v počátečńım čase byla všude předepsána
jednoznačná hodnota řešeńı, tj. aby počátečńı a okrajová podmı́nka v čase t = 0 nabývaly stejné
hodnoty.

b) Pro podmı́nku stability máme

σ =
cτ

h
≤ 1 ⇒ τmax =

h

c
=

0.2

2
= 0.1

Pro náhradu parciálńıch derivaćı ve vlnové rovnici použijeme centrálńı diference

∂2u

∂t2
(P k

i ) =
Uk+1
i + 2Uk

i − Uk−1
i

τ2
+O(τ2)

a
∂2u

∂x2
(P k

i ) =
Uk
i−1 − 2Uk

i + Uk
i+1

h2
+O(h2)

Hodnoty přesného řešeńı tedy splňuj́ı rovnici

uk+1
i + 2uki − uk−1

i

τ2
= c2

uki−1 − 2uki + uki+1

h2
+ fki +O(τ2 + h2)

Zanedbáńım člen̊u druhého řádu dostaneme vztah pro aproximaci řešeńı v uzlech P k
i pomoćı expli-

citńı metody
Uk+1
i + 2Uk

i − Uk−1
i

τ2
= c2

Uk
i−1 − 2Uk

i + Uk
i+1

h2
+ fki
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c) .

Obrázek 7: Schéma śıtě pro numerickou metodu konečných diferenćı. Označeńı: # -
regulárńı uzel,  - počátečńı podmı́nka, # - okrajová podmı́nka,

Použjeme-li vzorec pro výpočet hodnoty v uzlu A explicitńı metodou, dostaneme

UA = σ2UB + 2(1− σ2)UC + σ2UD − UE + τ2fC

kde hodnotu v uzlu UE urč́ıme z počátečńı podmı́nky a hodnoty UB , UC , UD urč́ıme ze vztahu (UB

můžeme také určit z okrajové podmı́nky)

U1
i = ϕ(xi) + ψ(xi)τ

UB = ϕ(x0) + ψ(x0)τ = (−1)2 + (1− (−1)2) · 0.1 = 1

UC = ϕ(x1) + ψ(x1)τ = (−0.8)2 + (1− (−0.8)2) · 0.1 = 0.676

UD = ϕ(x2) + ψ(x2)τ = (−0.6)2 + (1− (−0.6)2) · 0.1 = 0.424

Tedy celkem pro σ = 1 máme

UA = 12 · 1 + 2(1− 12) · 0.676 + 12 · 0.424− (−0.8)2 + 0.12 · ((−0.8) · 0.1) = 0.7832

d) V př́ıpadě implicitńı metody využijeme pro časovou derivaci centrálńı diferenci (odvozeńı z Taylo-
rova rozvoje):

∂2u

∂t2
(P k

i ) =
Uk+1
i + 2Uk

i − Uk−1
i

τ2
+O(τ2)

Pro prostorové derivace použijeme vztah (odvozeńı z Taylorova rozvoje):

∂2u

∂x2
(P k

i ) =
1

2

∂2u

∂x2
(P k+1

i ) +
1

2

∂2u

∂x2
(P k−1

i ) +O(h2)

Kombinaćı těchto vztah̊u dostaneme rovnici pro přesné řešeńı:

uk+1
i + 2uki − uk−1

i

τ2
=
c2

2

uk+1
i−1 − 2uk+1

i + uk+1
i+1

h2
+
c2

2

uk−1
i−1 − 2uk−1

i + uk−1
i+1

h2
+ fki +O(τ2 + h2)

Zanedbáńım čeln̊u drhuhého řádu dostaneme śıt’ové rovnice pro aproximované řešeńı Uk
i ≈ u(P k

i ):

Uk+1
i + 2Uk

i − Uk−1
i

τ2
=
c2

2

Uk+1
i−1 − 2Uk+1

i + Uk+1
i+1

h2
+
c2

2

Uk−1
i−1 − 2Uk−1

i + Uk−1
i+1

h2
+ fki
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12.1.2 Př́ıklad

Je dána smı́̌sená úloha
∂u

∂2t
= 4

∂2u

∂x2
+ x

s počátečńı podmı́nkou a okrajovými podmı́nkami:

u(x, 0) = x(x− 1) ∂u
∂t (x, 0) = (1− x)2 pro x ∈ ⟨0, 1⟩

u(0, t) = sin(t) u(1, t) = 0 pro t ∈ ⟨0,∞)

a) Pro explicitńı metodu volte h = 0.2. Určete τ tak, aby byla splněna podmı́nka stability a bod
A = [0.4, 0.2] byl uzlem śıtě. Stanovte přibližnou hodnotu řešeńı v bodě A.

Řešeńı:

a) Pro podmı́nku stability máme

σ =
cτ

h
≤ 1 ⇒ τmax =

h

c
=

0.2

2
= 0.1

Voĺıme tedy τ = 0.1.

Obrázek 8: Schéma śıtě pro numerickou metodu konečných diferenćı. Označeńı: # -
regulárńı uzel,  - počátečńı podmı́nka

Použjeme-li vzorec pro výpočet hodnoty v uzlu A explicitńı metodou, dostaneme

UA = σ2UB + 2(1− σ2)UC + σ2UD − UE + τ2fC

kde hodnotu v uzlu UE urč́ıme z počátečńı podmı́nky a hodnoty UB , UC , UD urč́ıme ze vztahu

U1
i = ϕ(xi) + ψ(xi)τ

UB = ϕ(x1) + ψ(x1)τ = 0.2(0.2− 1) + (1− 0.2)2 · 0.1 = −0.096

UC = ϕ(x2) + ψ(x2)τ = 0.4(1− 0.4) + (1− 0.4)2 · 0.1 = 0.276

UD = ϕ(x3) + ψ(x3)τ = 0.6(1− 0.6) + (1− 0.6)2 · 0.1 = 0.256

UE = ϕ(x2) = 0.4(1− 0.4) = 0.24

Tedy celkem pro σ = 1 máme

UA = UB + UD − UE + τ2fC = −0.096 + 0.256− 0.24 + 0.01 · 0.4 = −0.076
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