Zadani smestréalnich préaci (1éto 2025)
Pokyny

e Semestraln{ price vypracujte samostatné (ve dvojicich, pokud je tak zaddno) v psané, tisténé, ¢i
elektronické formeé.

e Préice by méla obsahovat: Odpovédi na teoretické otazky, ¢i teoreticky rozbor feseného problému
(dle zadané tilohy), tedy napf. stru¢ny popis pouzité metody pouzité pro Feseni problému (vzorec,
overeni podminek Fesitelnosti,...). Vysledky dil¢ich vypocetnich tloh zfetelné zvyrazénte.

e Soucasti prace je pfilozeny kéd v MATLABu, ¢i jiném programovacim jazyce.

e Na pozddani lze vypracovat i préaci dle vlastniho ndvrhu (tématicky a naro¢nosti odpovidajici
probirané latce).

e Ulohy oznacené (*) 1ze vypracovat ve dvojicich

Pozn.: Zamluvené tlohy jsou vyznaceny ¢ervené (posledni aktualizace: 24.03.2025)

3.8%
Je dédna matice A € R™", (n = 10, 20,50, 100, 200)
2 =1 0 0
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a) Rozhodnéte, zda pro zadanou matici A je Jacobiova metoda konvergentni.
b) Rozhodnéte, zda pro zadanou matici A je Gauss-Seidelova metoda konvergentni.

¢) Volte b = (1,1,...,1)”. Reste soustavu rovnic s matici A pomoci Jacobiovy metody. Vypocet
realizujte v MATLABu, tak aby nebylo nutné matici A v programu ukladat. Spo¢téte 100 iteraci a
urcete reziduum.

d) Program z ¢ésti ¢) upravte tak, aby feseni bylo realizovdno pomoci Gauss-Seidelovy iterac¢n{ metody.
Srovnejte rychlost konvergence.

3.9%
Je ddna matice U € R™*" kde n = m?, (m = 5, 10, 20) jako blokové tifdiagonalni matice (E, B € R™*™):
B -E 0 0
-E B -E 0 ... 0 4 -1 0 ... 0
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a) Rozhodnéte, zda pro zadanou matici A je Jacobiova metoda konvergentni.
b) Rozhodnéte, zda pro zadanou matici A je Gauss-Seidelova metoda konvergentni.

¢) Volte b = (1,1,...,1)”. Reste soustavu rovnic s matici A pomoci Jacobiovy metody. Vypocet
realizujte v MATLABu, tak aby nebylo nutné matici A v programu ukladat. Spoctéte 100 iteraci a
urcete reziduum.

d) Program z ¢ésti c) upravte tak, aby feseni bylo realizovdano pomoci Gauss-Seidelovy iterac¢ni metody.
Srovnejte rychlost konvergence.



a) Vysvétlete princip metody nejmensich ¢tvercu pii aproximaci dané tabulkou hodnot polynomem
nejvyse n-tého stupné (n > 2).

b) Odvod'te soustavu normdlnich rovnic pro tento ptipad

¢) Sestavte soustavu normélnich rovnic pro tabulku hodnot ulozenou v souboru s 2 sloupci (x,y) pro
minimélné 20 (rozdilnych!) hodot (vlastni volby).

d) Pro n = 1,2,3,4 pifkazem plot zobrazte data z tabulky hodnot a zobrazte polynom nejlepsi
aproximace

4.6

Je dand tabulka hodnot z;, y; (vlastni volby, min. 20 hodnot), kde y; > 0. Hleddme funkci ve tvaru
y = eA*B kterd co moznd nejlépe aproximuje danou tabulku dat. Uzitim piirozeného logaritmu
preformulujte tento problém jako problém aproximace polynomem 1. stupné, ktery feSte pomoci me-
tody nejmensich &tvercl. Zapiste kvadratickou odchylku pro tento pifpad a odvod'te systém normalnich
rovnic.

4.7

Je dand tabulka hodnot x;, y; (vlastni volby, min. 20 hodnot), kde y; > 0. Hleddme funkci ve tvaru

y = AxP které co moznd nejlépe aproximuje danou tabulku dat. Uzitim piirozeného logaritmu pieformulujte
tento problém jako problém aproximace polynomem 1. stupné, ktery reste pomoci metody nejmensich
¢tvercli. Zapiste kvadratickou odchylku pro tento pifpad a odvod'te systém normdlnich rovnic.

6.5

Je ddna Cauchyova tloha 3" +y = ze™*, y(0) = 1, y'(0) = 0.
a) Uzijte krok h = 1 a spocitejte aproximaci feSen{ pro prvnich 10 kroki pomoci explcitni{ Eulerovy
metody

b) Uzijte krok h = 1 a spocitejte aproximaci feseni pro prvnich 10 krokt pomoci implicitni Eulerovy
metody

Vypocty realizujte pomoci skriptu v MATLABu, nebo pomoci skriptu v jiném jazyce.

6.6

Je dana Cauchyova tloha

X' = <_—02§ —200.5) X XO)= ((1)>
a) Uzijte krok h = 0.1 a spocitejte aproximaci feseni X (0.2) pomoci explcitni Eulerovy metody.
b) Uzijte krok h = 0.5 a spocitejte aproximaci fesen{ X (0.5) pomoci implicitni Eulerovy metody.
¢) Uzijte krok h = 0.01 a spocitejte aproximaci feseni na (0, 2) pomoci explcitni Eulerovy metody.
d) Uzijte krok h = 0.01 a spocitejte aproximaci Feseni na (0, 2) pomoci implicitni Eulerovy metody.
e) Uzijte krok h = 0.005 a spocitejte aproximaci feSeni na (0, 2) pomoci explcitni Eulerovy metody.
f)

Vysledky predchézejicich bodia srovnejte navzajem i s pfesnym fesenim

Vypocty realizujte pomoci skriptu v MATLABu, nebo pomoci skriptu v jiném jazyce.



7.5
Je déna Cauchyova tloha X = AX, X(0) = u, kde
1 2 0 3
A=(3 4 3|, u=|[-3
0 6 8 2

a) Ukazte, ze vektor u je vlastnim vektorem matice A. Urcete piislusné vlastni ¢islo. Uzijte vlastn{
vektor a vlastni ¢islo a urcete piesné feseni dané Cauchyovy ulohy.

Uzijte krok h = 0.1 a spo¢téte aproximaci feseni X' ~ X (1) pomoci explicitni Eulerovy metody.

Uzijte krok h = 0.05 a spoctéte aproximaci feseni X2° ~ X (1) pomoci explicitni Eulerovy metody.

)
)

d) Uzijte krok h = 0.1 a spoctéte aproximaci feseni X'° ~ X (1) pomoci implicitni Eulerovy metody.
) Uzijte krok h = 0.05 a spoé¢téte aproximaci feseni X2° ~ X (1) pomoci implicitni Eulerovy metody.
)

Urcéete odhad chyby pomoci metody poloviéntho kroku pro Eulerovu explicitni nebo implicitni
metodu. Srovnejte se skute¢nou chybou.

8.3%

Kmity matematického kyvadla (g = 9.81, I = 50) jsou popsény rovnici

.9 . T
$+7sin(p) =0 »(0) =3, ¢(0)=0
a) Volte krok h = 0.01. Uzijte explicitni Eulerovu metodu a urcete pribliznou hodnotu ¢ v ¢ase

t = 0.01.

b) Resete numericky linearizovanou rovnici sin(¢) = . Volte krok h = 0.01. Uzijte explicitni Eulerovu
metodu a urcete pribliznou hodnotu ¢ v case t = 0.01.

¢) Na zdkladé odhadu vlastni frekvence dané rovnice rozhodnéte, zda je volba kroku h pro danou
rovnici vhodné.

d) (MATLAB) Volte krok h vhodné. Naleznéte piiblizné feseni s krokem h v intervalu (0, 5). Uzijte
Collatzovu metodu a RK4. Vysledné hodnoty zobrazte piikazem plot. Srovnejte vysledky s fesenim
linearizované rovnice (sin(yp) ~ ).

8.4%*

Uvazujme tuhé (rovinné) téleso o hmotnosti m = 0.2, momentu setrvacnosti I, = 0.001 a statickém
momentu S, = me = 0. Tuhosti pruzin jsou dény k; = 0.105, k, = 103. Deformace (pohyb) télesa je
popséna pomoci rotace « a vychylky A soustavou rovnic

m S.\ (I L (ko O (B _ (0.05sin(100mt) h(0) = 0.01 A(0) =0
Sa 1o ) \& 0 ko) \a) 0 ’ a(0) =0.01 &(0)=0
a) Volte krok 7 = 0.01. Uzijte explicitni Eulerovu metodu a uréete pfibliznou hodnotu natoceni o a

vychylky h v ¢ase t = 0.01. (Pozn. Pozor na vypocet hodnot funkce sinus, argument uddvén v rad)

b) Volte krok 7 = 0.01, uzijte Collatzovu metodu a uréete pribliznou hodnotu natoceni « a vychylky
h v ¢ase 7 = 0.01.

¢) Naleznéte priblizné feSemi s krokem 7 = 0.001 v intervalu (0, 5). Uzijte Collatzovu metodu a RK4.
Volte poloviéni krok 7/2 a srovnejte vysledky. Grafy feseni zobrazte.



8.5%

Poloha hmotného bodu o hmotnosti m v rovinném gravita¢nim poli s koeficientem odporu prostiedi
k = 0.01 je popsana systémem ODR

mi = —kiy/32 + 92, myj = —mg — ky\/&? + 92, z(0) =0, #(0) = 4, y(0) =0, y(0) =4,

kde m = 0.1, g = 9.81.
a) Necht A = 0. Volte krok h = 0.05. UZijte explicitni Eulerovu metodu a uréete pfibliznou polohu
hmotného bodu v ¢ase t = 0.1.

b) Necht A = 0. Volte krok h = 0.05, uzijte Collatzovu metodu a uréete pfibliznou polohu hmotného
bodu v case t = 0.05.

¢) Urcete cas dopadu a rychlost dopadu pro A = 0. Volte vhodné krok h a uzijte Collatzovu metodu
a RK4.

d) Volte A = 3. Urcete cas, misto a rychlost dopadu. Nakreslete trajektorii.

9.5

Je dana Dirichletova okrajova tloha

_ 1
T 1422

"

—y y(—4) =3, y(4) =2.

a) Volte krok h = 0.2, sestavte soustavu rovnic a naleznéte pfiblizné feseni.

b) Volte krok h = 0.1, sestavte soustavu rovnic a naleznéte piiblizné feseni.

d

)
)

¢) Volte krok h = 0.05, sestavte soustavu rovnic a naleznéte piiblizné feseni.
) Volte krok h = 0.005, sestavte soustavu rovnic a naleznéte piiblizné feseni.
)

e) Srovnejte piedchozi feseni s feSenim pfesnym. Zobrazte chybu.

10.6*

Je déna Dirichletova iloha —Aw = sin(7x) sin(ry) v oblasti Q = (0,1)? s okrajovou podminkou
u(z,y) = xy na hranici 99

1
a) Volte h = —— pro n = 10, 20, 40, 80, 160.
n+1

b) Zapiste sitovou rovnici v obecném vnitinim uzlu sité P, ;.

¢) Uzijte b), a feste soustavu linedrnich rovnic pomoci Gaussovy-Seidelovy iteraén{ metody.

11.6*

Je ddna smiSend tloha % = 0.5% + e~! s pocateéni podminkou u(z,0) = sin(rz) pro z € (0,1) a
okrajovymi podminkami u(0,t) = 0, u(1,¢) = 0 pro ¢ > 0.
a) Volte krok h = 0.2 a 7 = 0.05. Reste explicitnim schématem v oblasti Q7 = (0,1) x (0,1). Vysledek
zobrazte. Je pro tuto volbu splnéna podminka stability?

b) Volte krok h = 0.2 a 7 = 0.025. Reste explicitnim schématem v oblasti Q7 = (0,1) x (0, 1). Vysledek
zobrazte. Je pro tuto volbu splnéna podminka stability?

¢) Volte krok h = 0.1 a 7 = 0.01. Reste explicitnim schématem v oblasti Q7 = (0,1) x (0, 1). Vysledek
zobrazte. Je pro tuto volbu splnéna podminka stability?

d) Volte krok h = 0.05 a 7 = 0.01. Rete explicitnim schématem v oblasti Q7 = (0,1) x (0, 1). Vysledek
zobrazte. Je pro tuto volbu splnéna podminka stability?

e) Pro stejné hodnoty feste schématem implicitnim.



12.6*

Je dédna smiSend uloha

0%u 8%u

P —t
oz~ o2z " ©
s pocateéni podminkou a okrajovymi podminkami:
u(z,0) = sin(mzx) %(x, 0)=0 pro z € (0,1)
u(0,t) =0 u(1,t) =0 prot >0

c)

Volte krok h = 0.05 a 7 = 0.05. Reste explicitnim schématem v oblasti Q7 = (0,1) x (0,1). Vysledek
zobrazte. Je pro tuto volbu splnéna podminka stability?

Volte krok h = 0.05 a 7 = 0.025. Reste explicitnim schématem v oblasti Q7 = (0,1) x (0,1).
Vysledek zobrazte. Je pro tuto volbu splnéna podminka stability?

Volte krok h = 0.01 a 7 = 0.01. Reste explicitnim schématem v oblasti Q7 = (0,1) x (0, 1). Vysledek
zobrazte. Je pro tuto volbu splnéna podminka stability?

Volte krok h = 0.05 a 7 = 0.004. Reste explicitnim schématem v oblasti Qr = (0,1) x (0,1).
Vysledek zobrazte. Je pro tuto volbu splnéna podminka stability?

Pro stejné hodnoty feste schematem implicitnim.

13*
Je ddna smiSend 1loha, tzv. Cahn-Hilliard model diftize:

dp 1
=X = MA = —(¢*—p)— A
5t B n=ST —9) - Ay

resp.

%‘f - MEQ (A(<p‘°’) - A(<p)) - AQ(@)}

kde ¢ = p(t,z,y), p = p(t,z,y), [t,z,y] € (0,00) x [0,1]2, € =konst., M =konst.

a) Napiste struény tivod o modelu Cahn-Hilliard (vyuziti v praxi,...)

b)

f)

Volte poéet uzli vypocetni sité v oblasti Q = [0,1]? jako N, = N, = N = 100 a krok h = 1/N.
Zvolte ¢asovy krok jako (imérny) 7 =~ h*, parametr mobility M = 0.01 a parametr tlousky fazového
rozhrani € = h.

Vytvoite v MATLABu funkei, kterd dostane pole uzlovych hodnot ¢; ;, nebo p; ;, pozici uzlu (g, j)
a prostorovy krok h a vrati Laplacetiv operdtor daného pole v daném uzlu (Ap; ;).

Vytvoite v MATLABu funkei, kterd pro dané pole (¢, 1) predepiSse homogenni Neumannovy okra-
jové podminky. Tuto funkci poté vyuzijte na predepsani okrajovych podminek. Pro realizaci okra-
jovych podminek vyuzijte metodu tzv. ghost points.

Volte pocatecni podminku jako pole ndhodnych hodnot: ¢(0,z,y) € [-1,1],V[z,y], u(0,2.y) =
1(p(0,z,y)). Reste dany systém implicitni metodou v intervalu ¢ = [0, 20] pomoci Gauss-Seidelovy
itera¢ni metody.

n+1 n n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Pig iy M1y R ey T g — A
T h?
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
np1_ L [pr 1] — gri1) — Ficls T 91y @it Pige — v
Pig = 2\ [Pij Pij 12

Prubézné vysledky zobrazte jako animaci (napf. kazdych 5 ¢asovych iteraci) pole .



14%*

Problém N téles zahrnuje vypocet pohybu N téles, kterd na sebe vzajemné pusobi gravitaénimi silami.
Sila pusobici na dané téleso ¢ zpusobend jinym télesem j je ddna Newtonovym gravitaénim zakonem:

kde:

Fij =G (rj — 1))

lr; —rif3

F;; je sila plsobici na téleso i télesem j,
G je gravitacéni konstanta,
m; a m; jsou hmotnosti téles i a j,

r; a r; jsou polohové vektory téles i a j.

Celkova sila F; na téleso ¢ zpusobend vSemi ostatnimi télesy je vektorovym souctem jednotlivych sil
kterymi ptisobi ostatni télesa:

a)

b)

F; N m;
a; = - = ZG*J(I‘] 71‘1')

Zformulujte problém pohybu N-téles v roviné jako Cauchyovu tlohu pro soustavu ODR prvniho
fadu (véetné pocatecnich podminek).

Zvolte pocet téles, napt. N = 5. Zvolte vhodné pocateéni podminky, napf. ndhodné polohy téles
v oblasti Q = [0,1]? a nulové pocdteéni rychlosti. Zvolte vhodné hmotnosti téles m; a gravitacni
konstantu G. Problém miuzete také fesit ve 3D a pocateéni podminky zvolit, tak aby problém fesil
pohyb planet ve sluneéni soustavé, napi. https://www.aanda.org/articles/aa/full /2002/08 /aal405/
aald05.right.html

Reste danou soustavu rovnic pomoci explicitni Eulerovy metody a metody RK4 s vhodné zvolenym
¢asovym krokem. V prubéhu feSeni zobrazujte polohy téles jako animaci.

Reste danou soustavu rovnic pomoci tzv. Eulerovy-Cromerovy metody:
n+l _ _n n
v, =v] +dt aj
vt = 4 dt vt
Celkova energie N-téles je dana souctem kinetické a potencidlni energie:
m,mj
Eior = Eiin + Epot § mzv + § g G y ‘
=1 j=1+1

V kazdém casovém kroku vytisknéte hodnotu celkové energie E;,; soustavy. Je celkova energie
zachovana? Existujl num. metody, které energii zachovaji.


https://www.aanda.org/articles/aa/full/2002/08/aa1405/aa1405.right.html
https://www.aanda.org/articles/aa/full/2002/08/aa1405/aa1405.right.html

