Matematika 1
Vektory

Lukas Hajek
CVUT v Praze, FS — UTM

15. Fijna 2020



Pojmy Zadani primek LK a podprostory LZ a LN Skalarni souéin a ahel
° oo (o] 0000 000000

Vektory — pojmy

Tento tyden jsme se zaméfili a zaméfime na tyto pojmy
souvisejici s vektory (pozn.: uvedené zkratky jsou pouze pro
cviceni — v pisemkach by bylo dobré pouzit cely nazev):
soustavy rovnic ze SS, zadani primek (obecna rovnice;
parametrické zadani; vektor zaméfeni a posunuti),
vektorové prostory,
linearni kombinace (LK), trivialni LK,
linearni zavislost a nezavislost (LZ, LN),
baze vektorového prostoru,
vektorové podprostory,
dimenze vektorového prostoru,

skalarni soucin a thel mezi vektory.
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Zadani pfimek (1/2)

Rovnice a obecna rovnice pfimky (plati pro prostory o
dimenzi 2 — vysvétleni pristé):

p:3(x —2)+2y =x+y=0.

Po Gpravé mame: 2x + y = 6, kde nenulové Cislo na pravé
strané (tj. 6) vyjadfuje posunuti pfimky od pocatku,
kterym tedy pfimka neprochazi.
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Zadani pfimek (2/2)

Parametrické zadani (t € R):

x =3+t
y =0-—2t.

Vektor (x,y)T ukazujici na bod z pfimky p Ize zapsat
pomoci vektoru posunuti (v — miaze byt libovolny bod z
primky) a zaméreni (S’ — mtizeme volit také libovolny
nenulovy nasobek tohoto vektoru):

(x.y)" = (;) — V5= (g) ot (_12)

V obou (velmi podobnych) pfipadech je pfimkou mnozina
dle uvedeného predpisu pro vsechna mozna t).
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Linearni kombinace, vektorové (pod)prostory

Linearni kombinace (LK) — pravé jsme si ukazali LK
vektoru s, tj. ts, zbytek na prednasce (vektor vétsinou
neni jen jeden!); nulovou LK nazyvame trivialni.
Vektorové podprostory jsou zaroven i vektorové prostory —
plati uzavrenost vici séitani

uwveV=ua+veV
i nasobeni

veV,aeR=aueV
Mnozina vsech LK vektorii tvofi vektorovy podprostor.
Spec. pfipad: mnozina vsech LK jednoho nenulového
vektoru urcuje primku prochazejici pocatkem a tvori
vektorovy podprostor — neplati pro pfimky neprochazejici

pocatkem!
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Linearni zavislost (LZ) a linearni nezavislost (LN)

Soubor vektorii LN < pouze trivialni LK dava nulovy
vektor.

V opacném pripadé je soubor LZ (a existuje nek. mnoho
netrivialnich LK davajicich nulovy vektor).

Lze-li nakombinovat jeden vektor ze souboru pomoci
ostatnich, pak je soubor LZ.

n LN vektort z V(EE,) tvofi bazi tohoto prostoru.
Mnozina vsech LK bazickych vektorti V(E,) je V(E,), tj.
kazda baze vektoroveho prostoru generuje tento prostor.
Priklad: méjme vektory
§=(1,-2)",0=(-3;6)7,V=(-5;6)"; jsou skupiny
vektorl 5, a 5,V LN?

Y
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LZ a LN — 2. ¢ast

Zacnéme otazkou LN vektorit s = (1; -2)", &= (-3;6)7
as+ =0
a—38=0,
—2a+60 =0.

Ziskavame 0 = 0 (tj. ex. nekonené mnoho feseni, tedy
LK — nikoli pouze trivialni; tvar feSeni o = 33, napr.
a=3,0=1).

Soubor vektorii S, i je LZ (a netvofi tedy bazi V(E,)).
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LZ a LN — 3. ¢ast

Zacnéme otazkou LN vektorit §= (1; —-2)",v = (-5;6)7

as+ Bi=0

a—58=0,
—2a+65 =0.

Ziskavame 3 = 0 = a = 0 (tj. pouze trivialni LK dava 0).
Soubor vektorii S, v je LN (a tvori tedy bazi V(E;) a
mnozina viech LK tohoto souboru tvofi tento prostor).
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LZ a LN — 4. ¢ast

Jak to bude s LN v3ech tfi vektorii (tj. S, o, vV)?

Budou LZ! Proto netvori ani bazi, oviem mnozina vsech
LK tohoto souboru tvofi V(IE,).

Pridanim vektoru k LZ souboru se LZ nezméni.

Odebranim vektoru z LZ souboru mizeme (ale
nemusime!) dostat LN soubor.

Pridanim vektoru k LN souboru mazeme (ale nemusime!)
dostat LZ soubor.

Odebranim vektoru z LN souboru LN zfistava.
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Skalarni soucin (s.s.) a norma

Méjme vektory
S=(s1;%)=(1;-2)T,v=(v;;n) =(-56)".
Jejichss. ke R pakje k =5V =s1vy + 5510 =
1-(=5)+(-2)-6=-5—12=—17.

Norma vektoru ||V|| = VvV - V = \/v? + v3.
Méme |5 — VI 58 — V5, 7] — vZ5 36 — VL.

Obdobné pro vektory o vice slozkach.
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Uhel mezi vektory

Uhel mezi vektory ) ziskame ze vztahu:

- =

S-v
cost) = ————.
Is1 [ V]

Z toho plyne, ze pokud je s.s. nulovy, pak sviraji vektory
pravy Ghel.

V nasem pripadé
cosy = —17/4/5-61 = —17//305 ~ —0, 9734,
¥ & arccos(—0,9734) ~ 2,9104 =~ 166, 8°.
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Uhel mezi vektory — piiklad 8.

7=(-3,2,3)",v=(1,6,-3)"
Jsou 'a Vv kolmé (¢ = 0)7

Skalarni souéin a dhel
00000

v-v=-3-142-6+3-(-3)=-3+12-9=0

Ano, i a v jsou kolmé!
¥ = 90°, jelikoz cosv = 0.
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Uhel mezi vektory — priklad 16.

0= (4,4,2,00",v=(3,0,0,—1)"
Jaky ahel 9 svira o a v7?

| =16+ 16+ 4+ 0= /36 =6

V| =V9+0+0+1=+10
F-V=12+0+0+0=12

cosV = 12 _ 2
-~ 6v/10 V10
¥ ~ 50.77°
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Uhel mezi vektory — priklad 19.

0=(3,24+a,0,1)7,v=(1,4,3,2a2)"
Pro jakd o € R jsou 7 a vV kolmé?

G-v=3-1+(2+a)-4+0-3+1-2a°=
—3+8+4a+0+20°=202+4a+11=0
D=4>—-4.2.11=16-88=—-72<0

Odpovéd: pro zadna a € R.
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Skalarni souéin a dhel

LK a podprostory
oooooe

Zadani primek
oo

Skalarni soucin — priklad 20.

Pome

Y 1,1)7, ,
- (ad+pBb+&) =0 b-(ad+pBb+¢)=0
a, =7
B a+5+2
agd+pb+c=| a+p+1
a+28+1
F-(ad+b+8)=1-(a+S+2)+1-(a+8+1)+
+1-(a+28+1)=3a+43+4=0
b-(ad+pb+E)=1-(a+B+2)+1-(a+p+1)+

2~(a+2ﬁ+1):4a+65+5i0

3a+40+4=040+60+5=0=a=-2 26—
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