10. cviceni M3 22.11.2022

Soustavy diferencialnich rovnic

Soustava dif. rovnic v normalnim tvaru:

yi = fl(taylv"'7yn)
yé = f2(t7y17"‘7yn)

y':L = fn<t7y17 cee ayn>

kde [t, 91,92, .. .yn] € G C R"™, G je oblast (oteviena souvisld mnozina), f; spoj. v G.

Vektorovy zapis:

Y1 (t) yé(t) filt,yr, ...
Y'(t) = F(t,Y(t)), kde Y(t) = nyt) Y'(1) = y{(w CF(LY) = |
Yn(t) Yn(1) fa(tsyn, ..

kde [t, Y] = [t,y1,Y2,..-Yn] € G.

fa(t,yn, ..

»Yn)
2 Un)

7y7l)

Reseni rovnice (1) v G: vektorova funkce Y(¢) def. na intervalu I, kterd ma na I spojitou

derivaci Y'(¢), spliiuje rovnici (1) a pro kterou plati t € I = [t,Y(t)] = [t, y1, y2, - -

Maximalni teSeni v GG: takové, které nelze prodlouzit v G.
Integralni kiivka v G: graf teseni, tj. {[t,yi(t),y2(t), ... yn(t)], z € I} C R

Jacobiho matice soustavy:

of of ofr

oy Oya OYn

of2 of2 Ofa

o TR B
Jv =

Ofn Ofn Ofn

oy Oya OYn

Pocatecni (Cauchyho) tloha:
Y' () =F(t,Y(t), Y(t)=Y"

Véta - o existenci a jednoznacnosti feseni

ofi
Ay,

Necht vsechny funkce f;(t,y1,...,¥y,) a jejich parcidln{ derivace
v oblasti G C R""! (tj. F a Jy jsou spojité v G).

Un] € G.

(t,y1, ..., Yn) jSOu spojité

Pak pro kazdy bod [t, Y(O)] € (G existuje pravé jedno maximalni feseni ulohy (1), pro které

Y(ty) = Y© . Jinymi slovy: kazdym bodem [to, Y(O)] € (G prochazi pravé jedna integralni krivka.

O intervalu I max. feSeni obecné nelze nic fict (jen zZe tg € I).
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Priklad 10.1 Je ddana Cauchyho tloha

Yy = t/In(y) +u2
yy = yi+yst n(2) =3, 12(2)=1, y3(2)=-1

Ys = V2 — 3y
(a) Zapiste Jacobiho matici soustavy.

(b) Urcete oblast existence a jednoznacnosti feseni.

ResSeni

(a)  fi=tyImy) 4+, fo=yi+uit, fs=Vz—3un. Fly,veys)=(f1, fo, f3)T

oh O 0K -t
Oy Oy2 Oys3 3y1-3/In%(y1) I 0
_ of of of _
J=1 5,7 4 o |= 21 0 2yst
Ofs  Ofs  Ofs -3 1 0
oy 0y 0ys 2/y2
(b)

D(fl) N > O

D(fy) : zaddna podminka D(F) =R x (0,00) x (0,00) X R

D(fs3): y2>0

Oblast, kde je F(t,y1,y2,y3) definovand (a je tam i spojitd): Q= R x (0,00) x (0,00) X R

Spojitost parcidlnich derivaci vzhledem k y; (tj. spojitost vsech prvku Jacobiho matice):
piibude podminka In?(y;) # 0, tj. y1 # 1
parcidlni derivace vzhledem k y; jsou spojité na oblastech

Q=R x(0,1) x (0,00) X R

Q=R x (1,00) x (0,00) X R

Pocatecni podminky (tj. bod [2, 3, 1, -1]) lezi v oblasti 2.

Oblast existence a jednoznacnosti feseni je €25.
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10. cviceni M3 22.11.2022
Priklad 10.2 Je dana soustava dif. rovnic
i = In(z+2)+ %
g = 2*t+Jy—1
(a) Zapiste Jacobiho matici soustavy.
(b) Urcete oblasti existence a jednoznacnosti feseni.
Reseni
(a) fl(t7x>y):1n(x+2)+ga fz(t,$,y):l'2t+ y_lv F:(flafZ)T
¢ \
of1 on 1 1
ox dy T+2 t
J pu— pu—
d 0 1
% ai; 2zt 5 =T
(b)
D(f1): x>-2,t#0
’ D(F) ={(—00,0) U (0,00)} x (—2,00) x (1,00
D o2 (F) = {(~00,0) U (0,50)} x (~2,50) x (1,00)
Oblasti, kde je F definovana:
Ql - <—O0,0> X (_2700) X (].,OO)
Qy = (07 OO) X (_27 OO) X (17 OO)
f1, f2 jsou spojité na 2; a {2y a maji tam i spojité parcidlni derivace vzhledem k x a y
(vSechny prvky Jacobiho matice soustavy jsou spojité).
Oblasti existence a jednoznac¢nosti feseni jsou €2y a €2s.
Prevedeni rovnice vyssiho fadu na soustavu rovnic 1. radu
Je déna diferencialni rovnice n-tého fadu v normalnim tvaru
n n— - 0 0 n—
(1) = Fty, vy ") s poc. podm. ylte) =y, y'to) =u, .. " (ko) =y
Diferenciédlni rovnici n-tého fadu prevedeme na soustavu n diferencidlnich rovnic 1. radu:
polozime ¥, =y, o =¥/, y3s = 4", ... yn = y" !, takZe dostaneme
0
Y2 ?J%O;
F(L,Y) = v L oY) = | "
f(t,y173/2,---,3/n) y7(10)
3
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Priklad 10.3: Je ddna Cauchyho tloha
y' = tyy+ V-1, y(l) =4, y(1) =2,

Urcete oblast existence a jednoznac¢nosti feseni ulohy.

Reseni
Nejdiiv prevedeme rovnici 2. fadu na soustavu 2 rovnic 1. fadu: polozime y; =y, y2 = ¥/,
1. rovnice: zderivujeme y; = y a dosadime yo za y': v} =y, takze y] = v
2. rovnice: dosadime yy, y2 a y4 za y, ¥ a y” do dané rovnice: v, = tysy; + \/y%j
Vektoroveé:

Y/:|:yi

yé}:{tywﬁyi/p}’ Y(l):{_;}

Ovéreni podminek existence a jednoznac¢nosti feseni:
fi=wy2a fo=tyy +/y? —1 jsou spojité pro y? —1 >0, tj. y; € (—oo, —1) U (1, 00),

jejich derivace podle y;:
df2 Y1 %

ofi df1
— =0, — =1, = =ty + =
oy Y oy v y? —1 Yo

jsou spojité pro y? —1 >0, tj. y; € (—oo,—1) U (1, 00).
Oblasti existence a jednoznacnosti feseni jsou tedy

Q =RXx(—o00,—1) xR

Q=Rx (1, 00) XR

Pocatecni podminka [1, —4,2] lezi v oblasti £y, a proto oblast existence

a jednoznac¢nosti feSeni dané tlohy je €2y .

Priiklad 10.4 Je dana Cauchyho tloha

(x—=1)y" +2zy"+5 = 222y "+ (z — D /(v)2 =2, y(0)=0, ¥(0) =2, y'(0)=—1.

Urcete oblast existence a jednoznac¢nosti feseni tlohy.
Reseni

Nejdiiv prevedeme rovnici na normalni (kanonicky) tvar:

(z—1)y" = 29" +22°y" +(x—-1)V/{W)>?> -2 =5
(z-1)y" = 2z@-1)y" +@@-DV({) -2 -5
5)
V= ey T -
Pak polozime y; =y, y2 =¥/, y3 = ¢y” a prevedeme ji na soustavu rovnic 1. fadu:
Y2 0
Y = Ys 5 ., Y0)=| 2
2eys +/(92)* =2 = —— -1
4
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10. cviceni M3 22.11.2022

Funkce 1o, y3 a 2xy3 + \/W — ﬁ i jejich derivace podle y; (g—£ = \/(yy;)—tz)
jsou spojité pro  # 1 a ys & (—v/2,4/2), tj. na oblastech

Q) = (—00,1) x R x (=00, =v2) x R, €y =(—00,1) x R x (/2,00) x R

Q3 = (1,00) x Rx (—00,—V2)x R , Q4= (1,00) x R x (v/2,00) x R

Pocatecni podminka [0, 0,2, —1] lezi v oblasti s, a proto oblast existence a jednoznacnosti resent
dané tlohy je €25 .

Linearni soustavy

Linearni soustava v normalnim tvaru:

= got) +gu) 1+ ... + gin(t) 2,
vy = goo(t) + gar(t) 1+ ... + gon(t) T,

= guolt) + gu(t) 21+ oo + gun(t) T

Vektorovy zapis: X' = A(t) X +B(t), kde

21(t) gu(t) g12(t) - gia(t) go1 (1)

(1) g21(t)  ga2(t) ... gon(t) 9oz ()
X =X(t) = : , A= .. o oL , B(t) = :

0 gur(®) Gur®) - gunld) gon(?)

Pocatecni (Cauchyho) tloha:
X' =A(t)X+B(t), X(t) =X
Véta - o existenci a jednoznacnosti reSeni
Necht vsechny funkce g;;(x) jsou spojité na intervalu I (tj. A a B jsou spojité na I).

Pak pro kazdé to € I existuje pravé jedno maximaln{ feSeni rovnice X' = A(¢) X + B(t)

takové, ze X(to) = X'?. Toto feseni je definovéno na celém intervalu I.

e mnozina vsech feseni homogenni rovnice X' = A(t) X tvoif linedrni prostor dimenze n

e fundamentalni systém feSeni hom. rovnice je jeho libovolnd baze, tj. n LN feSeni hom. rov.
jak pozndme nezdvislost XV, X@ . X™. W (t) # 0 aspon v jednom bodé ¢ € I, kde
Xgi(t) Xg; () ... Xé”i (t)
e Wronskidn W (t) = X () X7 - X7(M)] | determinant fundamentdlni matice
X)) XPe) .o X
homog. rov.:  Xpy(t) = XY+ XP0) + ... +e.X™(1), ¢ €R
[ ]

obecné reSeni ‘ o
nehomog. rov.: X =Xy + Xp (Xp je partikuldrni fes. nehomog. rov.)
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Piiklad 10.5 Je dana soustava lin. dif. rovnic

T =y
(a) Zapiste soustavu ve vektorovém tvaru.

X1 — [eﬂl , X(Q):{ e }

(b) Dokazte, ze

2€2t

tvori fundamentalni systém pro ¢t € R.

(c) Zapiste obecné fesent.
Reseni
(a)

b= (6 )L e =5 )% x=]]

(b) Mame dvé rovnice 1. fadu, takze soustava je druhého fadu a F'S tedy tvoii dvé (vektorové) funkce.
Musime jesté ukdzat, ze obé dané funkce XV, X@ fesf (homogenni) soustavu a ze jsou linedrné
nezavislé (tj. Wronskian nenf nula).

o XMW fesf soustavu:

. 2e2t 0 1 0 1 e?t
_ %0 _ W _
L=k = BS] . p= (g ) x0 = (¢ J) s

X fesi soustavu:

. —3e73¢t 0 1 0 1 e 3t —3e 3¢
_xo _ @ _ _ , _
L=xe= [0 e= (g ) xe = (3 ) S = e ] u=r

|:2 th

4e2t:| ) L=P

o XW X jsou linedrné nezévislé (tj. Wronskidn neni nula — sta¢i v jednom bodé intervalu):

1 1
W(t) = WX, XO)(t) = b2t _gost| s W(0)= ‘ 5 3 ‘ = 3-2=-5%#0
x®  x®

—3¢
() Xp=cXY46X?=¢ [;th] + ¢y [—Ze“] = ¢, 2t B] +cype 3t [_13} , tER, c,co€R
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Piiklad 10.6 (zk. alfa)

(a) Zapiste podminky, které musi spliiovat FS Feseni homogenni rovnice X(t) = A(t) X
(kolik vektorovych funkei jej tvori, jejich vlastnosti).

(b) Je ddna Cauchyho tloha

1 212 21

Il
—
o
—_
| IR

Urcete interval J maximélniho feseni (zduvodnéte).

(c) Dokazte, ze

tvoii fundamentalni systém feseni soustavy na J.

(d) Urcete maximalni feseni soustavy.
Prémie: vyloucenim ¢ lze ziskat feseni ve tvaru = = g(y). Jakd je to kfivka?

Reseni

(a) FS musi obsahovat n funkei, kde n je fad soustavy (pocet rovnic).
Tyto funkce musi byt linedrné nezavislé a kazda z nich musi byt feSenim homogenni soustavy.

(b) Vsechny koeficienty rovnice jsou spojité na intervalech I} = (—o0,1) a Iy = (1,00) a ty uz
nelze prodlouzit. Poc¢ateéni podminka je zadand v bodé ty = 0 € I, takze J = (—o0, 1).

(c) Méme 2 rovnice (prvniho fadu), soustava je tedy 2. fddu a FS musi tvorit 2 vektorové funkce.
Dana sousava je homogenni. Musime ukazat, ze obé zadané funkce ji fesi a Ze jsou linearné

nezavislé (tj. aspon v jednom bodé intervalu J = (—oo, 1) je Wronskian nenulovy, napt. pro t = 0).

o X fesf soustavu:

. 2t 212 —2t\ [t? 2t — 2t 2t (13 —1) 2t
L=XV = {0} ’ P:ﬁ(_l t2> {Jzﬁ{_ﬁjqz} :ﬁ{ 0 =lg| =P

X @ fegf soustavu:
. 0 L (212 =2t [1 L[ 282 —2¢? 0
k= [ et (22 ) [2 20 < 1) e

o XM X® jsou linedrné nezavislé:

W(t):}X(l) X(2)|: t12 1‘:5)’—17&0 prot € J, (neboW(O):‘(l) 01':—17&0)
@ X=aXOtax®—q | x0=a|]val) ]2

61‘0+CQ'1: 2 _ . . t2 1 o 2—t2
cl~1+c2~0:—1} = a=-la=2 X= [1 T T | R

r=2-1 y=2t—1 = t=3(y+1), x:Q—%(y—i—l)Q ... parabola
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