11. cviceni M3 29.11.2023

Linearni soustavy s konstantnimi koeficienty (autonomni)

Homogenni soustava

X =AX, A...nxn, det(A)#0

eV je netrividlni feSeni <= X je vl. &islo a V je vlastni vektor matice A

Nehomogenni soustava

X = AX+B
X =Xyg+Xp
Xp je bod rovnovihy, tj. Xp =0: AXp+B=0 < Xp=-A"'B

Priklad 11.1 Najdéte obecné feseni homogenni soustavy z pi. 10.5, tj.
. 0 1
()

|

Ay = —3: 3z+y=0 << y=-—-3zx, V(Q):{_lg}

Reseni
—A 1
6 —1—\

e vlastni c¢isla: ‘

e vlastni vektory:

N

M=2 22+y=0 <= y=2zx, V(l):{
Xpg =M VU et V) = ¢ e H + et {_13] , tER, c1,c€R

Priklad 11.2 Najdéte teseni Cauchyho tlohy
. -2 2 2

—2-A 2
-2 —2-A

ResSeni

e vlastn{ cisla: ‘ ‘:(2+)\)2+4:/\2+4/\+8:O = Mo=-212

e vlastni vektor k \; = —2 — 2¢:
(—242+20)2+2y=0 <= y=—iz, V= {_IJ

(vl. vekt. k Ay je komplexné sdruzeny, ale k nalezeni redlného FS jej nepotiebujeme)

mame jedno komplexni fegeni XU = Mt V) = o(-2-20)¢ {_1@]
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e nalezeni realného FS:
pomoci Eulerovy formule vyjadifme redlnou a komplexni ¢dst komplexniho fesen{ XV

XM = o220t {_1@] — o=2(cos(=21) + i sin(—21)) {_1 } — o=24(cos(2t) — i sin(21)) {_12] —
ey { .Cos(2t) —z's.in.(2t) } _ o { cgs(2t) —zsig(zt) ] _
i (cos(21) — isin(21)) _icos(2t) — sin(21)

= () o)) ms = e R e b))

cos(2t)

—sin(2t) tee

o [ sin(2 t)] - [ c1c08(2t) + co8in(2t)

cos(2t) —cysin(2t) + ¢g cos(2 t)} , tER, c1,0 €ER

X—XH—cle_Qt[

e dosazeni pocateéni podminky:
2 . . Cy 1 “+ cy - 0 o _
|:_3:| = X(O) = |:—Cl 0+ ey - 1:| = C1 = 2, cr = -3

o2t [ 2cos(2t) — 3sin(2¢)

—2sin(2¢) — 3cos(2 t)] , TER

Priklad 11.3 Najdéte feseni Cauchyho tlohy
. 1 3 -1 4
= (o )x[5] 0 xo-fj

1—-A 3
3 1-A

Reseni

e vlastni ¢fsla: ' ‘: (1=X)2=9=1-22+X2-9=X -2A-8=0 = A\ =4, \y = 2

e vlastni vektory:

Ay = —2 3x+3y=0 <= y=—x, V(Q):[_ll}

Xg=c MtV 4y ert VO = ¢ el {ﬂ + cye 2t {_11} , t€ER, c,c0E€ER
e partikuldrni feseni — bod rovnovahy BR:
R N = R

3 1 5 0 3x+y=-5
BR =[-2, 1] — jediné TeSeni, protoze matice soustavy je regularni

1

-2
_J-F{ 1], teR, c1,0€ R

X:XH+XP20164t |:}:| +Cg€72t |:
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e dosazeni pocateéni podminky:
4 . o 1 1 —2 01+CQ—2:4 61:4
[3]_X<O)—Cl[1]+c2{—1}+[1} T —emtl=3 7 =2

X(t) = 4ett H 4272 {_11} + {_12} , tER

Priklad 11.4 Najdéte feseni Cauchyho tlohy
: 1 -5 m 2
X = <2 —1>X’ X(?)‘M

1-A )
2 —1-A

Reseni

e vlastni ¢isla: '

e vlastni vektor k \; = 3i:

(1-3i)z—5y=0 < 5y=(1-3i)z, V(l):{ ) }

e nalezeni redlného FS — pouzitim Eulerovy formule:

5 }:[ 5cos(3t) +i5sin(3t)
1—3i (1 — 3i) (cos(3t) +isin(31t))

5
1—3

X _ it { } = (cos(3t) +isin(31)) {

B 5cos(3t) +15sin(31)
N [005(3 t) +isin(3t) —i3cos(3t) + 3 sin(3 t)}

S a0)] i sty s30)

N {003(3 t) + 3 sin(3t)

G { P B |

B B 5cos(3t) 5sin(3t)
X=Xy =a |:COS(3 t) + 3 sin(3 t)] to [Sin(?) t) — 3 cos(3t) |’ PER, creo €l

e dosazeni pocatecni podminky:

2 . T 0 -5 —5C2:2 01:—%
|:1:| _X(Q)_Cl |:_3:| + |:—1:| = —3c1—cg=1 = C2:_§
X - 1 5cos(31) s 5sin(3t) | —cos(3t) — 2 sin(31) teR
~ 5 Jcos(3t) +3sin(3¢)| 5 [sin(3t) —3 cos(3t)| | cos(3t) —sin(3t) |’

3

‘ = —(1-AN)(1+N+10= —(1=A)+10 = X249 =0 = X\, =+3i
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Priklad 11.5 Najdéte feseni Cauchyho tlohy

Reseni
11— -1

} 3_)\’:(1—/\)(3—/\)+1:)\2—4>\+4:()\—2)2:0 = Ay =2

e vlastni c¢isla: ‘

e vlastni vektor:

. . 1 , (e 12\ st .
e jedno feSeni je tedy XM = 2t [_1} , druhé (nezavislé) reseni hleddme ve tvaru

X =t XV 47 = te?! {_1 } +e2'Z, kde Z tesi (A — M) Z =VW (tj. (A - N)?Z=0):

1

1—-Xx -1 r,| |1 N -1 =1\ |z, |1 N —x, =Y, =1 P 7 -1

1 3-)) |y~ |1 1 1) |y| = |1 g, by, =1 TP AT
1 —1 t—1

(2) _ 4.2t 2t _ 2t

e8] ]

X =c; X 4+, XP) = ¢ 2! [_11} + cpe?! {t - 1} — 2t [61 ot

4 —cl—CQt]’tER’Cl’C2€R

e dosazeni pocatecni podminky:

{—51:)((0):[@—@2} L a—e=-5 L a=-2

2 —C1 —C1 = Cy =

1 t—1 -5+ 31
_ 92t 2t _ o2t
X(t) = —2e {_1}%—36 [ t} e {2_325}, teR

Jiny zpusob nalezeni F'S a obecného fesenti:

SR G
X® = M (L4 £ (A — AL) m — 2t (tt 1_+tt) m = 2t th}

11—t —t cp —t(e + )
- (1) (2) _ 2t 21 2t | €1 1 2
X=XV +X cre { y ] +coe L t} =e {02 ter 62)}

e dosazeni pocateéni podminky:

w0l - 0

C2:2
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Eliminac¢ni metoda

Priklad 11.6 Urcete obecné feseni soustavy z pr. 10.5 a 11.1, tj.
To=y
' 6xr —vy
Reseni
1. Z prvni rovnice vyjadiime y: y =2
2. Derivujeme: ¢y =12
3. Obé funkce y a y dosadime do druhé rovnice a uréime x:
y = 6r—y
r = bxr—=x
i+zx—6x = 0

NAA=—6=0 = A\ =2 \p=-3, FS={e? e3t}, |rx=ce?+ce3!

4. Dopocitame y (z rovnice, kterou jsme si vyjadfili v 1. kroku): |y =1 =2c¢;e?" —3cye”

3t

2t -3t
vektorove: X = [ﬂ _ { cre*t + e

y 2c1e?t —3cpe”

Priiklad 11.7 Urcete obecné feseni nehomogenni soustavy
= 4y —2x+3e¥
= x4y—2e
Reseni

1. Z druhé rovnice vyjddifme x (abychom se vyhnuli zlomkum): z =19 —y+ 2e3*

2. Derivujeme: 4 =14 — 1y + 6¢3!
3. Obeé funkce x a © dosadime do prvni rovnice a urcime y:
i = 4y—2x+3e*
j—y+6ed = 4y —2(y—y+2e*) +3e*
j+y—6y = -7
feSeni homogenni rovnice:

NAA=6=0 = N\ =2 \p=-3, FS={e? e3), yg=ce?+ce3!

partikularni feseni:

yp=ce*t, gp=3ce3t, ip=09ce?", dosadime do nehomogenni rovnice:
9ced' +3ce —6ce?t = —7edt
7
6ce’ = -7 = C:_E

y:yHﬂLyP:CleZtﬂLCQe*?’t—%eg’t teR, c1,c0€ R

1 1
3t] = ¢ et {2} + cye 3t [_3] , t€ER, e, €R
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4. Dopocitame x (z rovnice, kterou jsme si vyjadiili v 1. kroku):

y=2ce* —3ce ! —3. Ledt

7 7
x:y—y+2e3t:2cle2t—3cge’3t—3~éegt—(cle%%—@e{”—ée?’t)+2e3t

i M
r=ce —dee? H (=3 g+ g2 = —dee? — g
x:clth_4cze—3t_%e3t t€R7 Cl,CQER
vektoroveé:
2t -3t _ 1.3t

x cre“t —4dcge ™t —ze 1 a4 ) 9
X = = 3 = ¢! cpe 3t — L e3t teR, c1,c0€R

[y} |:C1€2t+02€_3t—%e3t:| 1 1| ¢ 1 6 7l tER €

Zkouska: mohli bychom dosadit feseni x a y do zadanych dvou rovnic.

Nebo muzeme vyuzit struktury feseni soustavy lin. rovnic, zapsat si vSechno ve vektorovém tvaru
a rozdeélit si zkousku na dvé casti.

Zadana soustava rovnic ve vektorovém tvaru:

°. - _2 4 3t 3
- (2 ) xen]

< . , e 1 —4 2
Reseni, jehoz spravnost chceme ovérit: X = ¢; e?! L} +cpe 3t { } — ge’t [ }
Zmame jeho strukturu: X = Xy + Xp,

1 4 2 1 —4
Xy = cpe?t [J —|—02e3t[ 1], Xp=—geb {7} , FS= {th L},em[ 1}}

1 —4
1 1

2t,—3t

e Overime, ze FS je spravne: W (t) = e*le =e ' - (1+4)=5e'#0,teR

— obé (vektorové) funkce jsou linedrné nezdvislé. Jesté navic musi fesit homogenni rovnici:

prvni funkce:

1 —2 4\ [e* -2 4 1 2 1
_o .2t _ _ o2t _ .2t _ 9.2t _

druhé funkce:

L=—3e 3¢ [_14] , P=e 3¢ (_12 le) [_14] = e 3¢ [ié] = —3e 3! [_14} , L=P

e Zbyva ovérit, ze Xp mame spravné:

2 2
oo f]
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Dodatek: iegeni Piikladu 11.5 elimina¢ni metodou

Piiklad 11.5 Najdéte feseni Cauchyho tlohy

. 1 -1 -5
X - (1 S)X, x<o>_{2}
Reseni
Soustavu si nejdiiv prepiSeme jako dvé rovnice:

T = x—y z(0) = =5
y = x+3y y(0) = 2

Elimina¢ni metoda:
1. Z prvni rovnice vyjadiime y: y=z— 1=
2. Derivujeme: y=2x—1=
3. Obeé funkce y a ¢ dosadime do druhé rovnice a ur¢ime z:

y = x+3y
t—3i = x+3(x—1%)
T—4zx+4x = 0

MN—dXA+4=0 = No=2, FS={e te?}, |z=cie? +cyte?!

4. Dopocitame y (z rovnice, kterou jsme si vyjadrili v 1. kroku):
T =2c1e?t +cge?t +cyt2e?t

y=x—2=crel +epte? — (2c;e? + cpe?t + crt 2e??)

y=—c e?l —coe?t —cyte?t

§ x c1e?t + cyte?t
vektorove: X = = 2¢ 2t 2t
Y —cre“" —cpe”t —cote

teR, c1,c0 € R

= (a1 +eat)e? [_11} + ¢y *f [_01] ,

Dosazeni pocateénich podminek:

z(0)==5=c, y0)=2=—-c1—ca=5—0c = =3

r=—-5e?t +3te?t, y=>5e?t—-3e* —3te?t =2e?" —3te?t, teER

a2t 2¢ _
vektorové:X:{x] = [ et te } = Qt[ ot St

y 262t _ 32! 2—37:}’ te R
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