
12. cvičeńı M3 8.12.2020

Typy bod̊u rovnováhy autonomńı lineárńı soustavy

Ẋ = A X + B , A . . . n× n , det(A) 6= 0

BR je bod rovnováhy (izolovaný) ⇐⇒ BR = −A−1 B

Fázové obrazy př́ıklad̊u z minulého cvičeńı:

I Reálná vlastńı č́ısla, r̊uzná (tedy i vlastńı vektory jsou reálné a r̊uzné)

Př́ıklad 11.1 Ẋ =

(
0 1
6 −1

)
X , λ1 = 2, V(1) =

[
1
2

]
, λ2 = −3, V(2) =

[
1
−3

]

X = c1 e2 t
[
1
2

]
+ c2 e−3 t

[
1
−3

]
, t ∈ R, c1, c2 ∈ R

Př́ıklad 12.1 Ẋ =

(
0 1
−2 3

)
X , λ1 = 1, V(1) =

[
1
1

]
, λ2 = 2, V(2) =

[
1
2

]

X = c1 et
[
1
1

]
+ c2 e2 t

[
1
2

]
, t ∈ R, c1, c2 ∈ R

Vlevo př. 11.1: typ sedlo. Vpravo př. 12.1: typ uzel (bikritický, nestabilńı).

Červeně jsou vyznačeny některé fázové trajektorie, počátečńı podmı́nka pro t = 0 je označena punt́ıkem.
Je zobrazena jen část trajektorie na vhodném intervalu t ∈< 0, tmax >.

Obrázky jsou poř́ızené v Octave (resp. Matlabu), na skript vede odkaz u programu cvičeńı
(vyznačené př́ıkazy je potřeba upravit pro konkrétńı př́ıklad).
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II Komplexńı vlastńı č́ısla (tedy neexistuj́ı reálné vlastńı vektory)

Př́ıklad 11.2 Ẋ =

(
−2 2
−2 −2

)
X , X(0) =

[
2
−3

]
, λ1,2 = −2± 2i,

XO = c1 e−2 t

[
cos(2 t)
− sin(2 t)

]
+ c2 e−2 t

[
sin(2 t)
cos(2 t)

]
, t ∈ R, c1, c2 ∈ R

X = e−2 t

[
2 cos(2 t)− 3 sin(2 t)
−2 sin(2 t)− 3 cos(2 t)

]
, t ∈ R

Př́ıklad 11.4 Ẋ =

(
1 −5
2 −1

)
X , X

(
π
2

)
=

[
2
1

]
, λ1,2 = ±3i,

XO = c1

[
5 cos(3 t)

cos(3 t) + 3 sin(3 t)

]
+ c2

[
5 sin(3 t)

sin(3 t)− 3 cos(3 t)

]
, t ∈ R, c1, c2 ∈ R

X =

[
− cos(3 t)− 2 sin(3 t)

cos(3 t)− sin(3 t)

]
, t ∈ R

Vlevo př. 11.2: typ ohnisko (stabilńı). Vpravo př. 11.4: typ střed.

Červeně jsou vyznačeny některé trajektorie, počátečńı podmı́nka pro t = 0 je označena punt́ıkem.

Vlevo je zobrazena jen část trajektorie na vhodném intervalu t ∈< 0, tmax >.
Vpravo je periodická trajektorie na intervalu t ∈< 0, 2 π/3 >. 1

1Periodická trajektorie v př. 11.4 je elipsa (v obecné poloze), jak se můžeme přesvědčit vyloučeńım parametru t z řešeńı:

x = − cos(3 t)− 2 sin(3 t)

y = cos(3 t)− sin(3 t)

x+ y = −3 sin(3 t) / 2

x− 2 y = −3 cos(3 t) / 2

(x+ y)2 + (x− 2 y)2 = 9

2x2 − 2xy + 5 y2 = 9
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III Dvojnásobné vlastńı č́ıslo a jen jeden vlastńı vektor

Př́ıklad 11.5 Ẋ =

(
1 −1
1 3

)
X , λ1,2 = 2, V =

[
1
−1

]
,

X = c1 e2 t
[

1
−1

]
+ c2 t e2 t

[
1
−1

]
+ c2 e2 t

[
−1
0

]
= e2 t

[
c2 t+ c1 − c2
−c2 t− c1

]
, t ∈ R, c1, c2 ∈ R

Př. 11.5: typ uzel (monokritický, nestabilńı).

Jak lze poznat, o jaký typ vl. č́ısel jde, bez jejich výpočtu

A =

(
a b
c d

)
,

∣∣∣∣a− λ b
c d− λ

∣∣∣∣ = (a− λ)(d− λ)− b c = λ2 − (a+ d)︸ ︷︷ ︸
trA

λ+ a d− b c︸ ︷︷ ︸
detA

= 0

tr A = λ1 + λ2
det A = λ1 · λ2

}
tzv. invarianty matice

λ1,2 = 1
2

(tr A±
√
D ) , D = (tr A)2 − 4 det A

• det A = 0 . . . nejde o izolovaný bod rovnováhy, neklasifikujeme

• det A < 0 ⇐⇒ λ1, λ2 reálné kořeny s opač. znaménky . . . sedlo

• det A > 0



D > 0 ⇐⇒ λ1, λ2 reálné, λ1 6= λ2, stejné znam. . . .uzel, as. stabilńı pro λi < 0

D = 0 ⇐⇒ λ1 = λ2 reálné . . .uzel, asymptoticky stabilńı pro λi < 0

D < 0 , tr A


> 0 . . .ohnisko, asymptoticky stabilńı

< 0 . . .ohnisko, asymptoticky nestabilńı

= 0 . . . střed
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Př́ıklad 12.2 (zk. beta) Je dána lineárńı soustava

Ẋ =

(
2 1
9 2

)
X

(a) Zapǐste fundamentálńı systém a obecné řešeńı.

(b) Ukažte, že soustava má má právě jeden bod rovnováhy, a určete jeho typ.

(c) Určete maximálńı řešeńı Cauchyho úlohy při počátečńı podmı́nce X(0) =

[
−4

0

]
.

(d) Zapǐste rovnice př́ımek, na kterých lež́ı polopř́ımkové trajektorie dané soustavy. Určete tečný
vektor τ v bodě X(0). Ve fázové rovině znázorněte fázovou trajektorii maximálńıho řešeńı C.ú.

Řešeńı

(a) • vlastńı č́ısla:

∣∣∣∣2− λ 1
9 2− λ

∣∣∣∣ = (2−λ)2−9 = 4−4λ+λ2−9 = λ2−4λ−5 = 0 ⇒ λ1 = 5, λ2 = −1

• vlastńı vektory: λ1 = 5: −3x+ y = 0 ⇐⇒ y = 3x , V(1) =

[
1
3

]
λ2 = −1: 3x+ y = 0 ⇐⇒ y = −3x , V(2) =

[
1
−3

]

• FS =
{

eλ1t V(1), eλ2 t V(2)
}

=

{
e5 t
[
1
3

]
, e−t

[
1
−3

]}

• X = c1 eλ1 t V(1) + c2 eλ2 t V(2) = c1 e5 t
[
1
3

]
+ c2 e−t

[
1
−3

]
, t ∈ R, c1, c2 ∈ R

(b) • λ1 6= 0, λ2 6= 0 ⇒ matice je regulárńı, existuje jen jeden (izolovaný) BR

(soust. je homogenńı ⇒ BR = [0,0])

• vl. č́ısla maj́ı opačná znamı́nka: λ1 · λ2 < 0 ⇒ typ BR je sedlo

(c) dosazeńı počátečńı podmı́nky:[
−4

0

]
= X(0) = c1

[
1
3

]
+ c2

[
1
−3

]
⇒ c1 + c2 = −4

3 c1 − 3 c2 = 0
⇒ c1 = −2

c2 = −2

X = −2 e5 t
[
1
3

]
− 2 e−t

[
1
−3

]
, t ∈ R

(d) Jsou to př́ımky určené bodem rovnováhy a vlastńımi vektory, tj. maj́ı rovnice

y = 3x , y = −3x , τ = Ẋ(0) =

(
2 1
9 2

)
X(0) =

(
2 1
9 2

) [
−4

0

]
=

[
−8
−36

]
, τ ||

[
−2
−9

]
graf:
- osy, popis os
- př́ımky s polopř́ımkovými trajektoriemi, popis, která odpov́ıdá λ1, resp. λ2, orientace polopř. trajekt.
- bod X(0), v něm vektor (rovnoběžný s) τ
- trajektorie (včetně orientace)
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Př́ıklad 12.3 (zk. alfa) Je dána lineárńı soustava s parametrem p ∈ R

Ẋ =

(
1 −1
p −2

)
X , nebo jiný zápis:

ẋ = x− y
ẏ = p x− 2 y

(a) Pro jaké hodnoty p má soustava izolovaný bod rovnováhy?
Kdy je typu sedlo? Kdy je typu střed? Zd̊uvodněte.
Dále pracujte s hodnotou p = −4:

(b) Zapǐste fundamentálńı systém a obecné řešeńı.

(c) Zapǐste parametrickou rovnici fázové trajektorie, která procháźı bodem X(0) =

[
0
5

]
.

(d) Znázorněte polopř́ımkové trajektorie dané soustavy (pokud existuj́ı). Určete tečný vektor
τ v bodě X(0). Ve fázové rovině znázorněte fázovou trajektorii maximálńıho řešeńı C.ú.

Řešeńı

(a) det A =

∣∣∣∣ 1 −1
p −2

∣∣∣∣ = −2 + p

• soustava má izolovaný BR ⇐⇒ jej́ı matice je regulárńı, tj. det A 6= 0 ⇒ p 6= 2

• typ BR je sedlo, když det A < 0 ⇒ p < 2

• typ BR je střed ⇐⇒ vlastńı č́ısla jsou ryze imaginárńı – může nastat jen pro tr A = 0 :

tr A = 1− 2 = −1 ⇒ pro žádné p neńı BR typu střed

nebo jinak:

∣∣∣∣1− λ −1
p −2− λ

∣∣∣∣ = −(1− λ)(2 + λ) + p = λ2 + 1︸︷︷︸
−λ1−λ2

· λ+ p− 2︸ ︷︷ ︸
λ1·λ2

= 0

střed ⇐⇒ kořeny jsou ryze imaginárńı ⇐⇒ koeficient u λ je nula (a posledńı koeficient je kladný),
nenastane pro žádné p

sedlo ⇐⇒ kořeny jsou reálné, s opačnými znaménky:

λ1,2 = 1
2

(−1±
√
D ) , D > 0 , jeden kořen je vždy záporný, druhý má být kladný:

−1 +
√
D > 0 ⇐⇒

√
D > 1 ⇐⇒ D > 1 ⇐⇒ 1− 4 (p− 2) > 1 ⇐⇒ 4 (p− 2) < 0 ⇐⇒ p < 2

(b) p = −4:

• vlastńı č́ısla:

∣∣∣∣1− λ −1
−4 −2− λ

∣∣∣∣ = λ2 + λ− 6 = 0 ⇒ λ1 = 2, λ2 = −3

• vlastńı vektory: λ1 = 2: −x− y = 0 ⇐⇒ y = −x , V(1) =

[
1
−1

]
λ2 = −3: 4x− y = 0 ⇐⇒ y = 4x , V(2) =

[
1
4

]

• FS =
{

eλ1t V(1), eλ2 t V(2)
}

=

{
e2 t
[

1
−1

]
, e−3 t

[
1
4

]}

• X = c1 eλ1 t V(1) + c2 eλ2 t V(2) = c1 e2 t
[

1
−1

]
+ c2 e−3 t

[
1
4

]
, t ∈ R, c1, c2 ∈ R
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(c) dosazeńı počátečńı podmı́nky:[
0
5

]
= X(0) = c1

[
1
−1

]
+ c2

[
1
4

]
⇒ c1 + c2 = 0

−c1 + 4 c2 = 5
⇒ c1 = −1

c2 = 1

X = −e2 t
[

1
−1

]
+ e−3 t

[
1
4

]
, t ∈ R

(d) τ(0, 5) =

(
1 −1
−4 −2

) [
0
5

]
=

[
−5
−10

]
= 5

[
−1
−2

]
, graf podle návodu v př. 12.2

Př́ıklad 12.4 Je dána lineárńı soustava

Ẋ =

(
−4 2
−1 −2

)
X +

[
4
1

]
, X(0) =

[
2
2

]
Najděte body rovnováhy, určete jejich typ a načrtněte část fázové trajektorie
procházej́ıćı bodem X(0) v jeho okoĺı – nemuśıte poč́ıtat jej́ı parametrické vyjádřeńı.

Řešeńı

body rovnováhy jsou určené podmı́nkou Ẋ = 0, tedy:

(
−4 2
−1 −2

)
X = −

[
4
1

]
det A =

∣∣∣∣−4 2
−1 −2

∣∣∣∣ = 8 + 2 = 10 6= 0 ⇒ ex. právě jedno řešeńı – jeden (izolovaný) BR:

−4x+ 2 y = −4
−1x− 2 y = −1

⇒ x = 1, y = 0 , BR = [ 1, 0 ] .

det A > 0, takže vid́ıme hned, že nejde o sedlo, tr A = −4− 2 = −6 6= 0, takže to neńı ani střed.

K rozlǐseńı mezi uzlem a ohniskem potřebujeme zjistit, jestli jsou vlastńı č́ısla reálná (uzel),
nebo komplexńı (ohnisko):∣∣∣∣−4− λ 2
−1 −2− λ

∣∣∣∣ = . . . = λ2 + 6λ+ 10 = 0 ⇒ λ1,2 = −3± i

Vl. č́ısla nejsou reálná, takže BR je ohnisko . Reálná část vl. č́ısel je záporná, takže

jde o stabilńı ohnisko, to znamená, že všechny fázové trajektorie se k němu přibližuj́ı.

τ(2, 2) =

(
−4 2
−1 −2

) [
2
2

]
+

[
4
1

]
=

[
−4
−6

]
+

[
4
1

]
=

[
0
−5

]

Do grafu zakresĺıme BR = [ 1, 0 ], bod X(0) = [ 2, 2 ] a z něj vycházej́ıćı vektor rovnoběžný
a stejně orientovaný s τ , např. ( 0, -1 ). Fázová trajektorie procházej́ıćı BR v něm má tečný
vektor τ a spirálovitě se bĺıž́ı k BR, takže v tomto př́ıpadě se stáč́ı v záporném směru
(po směru hodinových ručiček).
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