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tavy
det(A) # 0

Id

arnl sous

linea
nmxXn,

i

A .

-A'B
(tedy i vlastni vektory jsou redlné a r

hy autonomn
razna

1 rovnova
X = AX+B,
BR je bod rovnovdhy (izolovany) <= BR
Fazové obrazy prikladu z minulého cvicent:
i cisla,

Typy bod

I Realna vlastn
Priklad 11.1
Priklad 12.1
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Vpravo pr. 12.1: typ uzel (bikriticky, nestabilni).
ekteré fazové trajektorie, pocatecni podminka pro ¢t = 0 je oznacena puntikem.

Je zobrazena jen ¢ast trajektorie na vhodném intervalu t €< 0, t,,q2 >.

kazy je potfeba upravit pro konkrétni piiklad).

€ jsou vyznaceny n

Obrézky jsou porizené v Octave (resp. Matlabu), na skript vede odkaz u programu cviceni
vyznacené pii

Vlevo pt. 11.1: typ sedlo.

Cerven

(
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II Komplexni vlastni ¢isla (tedy neexistuji redlné vlastni vektory)

-2 2

Piiklad 11.2 X = (_2 _2) X, X(0)= [_3 Aip = —2 4 2i,

XO =C e_2t |: COS(Qt)):| + Co e_2t |:Sln(2t):| s te R, C1,C2 € R

—sin(2t cos(2t)
ot | 2cos(2t) — 3sin(2t)
_ 2t
X=c {—2 sin(2¢) — 3cos(27)| * 'S
-, ; 1 -5 x 2 .
Piiklad 114 X = (, )X,  X(§)=|{| - A2 = £3i,

XO =cC 5COS(3t) :| + Co {sin( 5Sln(3t) :| , te R, C1,C2 € R

! {005(3 t) + 3 sin(3¢) 3t) — 3 cos(3t)

—cos(3t) — 2 sin(3 )

X= [ cos(3t) —sin(3¢)

| ten

Y =s = s
I e T e
XX {1777 i e aseserme
M P s
EENIY s
/;:7/7 \\ ‘/} / % ? 5??? //////////////M-M\\\\\\\\
17717 LA ,
il e
Q N e i e
I e e :
bt .
2 R,
NN
P,
B, 2
N
A,
\ \ \\\\ e Bbhrscsssssssoarmnngrrrrrrrrrr 777777
E 05 0 0.5 1 15 2 P - x : 2 ; -
Vlevo pt. 11.2: typ ohnisko (stabilni). Vpravo pi. 11.4: typ stred.

Cervené jsou vyznaceny nékteré trajektorie, pocateéni podminka pro t = 0 je oznacena puntikem.

Vlevo je zobrazena jen c¢ast trajektorie na vhodném intervalu t €< 0, ¢4, >.
Vpravo je periodické trajektorie na intervalu t €< 0,27/3 >. !

!Periodick4 trajektorie v pt. 11.4 je elipsa (v obecné poloze), jak se miizeme piesvédéit vylouéenim parametru ¢ z fesent:

x = —cos(3t) —2sin(3t)
cos(3t) —sin(3¢)

xr+y = —3sin(3%) /2
r—2y = —3cos(3t) /2
(z+y)?2+(x-29)?% = 9
22 —2zy+5y* = 9

2 © Certik
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III Dvojnasobné vlastni cislo a jen jeden vlastni vektor

Piiklad 11.5 X =

—1

N}
T

B
e S S |

S e e

N
N

N
]
L L

RS
AR
| N

A

&
o
=)

Jak lze poznat, o jaky typ vl. cisel jde, bez jejich vypoctu

a b a— A
A_(c d)’ c
trA:)\1+)\2
detA:)\l-)\g

Alvzz%(tFAi\/ﬁ),

b | N o
d_)\’_(a—)\)(d—/\)—bc—)\ (a+d) A+ad—bc=0

D= (trA)*—4detA

t. 11.5: typ wzel (monokriticky, nestabilni).

} tzv. invarianty matice

_th |:02t+61 — Co

1
3>X 9 )\1,2:27 V:|:_1:|7

1 1 —1
X = ¢ e?t {_1] +cyte?t {_1] + cye?t {0} =

—Cgt —C1

—
tr A

e det A =0 ...nejde o izolovany bod rovnovahy, neklasifikujeme

o det A <0 <= M\, Ay redlné koreny s opa¢. znaménky ...sedlo

o detA >0
D <0,

tr A

>0...

=0...

ohnisko,

.. ohnisko,

stred

asymptoticky stabilni
asymptoticky nestabilni

:|, tGR,Cl,CQGR

det A

(D>0 A1, Ay realné, A; # Ao, stejné znam. ... uzel, as. stabilni pro \; < 0

D=0 <= )\ = )y redlné...uzel, asymptoticky stabilni pro A\; <0

© Certik
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Piiklad 12.2 (zk. beta) Je dana linedrni soustava

: 2 1
(1)

(a) Zapiste fundamentdlni systém a obecné feseni.

(b) Ukazte, ze soustava ma ma pravé jeden bod rovnovéhy, a urcete jeho typ.

e . S , —4
(c) Urcete maximélni feseni Cauchyho tlohy pii pocateéni podmince X(0) = [ 0 } .

(d) Zapiste rovnice piimek, na kterych lezi polopiimkové trajektorie dané soustavy. Urcete tecny
vektor 7 v bodé X(0). Ve fazové roviné znizornéte fazovou trajektorii maximalniho feseni C.1.

ResSeni

2—-A 1

(a) e vlastni ¢isla: ‘ 0 9

’ = (2=A)2—9 = 4—AA+A2—9 = N2—AA-5=0 = A\ =5, Ay = —1

o vlastni vektory: M =5 —-3z+y=0 < y=3z, VU= B]

Mo=-1: 3r+y=0 <= y=-3z, V&= [ 1}

-3
FS = { At v (1) Aot (2)} _ 5t 1 —t 1
=3¢ \Y , € Vv =<qe 3| e _3

[
— At y(1) Aot \(2) 5¢ |1 |1
e X =ceM'"'VW4ce?tV¥ =cre 3 +coe _al > teR, c1,0 € R
(b) Ay #0, A2 # 0 = matice je reguldrni, existuje jen jeden (izolovany) BR

(soust. je homogenni = BR = [0,0])
e vl. ¢isla maji opacnd znaminka: A; - A <0 = typ BR je sedlo

(c) dosazeni pocéateéni podminky:
-4 B 1 1 c+c=—-4 = —2
{ 01 =X =a M o {—3} T B30-3c=0  cy=-2
x =20t} 2ot L) ven

(d) Jsou to pfimky urcené bodem rovnovahy a vlastnimi vektory, tj. maji rovnice

y=3z,y=—31, T=X<0)=<3 ;) X<0>=(3 5) [_3]:[—_386}’ T”[:g]

graf:

- 08y, popis 0s

- pifmky s polopiimkovymi trajektoriemi, popis, kterd odpovida A, resp. Ao, orientace polopi. trajekt.
- bod X(0), v ném vektor (rovnobézny s) 7

- trajektorie (véetné orientace)

4 © Certik
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Piiklad 12.3 (zk. alfa) Je déna linearni soustava s parametrem p € R

. 1 -1 . . T= xT—Y
X = X, nebo jiny zapis: .
(p —2) SV PRy = pa -2y

Pro jaké hodnoty p ma soustava izolovany bod rovnovahy?
Kdy je typu sedlo? Kdy je typu stfed? Zduvodnéte.
Déle pracujte s hodnotou p = —4:

Zapiste fundamentdlni systém a obecné feSent.

Zapiste parametrickou rovnici fazové trajektorie, kterd prochézi bodem X (0) = [g] .

Znazornéte polopiimkové trajektorie dané soustavy (pokud existuji). Urcete tecny vektor
7 v bodé X(0). Ve fdzové roviné zndzornéte fazovou trajektorii maximélniho feseni C.1.

ResSeni

()

1 -1
det A = 'p _2‘ =-—2+p
e soustava ma izolovany BR <= jeji matice je regularni, tj. det A 20 = p # 2
e typ BR je sedlo, kdyz det A <0 = p <2

e typ BR je stted <= vlastni ¢isla jsou ryze imaginarni — muze nastat jen pro tr A =0 :

trA=1—-2=—1 = pro zadné p neni BR typu stied

=X =1 | . B
nebopnak.‘ _2_)\‘——(1—)\)(24—)\)4—]9_/\+?1/;.)\+p_2_0
—A1—A2 AL Ag

stfed <= kofeny jsou ryze imagindrni <= koeficient u A je nula (a posledni koeficient je kladny),
nenastane pro zadné p

sedlo <= kofeny jsou realné, s opacnymi znaménky:
Mg = % (=1++vD),D >0, jeden kofen je vzdy zaporny, druhy mé byt kladny:
~14+VD>0 <= VD>1 <= D>1 <= 1-4(p—-2)>1 = 4(p—-2)<0 <= p<?2

(b) p=—4

1—A —1
-4 -2-A

e vlastni c¢isla: ‘ ':)\2+)\—6:0:>)\1:2, Ao = =3

o vlastni vektory: A\ =21 —z—-y=0 <= y=—z, VU= [_11]

Ay = —3: 4o —y=0 < y=4uz, V(2):{1}

e ) o)
o X =c MtV 4 ert VR = 2t [_11} + cpe 3t Lﬂ , t€R, c,c0E€R

5} © Certik
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(c) dosazeni pocatecni podminky:

0 o o 1 1 Cl+62:O 01:—1
fexo-all]vall] - 0Te70 - 0T

1 =1\ (0 -5 —1 . .
(d) 7(0,5) = (_4 _2> [5} = [_10} =5 {_2} ,  graf podle ndvodu v pt. 12.2

Priklad 12.4 Je ddna linedrni soustava

= (3 3)x+]. xo=[]

Najdéte body rovnovahy, urcete jejich typ a nacrtnéte ¢ast fazové trajektorie
prochézejici bodem X (0) v jeho okoli — nemusite pocitat jeji parametrické vyjadieni.

Reseni
P . . . -4 2 4
body rovnovahy jsou ur¢ené podminkou X = 0, tedy: 1 _9 X=- 1
det A = ‘:11 _22‘ =8+2=10#0 = ex. praveé jedno feseni — jeden (izolovany) BR:
—4r+4+2y= —4 - - —
lr—2y= _1:>:cf1,yf0, BR=[1,0]]|.

det A > 0, takze vidime hned, Ze nejde o sedlo, tr A = —4 — 2 = —6 # 0, takze to neni ani stied.

K rozliseni mezi uzlem a ohniskem pottebujeme zjistit, jestli jsou vlastni ¢isla redlna (uzel),
nebo komplexni (ohnisko):

=N 46A+10=0 = M\o=-3+1

—4-x 2 |
—1 —2-x

VL. ¢isla nejsou realné, takze ‘BR je ohnisko ‘ Redlna cast vl. ¢isel je zaporna, takze
jde o ohnisko, to znamena, ze vSechny fazové trajektorie se k nému priblizuji.

=4 B[40

Do grafu zakreslime BR = [ 1, 0], bod X(0) = [ 2, 2] a z né&j vychézejici vektor rovnobézny
a stejné orientovany s 7, napt. ( 0, -1 ). Fazova trajektorie prochdzejici BR v ném ma teény
vektor 7 a spiralovité se blizi k BR, takze v tomto ptipadé se staci v zaporném smeéru

(po sméru hodinovych rucicek).

6 © Certik



