13. cviceni M3 9.12.2020

Autonomni soustavy 2. radu

Autonomni soustava 2. radu v normalnim tvaru:

X =F(X) = [P@’y)} . nebo po slozkéch ‘;f P(””’Z) P,QeC\H), oblast HC R* (1)

feSeni soustavy (1) ma tvar  X(t) = [zgg] , t € (a,b) (max. feSeni: t € R)
integralni kiivka: graf feseni, tj. [t,z(t),y(t)] C R
trajektorie: graf oboru hodnot feseni, tj. [z(t),y(t)] C R

fazova rovina: rovina xy

fazovy obraz: mnozina vsech trajektorii

h(X) se nazyva prvni integral soustavy (1) < F(X) - VAi(X)=0

rovnice trajektorii: h(X) = ¢, jsou fesenimi rovnice

Q(z,y)dz — P(z,y)dy =0 (pak j—z = g = g, nebo d—g = % = %, nebo P =@ =0)
X = [z,y] je singuldrni bod rovnice (1) <= P(z,y) =0a Q(x,y) =0

X(t) je staciondrni feSeni rovnice (1) <= X(t) = Xp, t € R, Xz ...bod rovnovahy

X g se nazyva izolovany <= existuje jeho okoli, které neobsahuje zadny jiny bod rovnovahy

Cauchyho tloha:

S0 o oo = (g0 xio - [0

Jacobiho matice soustavy:

orP orP

ox oy
J =

9Q  9Q

ox oy

Véta
Xr je bod rovnovahy rovnice (1) <= Xg je singularni bod.
Véta - o existenci a jednoznacnosti feseni

Necht funkce P(z,y) a Q(x,y) a viechny jejich parcidlni derivace jsou spojité v oblasti H C R?
(tj. P,Q a J jsou spojité v H ).

Pak kazdym bodem [xg, yo] € H prochazi pravé jedna trajektorie.
Volné teceno: celd oblast H je pokryta trajektoriemi, které se navzajem nikde nekiizi.

Nemaéame obecny névod, jak najit fazové trajektorie, resp. prvni integral, autonomnich nelinearnich
rovnic (jen pro exaktni rovnice — a ani pro ty neumime najit feSeni, pouze trajektorie).
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Piiklad 13.1 Je ddna soustava dif. rovnic
) 1
t = In(2z+y)+ -
T
y = 22 +y+1

a) Zapiste Jacobiho matici soustavy.

(a)

(b) Zapiste postacujici podminky existence a jednozna¢nosti max. feseni C. U. pro danou soustavu.

(c) Ve fazové roviné znazornéte a zapiste oblasti, v nichz kazdym bodem prochdzi praveé jedna trajektorie.
)

(d) Zapiste vSechny oblasti existence a jednoznacnosti feseni (v R3).

ResSeni

(a) P(z,y) =z +y)+ 1, Qr,y)=2"+y+1

8 =

opr opr 2 _ 1 _1

Oz Oy 2z+y x2 24y
J p— pu—

9Q  9Q 1

oz oy 2 2v/y+1

(b) P,Q a J jsou spojité v oblasti H C R*:
P:2x4+y>0,2#0
Q: y>—1 (podminky pro oblasti, tj. bez hranice)
J : Zaddna dalsi podminka

(c) Hi ={[z,y] € R*: y> —2x, z <0}
Hy={[z,ye R*: y> -2z, v >0, y > —1}

hrani¢ni primky oblasti H; a H; (to jesté neni zndzornéni téch oblasti!)

(d) Oblasti existence a jednoznacnosti feseni jsou: € = R x Hy, Q9= R X Hj
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Priklad 13.2 Je déna soustava dif. rovnic
T = —xy
y = y'+1
(a) Ukazte, ze h(x,y) = 2*(1 + y?) je prvnim integrélem soustavy.
(b) Ukazte, ze i funkce g(z,y) = m a f(z,y) = e”"(14%*) jsou prvni integrily soustavy.
(c) Urcete rovnici fazové trajektorie prochazejici bodem M = [-3,2].
Reseni
(a) prvni integral ma spliovat rovnici F(X) - VA(X) = 0:
m=2e(1+y?), =2y, Vh(X)=(F ) =2z(1+4), 2927
F(X) - Vh(X) = (—zy, y* +1)- 2z (1 +y?), 2y2?) = —zy2z (L +y*) + (> + 1) 2y2* =0

Poznamka: h(z,y) nenf potencidl pole (y*+1, zy) — ten ani neexistuje, protoze rovnice nenf exaktn{

_2z(14y?) 2 99 _ 2yz® 2y

v (D) . BOE) 0 oy ()R ()

S

(b) 3

Q

x 241)-2
F(X): Vg(X) = (=29, * + 1) (“siirgzy — b)) = s — dazgp =0

g(X) je prvnim integrdlem jen v oblastech H; = (—00,0) x R a Hy = (0,00) x R, ne v R?

g—i = 2x (]. + y2) ex2(1+y2) , g_i: = 2y :1;2 ex2(1+3/2)

F(X) - Vf(X)=(—zy, y* +1)- 2z (1 +¢) e (1+y%) 9y 2 emQ(1+y2)) _
= —ay 2z (141%)e” ) 4 ()2 + 1) 2y 22 e (1) =

(c) Muzeme zvolit kterykoliv z prvnich integrélu, napt. h(zx,y).
Vsechny fazové trajektorie jsou popsany rovnicemi h(z,y) = c,
h(M)=h(-3,2) = (=3))(1+2%) =9-5=45 = c=45,

rovnice trajektorie prochdzejici bodem M je x?(1 + y?) = 45

Jak bychom néjaky prvni integral soustavy nasli? Naptiklad separaci proménnych:

dy 9 _ v+l
de — & —zvy
1
/ Y dy = /——dx
y2 +1 x
1
§ln(y2 +1) = —Injz|+c¢
In(y* +1) = —21In|z|+2¢

In(z?(y* +1)) = 2c
pozn.: separovatelnou rovnici lze vzdy zapsat jako exakt. rovnici, viz druhy tfadek vyse:

A dy+dr=0
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Newtonské soustavy

) - y  =P(z,y)
T4+g(x)=0, totéz jako soustava:
9(z) j () =Qlz.v)
fazové trajektorie: j—y =1= _gy(gc) , 1ze Tesit separaci proménnych: [ydy = — [ g(z)dz

1. integrdl: ydy+ g(z)dz =0 ...exaktnf rovnice, navic zde plati h(z,y) = [ydy + [ g(z)dx

Piiklad 13.3 (zk. beta): Je ddna soustava dif. rovnic

T =y
y = —2x(x—1)

(a) Zapiste Jacobiho matici a ukazte, ze kazdym bodem fédzové roviny prochézi préavée jedna trajektorie.
(b) Najdéte body rovnovéhy.

(c) Najdéte (obecnou) rovnici fazovych trajektorii a urcete rovnici fazové trajektorie prochéazejici
bodem M = [1,2].

ResSeni

(a) P(z,y) =y, Qv,y)=—2z(r—1)

P P

o Em 0 1
J = e

20Q  9Q

o —4x+2 0

P, Q a J jsou spojité ve fadzové roviné zy (= R?), takze kazdym jejim bodem prochdz{
pravé jedna trajektorie.

(b) Body rovnovéhy: ma platit P(z,y) =0 a zdroven Q(z,y) =0, tj.
y=0, —2z(x—-1)=0 = z=0Vazr=1,
By =1[0,0], By =[1,0]

(c)

dy g 2z(@-1)
r & Y
ydy = —2z(r—1)de
/ydy = —/Zx(x—l)dx
2
v 2.3, 9
5 = 395 +a°+c

. Va 7 . ./ 2
rovnice fazovych trajektorii: % + §x3 —1t=c

rovnici fazové trajektorie prochézejici bodem M = [1,2] uréime dosazenim M do obecné rovnice
a dopocitanim c:

22 12 93 12 —442_1_5 ice i Y4 2.3 425
5> +35-1 IF=c = c=5+35—-1=3, roviiceje 5 +352°—2" =3
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Piiklad 13.4 (zk. alfa): Je ddna soustava dif. rovnic
r = r—2y+1
) 1
y = - Y
x
(a) Napiste rovnici fazové trajektorie, ktera prochdzi bodem D = [1,-5].
(b) Oveéite, ze bod B = [1,1] je bod rovnovahy, a najdéte ostatni body rovnovahy.

(c) Zapiste Jacobiho matici J, oznacte A = J(B), tj. Jacobiho matici vyjidfenou v bodé B. Pro rovnici
X = A X urcete body rovnovahy a jejich typ.

ResSeni

(a)

dz
(r—2y+1)dy = (;—y)dw

d g ;—y
T

1
(y—=)de+(x—2y+1)dy = 0
————

x
SN—— =
M) N(z,y)

oM _ 1 — ON

By 5> » vsechny parc. der. M, N jsou spojité v G; = (—00,0) x Ra v Gy = (0,00) x R

= rovnice je v téchto oblastech exaktni (viz pt. 7.5), D € G3. Hleddme potencial pole (M, N):
Wr,y) = [y— i de=zy—Infz] +c(y)

h(z,y) = [z =2y +1dy =2y —y*+y+c(z)

h(az,y) =zy—Inlz[—y*+y+c

obecna rovnice trajektorii je zy — In|z| — y* + y = ¢, dosadime do ni D = [1,-5]:
c=1-(=5)—-Inl1—(=5)?-5=-5-0-25—-5=-35

trajektorie prochdzejici bodem D:  xy —In|z| —y*+y = —-35, [z,y] € G

(b) B = [1,1] je bod rovnovéhy: M(B)=1—-1=0, N(B)=1-2+1=0
ostatni BR: y—%:O,x—Qy—i-l:O, dosazeniy:%zprvm’rov. do druhé:
t—241=0= 2°-24+2=0=> =1V =2

existuje jesté jeden BR o soufadnicich [-2, -1/2].

(c) = (_li :?) , A=JB)= (_11 :?) ,  rovnice X = AX viz cv. 11, 12:

homogenni lin. soustava s konstantnimi koeficienty mé jediny BR = [0,0], je to sedlovy bod
(protoze det A = —1 —2= -3 <0).

1-Xx =2
IR
Mo =13 ...redlnd vl. ¢isla s opaénymi znaminky (v1. vekt. jsou (2,1 ++/3)T)

nebo vypocitdme vl. &isla: =—(1-N1+N)—-2=—-1+XN-2=X-3=0,
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Grafické znazornéni predchoziho prikladu ve fazové roviné:

/
I
|
|

gt
5
Y
/7
77

i
7
I
0
==

Figure 2: Vlevo: fazové pole v okoli BR = [1,1]. Vpravo: fazové trajektorie v okoli B = [1,1].

Tustrace k bodu ¢) — co jsme vlastné spocitali? Linedrni aproximaci v okoli bodu B:
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Figure 3: Vlevo: fazové trajektorie dané rovnice v okoli B = [1,1]. (pfimky zde neptedstavuji trajektorie
puvodni rovnice, ale rovnice linearizované v okoli bodu B.) Vpravo: fazové trajektorie rovnice linearizo-
vané v okoli bodu B, tj. rovnice X = A X, véetné jejich polopiimkovych trajektorii (B je posunuty do
pocétku).
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