1.-2. cviceni M3 17.9.2023

Ciselné rady — kritéria konvergence

I Rady s kladnymi éleny:  a; >0

o0

Piiklad 2.1: ) (%)k ... geometricka rada, ¢ = % <1 = konverguje
k+1
o w5 1
pozorovani: = — =5 =q
ow () 3

Ak+1

B d’Alembertovo kritérium (podilové limitni): necht a; >0, lim = ¢q. Pak plati

k—oo Ok
e g<1 = ), a; konverguje

e ¢>1 = > a;diverguje

Pitklad 2.2: (a) 3%  (b)e*: 1 & (XL (@&
k=1 k=0 k=1 k=1

Resent:
(a) lim %2 = Jim 2 B =1im 2+ ()" =2 > 1 = diverguje
(b) lim % — lim 255 & = lim 225 = 0 < 1 = konverguje
(c) lim al’;—:l = lim kLH & = lim kiﬂ =1 = dle d’Al. nelze rozhodnout

(d) lim a’:lzl = lim% : ]Z—I? = lim(kfl% : % = lim (i)k =1 <1 = konverguje

1
— 7z 1. semestru jsme pouzili lim (1 + %)x = lim (—) =e
T—00 T—r00

B Integralni kritérium:

Nechf f(z) je spojitd a nerostouci v (m, o0) a necht f(k) = a;, pro k > m. Potom

e >, a; konverguje <= konverguje [ f(z)dx

Piiklad 2.3 — Dirichletova fada: ) kip, p>0
k=1

ep=1: [ldz=[mz]f=00 = ;%diverguje
1 -1

e pFl:

1 i i 1 11~ oo prop<1l = diverguje
—der= [ z7Pdx = - SR '
xP 1-p], 1—0p —— prop>1 = konverguje

1 1

Dirichletova rada konverguje, pravé kdyz p > 1.
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B Srovnavaci kritérium: necht a; > b, pro k > m, a; > 0, b, > 0. Pak plati
e > . a; konverguje = > by konverguje
o > . by diverguje = >, a; diverguje
Piklad 2.4: (a) S sinZ (b)) L& (0) O =
5 k=1 =2 k=1
Resent:
(a) sinz <z proxz >0 = sinz <75 = konverguje
(b) mz <zxproz>0 = ﬁ > % = diverguje
(c) =5 < 7= = konverguje
B Podilové srovnavaci kritérium: necht a; > 0, b, > 0 a lim Z—: =L e R, L+#0. Potom

e > . a; konverguje <= ), by konverguje

~ ’ i ) k41 2
Piiklad 2.5: (a) ];21@2_3—19 (b) ’; (k;;k?z
Reseni:

(a) ap = =, zvolme by, = 5 : lim 3 = lim ,f;—’f; =3 #0, by konverguje = a; taky konverguje.

_ (k1) _ k242k+1 1 v an 1 KP42k24k
(b) ar = WiT = Cape o Zvolme by = ¢ hmi = lim =55 =1 #0,

bi diverguje = a; taky diverguje.

IT Alternujici fada: >, (—=1)*¢;, ¢ >0

B Leibnizovo kritérium: necht ¢, je nerostouci a limc;, = 0.

Pak >, (—=1)* ¢}, konverguje a plati odhad |R,| = | > (—1)* cx| < a1

n+1
&)
Piiklad 2.6: I;(—l)k“% ... alternujic{ harmonickd fada: 1 —1+3—1+1—-1+4+...

Dokazte, ze konverguje. Jaka vznikne chyba, kdyz misto jejtho souc¢tu sec¢teme jen prvnich 5 ¢lenu?

~ .. e, . 1 1 . 1
Reseni: alternujici, posloupnost abs. hodnot je nerostouct: 5 < ¢, limy =0,

~ tedy podle Leibnizova kritéria konverguje, |Rs| < ¢g = ¢
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Absolutni a relativni konvergence

e Rada > xar konverguje absolutné <= tada ), |a;| konverguje.
e Rada Y, a konverguje relativné <= fada ), a; konverguje a fada ), |a,| diverguje.

Vsechny rady s kladnymi ¢leny (piiklady 2.1 az 2.5) bud konverguji absolutné, nebo diverguji. Alternujici
harmonicka fada (piiklad 2.6) nekonverguje absolutné, ale konverguje relativné.

Jak zkoumat konvergenci dané ¢iselné rady ), ay

Doporuceny postup:

1. Pokud je fada geometrickd, uréime ¢ a ovéiime, zda |q| < 1 (pak fada konverguje absolutneé,
jinak diverguje). Pro takovou fadu umime najit i soucet - vime o ni vsechno.

2. Ovétrime nutnou podminku konvergence tady, tj. zda lima, = 0. Pokud to neplati, fada diverguje.

3. Je-li fada alternujici, zkusime uplatnit Leibnizovo kritérium (zjistime tak ale pouze relativni
konvergenci).

4. Zkusime zjistit, zda rada konverguje absolutne pomoci nékterého z kritérii na rady s kladnymi cleny,
které pouzijeme na fadu ), |ax| (nejjednodussi je asi zacit d’Alembertovym kritériem).

Priklad 2.8:
zjistéte, zda tady konverguji (K) — absolutné (A) nebo relativné (R) — nebo diverguji (D)

@SS mESE i s @0fVS @S
OSmr @Sy W O i’f (1a5)"
Vysledky:

(a) KA, geom.fada

b) KA, d’Alemb. krit.

) KR, Leib. krit., podil. srov. s odpovidajici Dirichletovou radou
) D, podil. srov. s odpovidajici Dirichletovou radou

) KA, geom.tada

) D, srov. s odpovidajici Dirichletovou fadou

) D, integréalni krit.

) KA, integrélni krit.

i) D, geom.fada
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Piiklad 2.7: Je ddna mocninnd rada
k
—~ 9%(k + 3)

Urcete interval konvergence a chovani fady v krajnich bodech.

Reseni: interval konvergence — d’Alemb. krit. (pocitdme pro libovolné pevné zvolené z):

22k+2 1 k 3

|2k 9R(k+3) . 1k+3
k+4

PO+ 4) Jet2 T 0k+4 |o+2F

|ak+1| —1
|a|

lim

1
§|m—|—2|2<1 — |z+27<9 <= |r+2|/<3 <= x€(-51) - konv. absolutné

1 ) ) :
§|m+2| >1 <= |2+2°>9 <= |[z+2|>3 <= z € (—o0, =5)U (1, co) — diverg.

krajni body:

r=1 > % = > 73 — diverguje (podilové srovnavaci kritérium, Dirichletova fada 3 1)
k=0 k=0
X (_3)2k X (_1)2k s . .. .
r = —b: kz W = kz (k+)3 = kz 75 — diverguje (jako vyse)
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