3. cviceni M3 4.10.2022

Operace s radami

Priklad 3.1: urcete soucet fady > (5% + =)
k=0

Reseni: fadu muzeme vyjadiit jako lin. kombinaci geometrickych fad:

> (2% + 3%) => 2% +2> 3%, G = %, S1=2, ¢ = %, Sy = %, obé konv. absolutne,
k=0 k=0 k=0
vysledna tada tedy taky konverguje absolutné a jeji soucet je Sy +2S; =242 - % = 5.

Obecné plati: pokud scitané rady konverguji, jejich soucet taky konverguje.

Nasobeni absolutné konvergentnich rad:

(a1 + ag + a3)(by + by + b3) = a1by + asby + asby + a1by + asbs + + arbs + +

zobecnéni na nekonecny soucin:

0o 0 00 k—1
(Z ak) . (Z bk) = Z Ck, kde Cp = Z A, bk—m7 t.]
k=1 k=2

k=1 m=1
Cy = albl, C3 = albg + agbl, Cq4 = albg + CLQbQ + Cl,gbl, ... atd.
Piiklad 3.2: zapiste prvni tii (nenul.) ¢leny souc¢inu fad ];2 CL = (l; 2—2) . (k_l (klff)Q)

Reseni: obé fady konverguji absolutné, muzeme je tedy vyndsobit, vyslednd fada bude
taky konvergovat absolutné. Diagonalni schéma:

k§_31§:36+9+4+... , ];(kff)2 =36+16+9+...

| 36 | 9 | 4
36 [[36-36[36-9]36-4
16 |16 - 3616 -9
9 [ 9-36

co = 3636 =1296
c3=16-36+36-9 =900
¢, =9-36+16-9+4+36-4 =612
Rady funkci
Konvergence (bodova):
Rada Y, fi(z) konverguje v bodé 7, < ¢iselnd tada 3", fi(zo) je konvergentni.

Obor konvergence O je mnozina bodu, v nichz fada konverguje. Viz Piiklad 1.3 z 1. cviceni.
Soucet fady: pro x € O je soucet fady S(z) limita ¢dstecnych souctu S,(z) = > fi(z):

k=1
S(x) = ¥, fulx) = lim 5, (x)
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o
Mocninna tada se sttedem zq a koeficienty ¢, je > ¢ (x — x¢)F
k=0

Interval konvergence je I = (xg — R, xo + R) , kde R € (0,00) je polomér konvergence

(obor konvergence O muze zahrnovat navic i jeden nebo oba krajni body)

Vlastnosti mocninné rady

1. konverguje absolutné na intervalu konvergence I, v krajnich bodech muze konvergovat absolutné,
relativné nebo divergovat (nemusi se chovat v obou krajnich bodech stejné; pouze absolutni
konvergence nastava bud v obou krajnich bodech, nebo v zddném)

2. diverguje na (—oo, zg — R) U (z9 + R, 00)
3. soucet tady S(z) je spojitd funkce v oboru konv. O, na I mé spojité i derivace vsech fadu
4. na intervalu I lze fadu derivovat ¢len po clenu

5. na intervalu [ lze radu integrovat ¢len po ¢clenu

Priklad 3.3 - dokazte, ze nasledujici fady konverguji absolutné v R, a zapamatujte si je:

T z? x? xt ooﬂfk
s =14+ttt = wo TER
k=0
. 3 x® z7 S k a2kt
051n:p:x—37+5—,—77+"'22(_1) (2k+1)! 0 r€R
k=0
22 ! 26 = k x2k
ecosr=1—-3+F—g+-=2(-1) (2k)! z€R
k=0

(absolutni konvergence — pouzijte d’Alembertovo kritérium)

Priklad 3.4: rozvinte do mocninné fady o stfedu xg néasledujici funkce:
(a) cosz?, x5 =0 (b) e*, xp =2 (c) sin(—z?), =0
Reseni:

(a) dosadime 2 do rozvoje pro cos x:
o0

ZA CCS l'12 x4k
COS$2:1—T+E_6T_|_...:kzo(—1)km, r€R
(b) e = e@=2+2 = 2”2 3 dosadime z — 2 do rozvoje pro e
T T— z—2)2 z—2)3 z—2)* K z—2)F
e? =ele 2262+62(x—2)+e2(2!) +62(3!) +e2(4!) +--~:];)62—( k!) ., T€ER

— pouzili jsme nasobeni mocninné fady konstantou, viz dalsi strana
(c) dosadime —z? do rozvoje pro sin z:

. 6 10 i 2(2k+1)
SIH<—$2) = _$2+§T_:§T+ :];)<_1)k+1l£2kT)' s LUGR
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Operace s mocninnymi radami

Scitame a nasobime jen fady se stejnym stfedem zy. Oznac¢me

Sy (z) = ]iak (¢ —0)F, € (xo— Ry, zo+ R1)

Sg(x):ébk (¢ — 20)¥, @€ (20— Ray 20+ Ro),  R=min(Ry, Ry)

. a-liak(:c—xo)kEéa-ak(:c—xo)k:ow&(:c), z € (2o — Ry, @0+ Ry)

o kioak (x — xo)* +§O:()bk (r —x)* = kio(ak +by) (x — 20)F = S1(x) + Sa(x) , z € (20— R, 20+ R)
. (éak (x—xo)k) - (ébk (:B—xo)k) - éck (& — 20)* = Si(2) - Salx) , @ € (w0 — R, w0+ R),

k
kde Cr = Z Am bk,m, tj. Cy = aobo, 1 = a0b1 + albo, Co = aobz + a1b1 + agbo, ... atd.

m=0

poznamka: mocninné fady konv. abs. uvnitt int. konvergence, lze tedy ménit potadi ¢lent

Priklad 3.5:
Uréete polomér konvergence souctu fad Y- o (z —2)F a 3 5 (x — 2)F, tj. Fady Z (55 + 3¢) (@ —2)*
k=0 k=0 k=0
Resent:
Polomér konvergence prvnf fady: geometrickd, |¢| = [552| <1 <= |z -2/ <2 = R =2,

laksal _ g5 l2=2/M0 2k
nebo: lim lor] = lim 557

Podobné uréime polomér konvergence druhé rady Ry, = 3.

Polomeér konvergence R souctu tad je mensi z nich, tj. R = 2.

Piiklad 3.6: Urcete prvni 4 nenulové ¢leny rozvoje funkce g(z) do mocninné fady se stredem
v bodé 0 a urcete interval konvergence této tady:
2x
e
g(x) =

1+«

Resent: g(z) je souc¢inem funkei, které snadno rozvineme do mocninnych fad o stiedu zy = 0:

oo
e = 2 ok =1+ 2z + 222 +4m3+ R =

k=0 k'
1%@* =1l—az+22—23+.. =3 (-1Fz* Ry =1, pro soucin fad pouzijeme diag. schéma:
k=0
4
|11 2]2]3
11 2]2]3%
1) -1 -2 -2 ...
1 1 2
-1 -1

=1 a==14+2=1, ¢=1-242=1, ¢g=—1+2—-2+3=71
gla)=1+z+a®+32°+..., ze(-1,1)
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Priklad 3.7: urcete polomér konvergence R a obor konvergence O tad

o= (=1)F(a41)% o= (=R (@—2)F
(a) kzzo TRRRT D) (b) kzzo R
Resent:
(a) lim 2141 = lim 2 4 16 . 8° (K + 1) = o + 17 lim ﬂ <
|| SH((k+1)2+1) |o+ 1% 8 (k+1)2+1

— |z+1P<8 < |z+1]<2 = R=2 20=-1, [ =(-3,1)

krajni body'

= -3 Z Sk(szl))gk =y (E;kll);'ffk Z 7 - konv. abs. (porovnani s Dirichlet. fadou ) )
k=0 k=1
r=1 > ék(lk)fik Z 2+f ... konv. abs. (jako vyse)
k=0 k=0
— 9lk+1 k2 1+ 4 k2 4
(b) lim 9141 = lim v — 2] : +k = |z — 2| lim i <1
x| (k+12+4 |z—2| kr 1214
< |r—-2|<1 = R=1 20=2, I =(1,3)
krajni body'
_ 1. (1“1 R 5 ) s LR S N - , Tk ¥ S
r=1: Z = kz::O T = kZ::o 5= - diverguje (porovnéni s Dirich. fadou kZ::OE )
> (—1)kt11k . - e s cr s . .,
r=3 > o - konv. relativné (Leibniz. kritérium - alternujici fada, abs. hodnoty diverguji)
k=0

Jak zkoumat konvergenci dané mocninné fady Y ¢ (x — )"
k=0

Doporuceny postup:

1. Pokud je fada geometrickd, uréime ¢ a z podminky |g| < 1 interval konvergence I.
V ném rada konverguje absolutné, vsude jinde diverguje, tj. obor konvergence O se rovna I.
Pro takovou fadu umime najit i soucet — vime o ni vSechno.

2. Urcéime interval konvergence I pomoci d’Alembertova kritéria. V ném fada konverguje absolutné.
Pro krajni body intervalu I vyjde limita v d’Alembertové kritériu rovna 1, o konvergenci tedy podle
tohoto kritéria nelze rozhodnout. Vsude mimo [ a jeho krajni body tada diverguje.

3. Zjistime, zda do oboru konvergence O patii i néktery z krajnich bodu intervalu I (musime pouzit
néjaké jiné kritérium nez d’Alembertovo). V krajnich bodech I nemusi byt konvergence absolutni,
lze tedy uplatnit i Leibnizovo kritérium.
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Taylorova rada funkce

Necht redlns funkce f je definovana v okoli bodu xy a ma v ném derivace vsech rad.
Taylorova fada funkce f o stfedu zq je

o0

"y () (2 n (k) (2
f (o) + f'(x0) (& — wo) + T (2 — w0 + - + L5 (@ — )" + ... = kZO—f e (2 = o)*

Véta o jednoznacnosti rozvoje funkce do mocninné rady

Maji-li dvé mocninné fady stejny stied zy a stejny soucet v néjakém okoli xg, pak jsou totozné
(maji stejné koeficienty a tedy i stejny obor konvergence):

jestlize >~ ap (x — x0)* = Y by (x — w0)* pro x € U(xg), pak ap = by Vk
k=0 k=0

Takze kazda mocninnd tada je Taylorovou fadou svého souctu na intervalu konvergence a tloha
rozvinite funkci f(x) do mocninné Tady znamend totéz jako napiste Taylorovu radu funkce f(x).
(Viz priklady 1.7, 1.8 z 1. cviceni a priklady 3.3, 3.4 a 3.6.)

Piiklad 3.8: Napiste Taylorovu fadu funkce f(z) = g se stfedem zy = —2.
Urcete polomér R a interval I konvergence.

6
(422 24+ (x+2) g1 @) 1z

6 6
€T

— soucet geometrické fady pro ag = —3, ¢ = 2

gl <1 & |52 <1 & |z42[<2 = [=(-4,0), R=2

fr)=—3-8-52 =3 (52) —3- (52) = =53 ()" we (40

k=0

Priklad 3.9: Napiste Taylorovu fadu funkce f(z) = 5 _f; se stiedem xy = 0.

Urcete polomér R a interval I konvergence.

% je soucet geometrické fady pro ag = 2%, ¢ = —3x
lgdf <1 & |—-3z|<1 & |I|<% = [:(_%’%)7 R:%

= 2 2 2 2 3 _OO k. .k+2 1 1
fla)=a?—a® Brba?- (30) a2 (3e) — . = (-3, e (-} })

Piiklad 3.10: Napiste Taylorovu fadu funkce f(x) = % se stfedem zy = 1.

Urcete polomér R a interval I konvergence.

r—1 rz—1 rz—1 1 N rz—1 r—1
= = . an = _— —
43 (@-+4 4 140G I 4
lgf <1 & |[z—1]<4 = [=(-3,5), R=4
z— z—1)2 z—1)\3 s —1\k
flo) =27 = () +(50) — . = XD ()7, 2w e(=3,5)

k=1
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Priklad 3.11: Napiste Taylorovy tady o stfedu zy = 0 nasledujicich funkei:

(a) arccotg x (b) In(1 — x) (€) =y

Resent:
(a) Vyuzijeme toho, ze derivace (arccotg )’ = 1715 predstavuje soucet mocninné geometrické fady:
o
=l at -t a2t - = Y () r e (—1,1)

Na intervalu konvergence ji mﬁieme_integrovat ¢len po ¢lenu:
[mde=[(-1+2?—a'+25— .. )dv=— [1de+ [2*dz — [2'dz+ [2%dz — ...
:—l'—l-?—g-i-?—...

Rozvoj arccotg z do mocninné rady dostaneme integrovanim rovnice (arccotgx)’ —1

= m .

[(arccotgz)' dz = [ =z dz
arccotgx—i—c:—x—l—%—%—i-%—...
konstantu ¢ uréime dosazenim wzg: arccotg0+c=0 < c=—-7
Vysledek: arccotgz = 5 —x + %3 — % + ”’—77 —... =5+ ]g(—l)k“’gzjll, re(-1,1)
(b) fesime analogicky: (In(1—=z)) =~ =-1-z—z*-2°—2*—... |, ze(-11)

_ 22 23 o 5
n(l-z)=[Fdr=(2-5 -5 -4 —-L— . )4¢, ze(-11)

dosazenim z = 0 ur¢ime konstantu c, vyjde ¢ =0 .

(c) Tady naopak vyuzijeme toho, Ze integrél [ m dx predstavuje soucet geom. rady:
fx2+2m+1dx—f x+1 s dr = ;c_+11 +e=c+(-l+z—2*+2°—...)=c—1+ z(—l)kxk“

Na intervalu konvergence z € (—1, 1) muzeme mocninnou fadu derivovat ¢len po ¢lenu:

o0 / o0
(=5 + c) = (c — 1+ > (—1)* x’““) =S (=D)*k+ 1)k

k=0 k=0
Rozvoj WIIH do mocninné fady dostaneme derivovdnim rovnice [ m dr = x‘—Jrll +c:
m2+§x+1 = (:1:_+11 + C) = ];)<_1)k(k + 1) xku T € (_]—7 1)
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