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Fourierovy fady — opakovani

Fourierovy koeficienty f:
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ag = — x) dx
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ap = Z/f(:c) co8 —— dz
“L

Fourierova tada f:

Diferencialni rovnice 1. radu

Dif. rovnice 1. fadu (v normélnim tvaru): necht f(z,y) je spoj. funkce dvou proménnych,
v = flx,y), [z,y] €G ... oblast (oteviend souvisld mnozina) (1)

Reseni rovnice (1) v G: funkce y(x) def. na intervalu I, kterd ma na I spojitou derivaci,
spliuje rovnici (1) a pro kterou plati x € I = [z,y(x)] € G.

Maximalni feSeni v G: takové, k némuz neexistuje (vlastni) prodlouzeni v G
(feseni y1 na intervalu J se nazyva prodlouzeni y na I, pokud I C J a yl(z) = y(x) na I).

Integralni kiivka: graf reseni

Smeérové pole: vektorové pole 7 = (1, f(x,y))

Véta - o existenci a jednoznacnosti reSeni

Necht f(x,y) je funkce dvou proménnych, pro kterou plati:
o f(z,y) je spojitd v G (existence)
o %(l’, y) je spojitd v G (jednoznacnost)

Pak pro kazdy bod [z, yo] € G existuje pravé jedno maximalni feseni tlohy (1), pro které y(x¢) = yo.
Jinymi slovy: kazdym bodem [z, yo] € G prochdzi pravé jedna integralni kiivka.

O intervalu I max. feSeni obecné nelze nic Fict (jen ze zq € I).

Pocatecni (Cauchyho) tdloha:

/

Yy :f(:my) ) y('rO) =Y
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Piiklad 5.1: Je ddna funkce

(a) Naintervalu (—2m, 47) zakreslete graf 2r-periodické funkce f(z), kterd vznikne periodickym rozsifenim
f(x) na interval (—oo, 00).

(b) Vypocitejte koeficienty Fourierovy rady funkce f(a:)
(c) Zapiste vyslednou Fourierovu radu. Zapiste soucet jejich prvnich tii nenulovych ¢clenu.

(d) Urcete soucet s(x) Fourierovy fady na intervalu (—2m, 47) a nacrtnéte graf s(x).

Specidlné urcete funkceni hodnoty s(0), s(%), s(m), s(2m).

Resent:

(a)
(b) f je licha, takze a, =0 Vk

L T
1 . (kmzx 1 (. u=xz v =sin(kz) B
by = z/f(:c) sin <T> dz = %/; sin(k x) dz W =1 v=—L cos(ka) |~
—L -7
1 x ™ 1 1 1 1 "
== [_E cos (k a:)] _W—I—W cos (kz) do = ~ %, o8 (km) — o= cos (—km) + [k%r Sln(kx)] -
2 2
- _ = 1 k+1_ =
1 oS (km) = (—1) e Vk>0
bl_%a bQZ_%a b3_%7
(c)
> k+1 2 2 2
Z br sin(kx) Z sin(kz) = — sinx — gy sin(2z) + 3 sin(3x) —

42 xe(-2m —m)
z e (—
s(@)=4" @€ (=m m s(kr) =0, k€7
£ -2 we(m3nm)
£ —4 xc(3m, 4n)

2 © Certik



5. cviceni M3

20.10.2020

Piiklad 5.2: Je ddna periodicka funkce (p = 2L = 2)
fe) = {—f ffff,’if
(a) Na intervalu (—2, 3) zakreslete graf p-periodické funkce f(x), kterd vznikne
periodickym rozsifenim f(z) na interval (—oo, 00).
(b) Vypocitejte koeficienty Fourierovy rady funkce f(:c)
(c) Zapiste vyslednou Fourierovu radu. Zapiste soucet jejich prvnich tii nenulovych ¢lenu.
(d) Urcete soucet s(x) Fourierovy fady na intervalu (—2, 3) a nacrtnéte graf s(x).
Specidlné urcete funkéni hodnoty s(—2), s(—1), s(0), s(1), s(2), s(3).
Resent:
(a)

(b) f nenf sudd ani lich4 (dal budeme pro jednoduchost psét f misto f)

L 1 0 1
aoz%_fo(x) dx:_flf(x) dx:f—ldx+bfxdx:[—x]91+[%2](1):—1+%:—%

-1

L
ap = E/f cos( )dx—/f cos(kmx)dx =
-

0 1
= —/COS(/C?T.I’) dx+/$ cos(krx)dr =
| 0
1
= n(kma)l, o sin(bra))y - [ sin(lo) de =
= —posin(kre)]l + [z sin(kna)ly — o— [ sin(krz) do =
0
! (=1)*F -1
= 0+0+ 22 [cos(kmx)], = 122 (cos(km) — 1) = e VE>0

0 pro k sudé
ar =\ _, S
22 pro k liché

1

0
by = /f ) sin (lmx) dx—/f sin(kmr x)dz = /sm (k) dx+/x sin(krx)dz =

0
1

1 1 1
= H[Cos(km?)]% - H[ﬂf cos(kmz)]y + o= /Cos(k‘m:) dr =
0

[sin(k7z)]y =

= ! —(1 — cos(—km)) — i((:OS(/WT) —0)+

km km k2m?
1 —-L pro k sudé
= —(1-2-(-1)"+0= ke
k;7r( (=1)%) { % pro k liché
3
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- k k
flz) ~ % + 2 <ak COS% + by, sin 721:) =

Ly (_% cos(mz) + > smm)) + (o o sin(27r:c)) .

™ ™

Priklad 5.3: je dana rovnice
,  3a?
Yy = %

(a) Najdéte oblasti existence a jednoznacnosti Feseni rovnice.

(b) Overte, ze y = Va3 + 8 je feSeni rovnice na [ = (0, 00).

Je to maximéalni feseni rovnice? Pokud ne, najdéte max. prodlouzeni tohoto feseni.

(c) Oveite, ze y = £va3 + ¢, ¢ € R, jsou feseni rovnice. Jaké jsou max. intervaly téchto feseni?

Reseni:
(a) D(f) ={[r,y] € R*: y # 0}; piedpoklady V o ex. a jednozn. fesen:
f jespoj. v D(f), %(w,y) = =5 je spoj. v D(f)
oblasti existence a jednoznacnosti reSeni:
G1 =R x (—00,0)
Gy =R x (0,00)

(b) funkce y = Va3 + 8 je feseni tlohy: [z, y(z)] € Ga,

p = 32 _ 3
2y 2348

_ o _ 322
L - y - 24 /.’E3+8 } L:P

D(y) = (=2,00), D(y') = (=2,00), y i y' jsou spojité v (-2, 00),

dané feseni 1ze tedy prodlouzit na interval J = (—2, 00).

(c) ovéreni podobné jako v predchozim bodé, intervaly existence jsou (—+/c, c0)
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Piiklad 5.4 (pokracovani 5.3): je ddna pocatecni (Cauchyho) iloha

3x?
y = 2 y(2) =-3
= V3 + 8 TteSeni tlohy?

) J

b) Je y = —va3 + 8 feseni tlohy?
)
)

(a
(
(c) Najdéte aspon jedno max. feseni tlohy (s vyuzitim vysledku prikladu 5.3).

(d) Existuje i jiné max. fes. této uilohy? Zduvodnéte.
Reseni:
(a) graf funkce y = va3 + 8 lezi v Gy, [2, —3] € G — neni to tedy feseni dané C.1.

(b) y(2) = —v234+8 = —v/16 = —4 # —3 — neni to tedy feseni dané C.1.

(c) Obecné feseni rovnice je y(x) = £vVa? 4+ ¢, ¢ € R. Jelikoz [2, —3] € G, musime se omezit na
y(r) = —va? + ¢, ¢ € R. Konstantu ¢ uréime z pocateéni podminky:
y(2) = V22 +c=-3 takzte V22 +¢c=3 = 22 +c=9 = c=1

maximalni feseni dané C. i.: y = —va? +1, x € (—1,00)

(d) Jiné maximéalni feseni neexistuje - v G prochézi kazdym bodem pravé jedno maximalni fesent

(v prikladu 5.3 jsme ovéfili predpoklady V o ex. a jednozn. feSeni v oblasti G1).

Metoda separace proménnych

Priklad 5.5: najdéte obecné feseni rovnice

, 3’
Yy = 2
Reseni: oblasti ex. a jednozn. viz pf. 5.3
dy  32°
de 2y

2ydy = 322 dzx

/dey = /3x2dx

y2+61 = a:3—|—02

y = EVad+ec

) © Certik



