8. cviceni M3 6.11.2022

Linearni dif. rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty

Homogenni rovnice:

v +py +qy=0, pgeR (1)

feseni hleddme ve tvaru y = e, tedy

(e/\t)// +p (e)\t)/ + qe)\t = 0
MeMppreM fgeM = 0 /e
Mitprd+qg = 0 ... charakteristicka rovnice s koreny A;, Ao

., o1 . .o )\1 7é /\2 = FS = {e’\lt, e)‘Qt}
z A1, Ao ur¢ime fundamentalni systém: { A=A = FS={eMt M)

(fundamentélni systém FS = {1, o} rovnice (1) je dvojice lin. nezdv. feseni o1, s této rovnice)

obecné feseni homogenni rovnice: yg = ¢; 1(t) + copa(t), c1, o €R, t€R

pro komplexni kofeny A\ 5 = o = 31, [ # 0, ziskdme redlny F'S pouzitim Eulerovy formule:
Mt = eloHINE — oot (cos(Bt) +isin(At))

FS = {e**cos(0t), e**sin(5t)}

Priklad 8.1: najdéte obecné feseni iloh

Resent:

(a) M2 —=2X—-3=0 = A\ =-1, =3, FS={e" e}
yg=ciet+ced, ¢, €R

(b) N2 —4X+4=0 = A\ =XN=2, FS={e* te*}
yg =c1 e +cpte® . ¢, €R

(c) +4=0 = A\o==2i, FS={cos2t,sin2t}
Yyg =1 cos2t+co sin2t, ¢, c0 € R

(d) ¥=2X410=0 = M\2=1+3i, FS= {e'cos3t, e'sin3t}

yg = cretcos3t +cpelsindt, ¢, o €R
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Nehomogenni rovnice:
y'+py +ay=fx), paeER (2)

partikularni feSeni nehomogenni rovnice: yp — jedno libovolné konkrétni feseni

obecné reseni nehomogenni rovnice: y = yg + yp

Metoda odhadu:

predp. f(t) =e* (p(t) cos Bt +q(t) sinft), t€ R, a,B€R, p(t),q(t) polynomy, tj.
f(t) = p(t) e cos Bt + q(t) e* sin St
Obecny vzorec pro yp je ve skriptech na str. 57-58, odst. 5.6, vzorec (5.6.3).

Zde procvicujeme konkrétni jednotlivé pripady:

(I) e* cos Bt, e* sin Bt mejsou Feseni homogenn{ rovnice, tj. « & 37 nen{ koren charakt. polynomu;
pak Feseni yp hleddme v (obecném) tvaru pravé strany:

yp = p(t) e cos Bt + q(t) e sin ft, st.p = st.¢ = max. st. p,q

Piiklad 8.2: vyfeste pocatecéni (Cauchyho) tlohy
(a) y" =2y —3y=>5e", y0)=2, y(0)=-3
(b) " —2y" =8sin2t, y(0) =6, y'(0) =2
(c) y'—4y' +4y=4t, y(0)=-1, y(0) =1

Resent:

(a) FS={e ", e}, yg=ce'+xe’, c¢,ceR, vizpr 81 (a)

funkce e™2! pravé strané nenf fes. homog. rovnice

2

— volime proto yp = ae™? a koeficient a dopocitdme dosazenim do rovnice:

yp = —2ae

yh=4ae
yp—2yp—3yp=>5e*
dae™® —2(—2ae ) —3ae M =5e %

S5ae ™ =5e = a=1, yp=ec %
obecné feeni: y=yy +yp=cie '+l +eH  tc R
dosazeni po¢. podminky: ¢ = —cie ! +3cyedt — 272

2=9y0)=ci+e+l = c+c=1 .
_3:y/(0):—01+302—2 = _Cl+362:—1 1= 1, ¢ =

y=el+e X teR
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(b) M2—=2X=0, M\ =0, \a=2, FS={e" e} ={1,e*}, yg=c1+xme*, c,c€R
funkce sin2t na pravé strané neni feS. homog. rovnice, neboli £2¢ neni kofen char. polyn.
— volime proto yp = acos 2t + bsin 2t a koeficienty a, b dopocitame dosazenim do rovnice:
Yp = —2a sin 2t + 2 bcos 2t
yph = —4acos2t —4bsin 2t
yp—2yp = 8sin2¢

L =—4acos2t —4bsin2t — 2(—2a sin2t + 2bcos2t) = —4(a + b) cos 2t + 4(a — b) sin 2t
=0 =8

= a=-b,a—0=2 = a=1,b=—-1, yp=-cos2t—sin2t

obecné feseni: y = yg +yp = c1 +coe? +cos2t —sin2t, tER

dosazeni po¢. podminky: 3 = 2cye® — 2sin2t — 2 cos 2t

6:y(0)201+02+1 = c1+c=5

2:y/(0):2c2—2 = 2¢y=4 }01:3,@:2

y=34+2e* +cos2t —sin2t, tcR

(c) FS = {e*, te¥}, yg=cre* +cate®, ¢, 0 € R, viz pt. 8.1 (b)
prava strana je 4t-e%’ cos0 , 0 nenf koien char. polynomu, 4t je polynom 1. st.
— volime proto yp = at + b a koeficienty a, b dopocitame dosazenim do rovnice:
yp=a, yp=0

yp —4yp +4yp =4t
—4a+4(at+b) =4t
dat—4a+4b=4t = a=b=1, yp=t+1

obecné feeni: y=yy +yp =cie® +eote? +t+1, teR

dosazeni po¢. podminky: ¢ =2c;e? 4+ cpe? +2cote® +1

—1=y0)=c+1 = ¢ =-2

1=9y(0)=2c1+c+1 = 2¢1+c=0 } c1=-2, =4

y=—-2e+4te* +t+1=4t—-2)e**+t+1, teR

zkouska - dosazenim do tulohy:

y(0)=-24+0+1=-1

Yy =—4e* +4e* + 8t +1=8te* +1, ¢(0)=1

Y’ =8e* + 16t e*

L=y —4y +4y=28e? +16te* —4(8te* + 1) +4(—2e* +4te? +t+1) =
=e*(8—4-(-2)+te*(16 —4-8+4-4)+4t—4+4=4t, L=P
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(IT) e* cos ft, e*sin Bt jsou feSeni homogenn{ rovnice, pak vynasobime puv. odhad ¢, piip. t*:

Piiklad 8.3: vyfeste pocdtecni (Cauchyho) tlohy
(a) v"+9y =06cos3t, y(0)=0, y/(0)=1
(b) y" =4y +4y=3e*, y(0)=—1, y(0)=0
(c) §—2y=4t, y(0)=1, 5(0)=3
Reseni:
(@) A24+9=0 = M\o==+3i, FS={cos3t, sin3t}, yg=cicosdt+cysin3t, ¢, co€ R

funkce cos3t na pravé strané je fes. homog. rovnice, funkce (a cos 3t + bsin 3t) tim padem taky,

volime proto yp = t (a cos 3t + bsin 3t) , coz uz neni fes. homog. rov.:

yp = acos 3t + bsin 3t 4 3t (—asin 3t + bcos 3t)
yh = —3asin 3t + 3bcos 3t + 3(—asin 3t 4+ bcos 3t) — 9t (a cos 3t + bsin 3t)

yp+9yp = 6cos 3t
L = cos 3t (3b + 3b — 9at + 9at) + sin 3t (—3a — 3a — 9bt + 9bt) = cos 3t - 6b + sin 3t - (—6a)

= a=0,b=1, yp==tsin3t
obecné feseni: y = yy + yp = ¢1co83t + cosin3t +tsin3t = ¢y cos3t + (o +t)sin3t, t€R

dosazeni po¢. podminky: ¢y’ = —3¢y sin3t + sin 3t 4 3(cy + ) cos 3t

0=y(0)= _ 1
1=9'(0) =3¢ } a=0, 273

y=(3+1t)sin3t, teR

(b) FS = {e? te?}, yy=cre¥ +cyte?, ¢, o€ R, viz pt. 8.1 (b)
funkce e?' mna pravé strané je fes. homog. rovnice, funkce te? taky,
volime proto yp = at?e* a koeficient a dopocitame dosazenim do rovnice:
yp = a(2te® 4 2t2 e*) = 2a ¥ (t + t?)
yh =4dae®(t + %) + 2ae* (1 + 2t)
yph—4yp +4yp = 3e*

L =e*(da(t +t*) +2a (1 +2t) — 8a (t +t?) + 4at?) = e*(2a) = a=

[\ [N}

) Yyp = %tQ e2t
obecné feseni: y = yg +yp = c1 e +cate? + %tz e =e¥(c; + oot + %tz) , teR
dosazeni po¢. podminky: y' =2e%(c; +cot + 312) +e*(co + 3t) = €*(2c1 + 2 + (202 + 3) t + 3¢7)

—1=y0)=c = g=-1

0=y(0)=2c1+cy = 2¢1+¢,=0 } c=-1, =2

y=e*(-1+2t+3t?), teR
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(c) FS = {1,e*}, wyg=c1+ce*, ¢y, co € R—viz pt. 8.2 (b)
pravd strana je 4t-e’tcos0, 1 = e cos0 je fes. homog. rovnice, 4t je polynom 1. st.

— volime proto yp =t (at + b) a koeficienty a, b dopocitdme dosazenim do rovnice:

yp =at> +bt, yp=2at+b, ip=2a

yp —2yp =4t
L=2a—-22at+b)=—-4at+2a—2b= a=b=-1, yp=—t>—1t

obecné feeni: y=yy +yp =c1 +coe®® —t2—t, tc R
dosazeni po¢. podminky: ¢ =2cye* —2¢t—1

l=y(0)=c14+c = c1+c=1 e 1 o9
3=9(0)= 2c,— 1= 2¢cy, =4 L= =

y=—-14+2e*—t>2—-t, teRrR

(III) kdyz pravou stranu tvoii soucet predchozich moznosti, rozdélime tilohu na ¢asti

Piiklad 8.4 (zk. beta): je ddna rovnice
i— 9z =5e*" —27

a) Urcete FS a obecné feseni homogenni rovnice.

(a)
(b) Najdéte partikularni feseni rovnice a zapiste obecné feseni rovnice.
(c) Vyteste Cauchyho tlohu pro poc¢ateéni podminky x(0) = 0, #(0) = 1.

(d) V jakém tvaru bychom hledali partikuldrni feSeni pro pravou stranu rovnou 2¢e =3t ?
Reseni:

a — Y= = Ao = , =e,e "y, xg=ce’r+ce 7, S

A —9=0 Ao =13, FS={e, e 3t 8. teR
(b) xpy =ae?, ip =4ae*, L=i-9r=4ae*—-9ae* =-5e* = a=-1

.’L'pgzb, Tpy =0, L=-9% = b=3

Tp =xp + Tpy = —2' + 3, r=xg+arp=cel+ced—e?+3, teR
(c) dosazeni po¢. podminky: & =3c;e¥ —3cye™3 —2e%

0:$(0):Cl+02—1+3:>Cl+02:—2 C—l C*—§

1=3(0)=3¢;—3¢c;—2= 3¢, -3¢, =3 7o 2T g

=3 -3 —e*4+3 teR

1
2
(d) pokud by e3! nebylo feseni homog. rovnice, volili bychom xp = (at + b) e™3; jenze e3¢ je

t

feseni homog. rovnice, a proto volime zp =t (at + b)e 3" (te~3 nenf fes. homog. rov.)
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Priklad 8.5: pro nehom. ulohy dle pt. 8.1 urcete, v jakém tvaru byste hledali yp pro dané pravé strany:
(a) y"—2y =3y =(3t"—1)e*
(b) v — 4y +4y=te*sin3t
()
(d)
)

(e) v" =2y + 10y = te' cos 3t

y//
y// _4y/+4y — tth
y'+4 =t2cos3t — 2 sin 3t
!
Reseni:
(a) Ay =—1, Ay =3, FS={e? ¥}
standardni odhad je yp = (at®> + bt + c)e™!, a protoze e~ je feSenim homogenn{ rovnice,
musime odhad jesté vynésobit ¢: yp =t (at? + bt +c)e™"
(nebo: pravou stranu charakterizuje ¢islo —1, to je koren charakteristického polynomu

homogenni rovnice, musime tedy puvodni odhad jesté vyndsobit t)

(b) My =X =2, FS={e* te*}
standardni odhad je yp = e* ((at +b)cos3t + (ct + d) sin 3t),
a protoze e?! sin 3t neni fes. homogenn{ rovnice, uz ho nebudeme dal upravovat
(nebo: pravou stranu charakterizuje ¢islo 2 + 3¢, to neni kofen charakteristického polynomu

homogenni rovnice, nebudeme tedy puvodni odhad yp dél upravovat)

() My =X =2, FS={e? te*}
standardn{ odhad je yp = (at + b)e*, ale to je fes. homogenni rovnice, takZe jej nelze pouZit.
Protoze A; 2 = 2 je dvojny kofen charakt. rovnice, puvodni odhad yp vyndsobime ¢2:
yp =t*(at +b)e*

(nebo: pravou stranu charakterizuje ¢islo 2, to je dvojngy koten homogenni rovnice, puvodni odhad
yp tedy vynasobime t?)

(d) A2 ==%2i, FS = {cos2t, sin2t}
standardn{ odhad je yp = (at®>+ bt + c)cos3t + (pt* + qt + r)sin 3t,
a protoze cos 3t, sin 3t nejsou fes. homogenni rovnice, uz ho nebudeme dal upravovat
(nebo: pravou stranu charakterizuje ¢islo 37, to neni koten charakteristického polynomu

homogenni rovnice, nebudeme tedy puvodni odhad yp dél upravovat)

() Ao =1%3i, FS = {e'cos3t, e'sin3t}
standardn{ odhad je yp =€’ ((at+ b)cos3t + (ct+ d)sin3t), a protoze e’ cos 3t je
feSenim homogenni rovnice, musime odhad jesté vynasobit ¢:
yp =te' ((at+b)cos3t + (ct+ d)sin 3t)
(nebo: pravou stranu charakterizuje ¢islo 1 + 3i, to je kofen charakteristického polynomu

homogenni rovnice, musime tedy puvodni odhad jesté vyndsobit t)
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Priklad 8.6: v nasledujici tabulce je 5 ruznych homogennich rovnic a odpovidajicich korenu charakt.
polynomu a FS (posledni 2 sloupce jsou pro kontrolu, spoéitejte je sami):

’ \ homog. rovnice \ A1, Ao \ FS ‘
Al Yy +y —6y=0 | A\ =2, =-3 {e?t e~}
B y' +3y =0 M =0, =-3 {1,e7%}
Cly"—4y)+4y=0| I =X=2 {e?t te?'}
D y'+4y =10 Ao = £2i {cos 2t,sin 2t}
E|ly —2y+10=0| MNao=1%3i | {e'cos3t,esin3t}

Urcete, v jakém tvaru byste pro jednotlivé piipady A az E hledali yp pro dané pravé strany (v néasledujici
tabulce s feSenim si zakryjte vSechny sloupce kromé prvniho a urcete je sami):

’ PS \ z \ standard. yp \ spec. yp ‘
2 0 a B:ta
e 3t -3 ae % AB:tae
e?t 2 ae’ A:tae®, C:t?ae®
t 0 at+0b B: t(at +b)
2t +1 0 at? + bt + ¢ B: t (at? + bt + c)
cos 2t 2i a cos 2t + b sin 2t D: t(a cos2t + b sin 2t)
t cos 2t 20 | (at+0b) cos2t + (ct +d) sin2t | D: t((at +b) cos2t + (ct 4+ d) sin 2t)
sint i a sint + b cost
tcos2t +sin2t | 2 | (at +b) cos2t + (ct +d) sin2t | D: t ((at +b) cos2t + (ct + d) sin 2t)
e’ sin 3t 1430 e'(a cos 3t + b sin 3t) E: te'(a cos 3t + b sin 3t)
e! cos 2t 1+ 2i e'(a cos 2t + b sin 2t)
t e 2 (at + b) e* A: t(at +b)e*, C: t? (at + b) e*
(t+1) cos3t 3i | (at+b) cos3t+ (ct +d) sin3t

poznamka: ve druhém sloupci v tabulce je uvedeno komplexni ¢islo z charakterizujici pravou stranu PS
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