9. cviceni M3 18.11.2021

Linearni diferencialni rovnice 2. radu — shrnuti

v +plx)y +q(z)y = f(z), reJ= (o, ), —o<a<f<ox (1)
p(z), q(x) — koeficienty rovnice, f(x) — prava strana; predp. p(z), ¢(x), f(x) jsou spojité na J.
Reseni rovnice (1) je funkce y(z) € C*(J) (tj. ma na J spoj. prvni dvé der.) vyhovujici rovnici (1).
Homogenni rovnice:
y' +p@)y +al@x)y=0, xeJ (2)

e mnozina vsech feSeni ¥V homogenn{ rovnice (2) tvoif linedrni prostor (podprostor C?(.J)), neboli:

jestlize y1, yo jsou Feseni (2), pak také y = ¢y y; + c2 Yo je FeSenim (2) pro lib. ¢, c2 € R.

dim V' = 2; fundamentdlni systém feSeni {1, v} je libovolna béaze V'

(pro lin. homogenni rovnici s konstantnimi koeficienty umime nalézt, viz cv. 8)

jak pozndme nezéavislost @1, o: W(x) # 0 aspon v jednom bodé = € J, kde

P1() pa(2)
() ph(x)

Wronskian W(x) =

e obecné feSeni homogenni rovnice: yy = ¢ p1(t) + coa(t), c¢1, 2 € R

Obecné feseni nehomogenni rovnice: y =yp+yy = yp + c11(t) + capa(t), ¢1, c2 € R,
kde {¢1, p2} je fund. systém a yp je partikuldrni feseni rovnice (1).

(pro lin. rovnici s konstantnimi koeficienty umime pro vhodné pravé strany nalézt, viz cv. 8)

Cauchyho tloha:

y' +p@)y +q(x)y=f(r) nald,  y(wo) =vo, ¥(w0) =11, kdexoeJ (3)

Veéta — o existenci a jednoznacnosti feseni

Necht p(x), q(z), f(x) jsou spojité na J, zo € J, yo, y1 € R.

Pak existuje pravé jedno feseni tlohy (3), a to je definovdno na celém intervalu J.

téma tohoto cviceni:

Véta — o rozvoji feseni do mocninné fady

Necht xg € J a necht p(x), q(x), f(x) lze rozvinout do mocninnych fad se stiedem
konvergentnich na intervalu I = (g — R, 29 + R).

Pak i feseni ulohy (3) lze rozvinout do mocninné rady, ktera konverguje na intervalu I.
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Piiklad 9.1 — motivac¢ni:
y(0)=-1, ¢'(0)=—1,

aproximujte feSeni této C.a. v okoli ty = 0 polynomem 5. stupné.

y'—2y=c¢",

Reseni:
jde o lin. rovnici s konst. koeficienty a vhodnou pravou stranou, jejiz presné feseni muzeme
najit postupem z cv. 8, y = —e', t € R, a rozvinout do mocninné rady kolem xy = 0:
_ t o~ 2 3 t4 t5
y)=—e'm-l—t-5-5-F—%

tento polynom muzeme ale najit pfimo (aniz bychom znali pfesné feseni) rozvojem hledaného feseni
a koeficientu rovnice do mocninnych fad a porovnanim koeficientu na levé a pravé strané rovnice:
e aproximaci y hleddme ve tvaru Taylor. polynomu 5. stupné o stiedu to = 0
y~ag+art+ast® +asgtd+ast* +ast®  a spocitdme derivace y:
Yy ~a;+2ast+3ast? +4a,td +5ast?
y'~2ay+6azt+12a,t? +20a5t3

e pravou stranu rozvineme kolem ¢y, = 0 jako

exl+t+ S+ 0+ 0 +8 teR

e koeficienty polynomu potiebné pro vypocet ag az as si pro prehlednost zapiseme do tabulky:

|+ | + | & | # |
Y Qo ai ao as
y’ 2 a9 6 as 12 a4 20 as
L=vy" =2y | 2a,—2ag | 6a3—2a; | 12a4 —2ay | 20a5 — 2 a3
P=¢ | 1 \ 1 12 | 1/6 |

porovnanim koeficientii L =P dostaneme 4 rovnice pro 6 neznamych aq az as:

2a9 —2ay = 1
6as—2a; = 1
12a4 —2ay = 1/2
20a5 —2a3 = 1/6

zbyvajici dvé rovnice dostaneme dosazenim pocatecnich podminek:
y(0) y'(0)

dosazenim do prvni rovnice vypocitame as = —%, pak ze druhé rovnice a3 = —%,
ze tieti ay = a z posledni a; = takze

—1 = ay, = —1=a; (mohli jsme uz predtim dosadit do tabulky)

__L
24 120°

t € R — stejny vysledek jako prvnim postupem

Pozor: pii hledédni aproximace pfesného feseni rozvojem do mocninnych fad dostaneme
vysledek pouze na pruniku intervali konvergence vsech pouzitych tad, coz nemusi byt
cely interval existence a jednoznacnosti feseni.
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Priklad 9.2 Je dana Cauchyho tloha
1

y'+ry=-—, y(0) =

2—x

Aproximujte teseni (v okoli xy = 0) polynomem 5. stupné.

Reseni:

e interval max. feSeni: koeficienty jsou spojité na intervalech I} = (—o0, 2) a I = (2, ), 0 =0 € I

= existuje pravé jedno feSeni na intervalu I} = (—oo,

2)

e aproximaci y hledame ve tvaru Taylor. polynomu o stredu xy = 0:

Yy~ ag+ar+ayr?+agrd+agxt +asx®,  t.
Yy ~a+2asx +3asx? +4daga +5as

y' ~2ay +6azw+ 12a4 2% + 20 a5 23

e pravou stranu rozvineme kolem zy = 0 jako geometrickou fadu:

1 3

e tabulka koeficientu:

2
Ambpeirh s bR d-lfI<l e oe(-22

H 20 ‘ 21 72 ‘ 23
y”’ 2ay 6as 12 ay 20 as
Ty 0 ao ay az
L=vy"+xy| 2ay | 6az3+ag | 12a4+a; | 20as + as
p=;L |1/2] 14 | 1/8 | 1/16 |

dosazenim po¢. podminek ap = y(0) = 1/4 a a; = 3/(0)

—1/8

a porovnanim L =P dostaneme 4 rovnice pro 4 neznamé as az as:

2a =
6as+1/4 =
12a4+1/8 =
20as +ay =

1 /1 4N
_Q_O(E_m)__

3
320

1/2
1/4
1/8
1/16

takze
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Piiklad 9.3 (zk.): Je ddna Cauchyho tloha

r—1 1
e S ¢
(a) Aproximujte feSeni dané tilohy polynomem 4. stupné se stfedem v bodé zy = 1.
(b) Zapiste interval I, na kterém lze tento polynom pouzit k aproximaci dané tlohy.
(¢) Pomoci aproximace z bodu (a) urcete priblizné feseni v bodé z; = 1.5.

)

(d) Urcete y™V' (1), tj. 4. derivaci v bodé 1.
Resent:
(a) aproximaci y hleddme ve tvaru Taylor. polynomu o stiedu zy = 1:
y~ag+a(x—1)+ay(x—1) +az(x—1)3+ay(x—1)*
Yy ~ay+2ay(r—1)+3az(x—1)>+4ay(z—1)3
y' ~2ay+6az(r—1)+12a4 (x —1)?

pravou stranu rozvineme kolem xy = 1 jako geometrickou fadu:

—1 1 —1 1 1 1 _ jaz—1
el ey el i v vy o L Ul Vil (A VAP Ul el |

H (a:—l)o‘ (x —1)! ‘ (x —1)? ‘

Y 2ay 6as 12 ay
(.CE— 1)@/ 0 aq 2&2
L=y"+(@x-1)y 2as 6as+a; | 12a4 + 2as
==l o | 14 ] -1/16 |

dosazenim poé¢. podminek ay =y(1) =1aa; =y'(1) =1/4

a porovnanim L =P dostaneme 3 rovnice pro 3 neznamé as az ay:

2@2 =0
6az+1/4 = 1/4
12(14+2(12 = —1/16
odtud as =0, a3 =0 aa4:—%~%:—ﬁ, takze

yrl+i@—1)— L (z—1)

(b) interval existence a jednozna¢nosti max. feSeni — spojitost koeficientu rovnice:
Il = (—OO, _3) a IZ — (_3, OO), Ty = 1e _[2

= existuje pravé jedno max. feSeni na intervalu I = (=3, o0)

gl =<1 <= |z -1 <4 < z€(-3,5), (-3,5)Ch
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() y1,5) =1+ 5(1,5-1) - (L5-1)!' =1+ — 15 - =1+ % — 55
19216 = 3075, 5= ~ 0,0003

y(1,5) ~ 140,125 — 0,0003 = 1, 1247

(d) Mocninnd fada, kterou jsme ziskali v kolu (a), je Tayloruv rozvoj funkce y v bodé 1,

jehoz koeficienty jsou aj = y<k,i!(1) , kde y™®) znaéf k-tou derivaci.

yV(1)=ay -4 = (_1_12'1_16)'24:_%
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Priklad 9.4 Je dana Cauchyho tloha
y' +xy + ey =cosx , y(0)=-2, ¢(0)=—1.

Aproximujte feSeni polynomem 5. stupné.
Reseni:
e interval max. feSeni: koeficienty jsou spojité v R = existuje pravé jedno feSeni, definované v celém R
e aproximaci y hleddme ve tvaru Taylor. polynomu o stredu xy = 0:

Yy~ ag+ax+ayr? +agad 4+ agxt +asa®, .

v ~ay+2ayx +3asx® +4ag 2+ 5asat

y'~2ay +6azx + 12a4 2% + 20 as 2°

2 3 4 5
o '=1l++5+5+5+5+..., TER
cosle—z—?+ﬁ—?—w6—?+..., r€R

e’ y musime aproximovat pomoci soucinu fad:

p er | L] 1| 1/2] 1/6]

Qo Qo Qo 5@0 ECLO
i
aq aq aq 5&1
a2 Qg | G2
as as
1 1 1
Co=4ap, C1=0ay+a, Ca=350 +a1+az, C3=gao+ 50 +ax+as

"y~ ap+ (a+a)x+ (a0 +ar+ag)a® + (gao+3a1+ax+az)z®, xzeR

e tabulka koeficientu s dosazenim poc¢. podminek ag = y(0) = -2 a a; = ¢/'(0) = —1:

| 2 |« | v | 2’ |
y" 2 a9 6 as 12a4 20 as
xy 0 -1 2ay 3as
e’y —2 -3 -2+ as —5 — 5 +ax+ag
L=y +ay +ey|2a3—2]6a3—4]12a,+3a,—2 | 20as +4az+a— 3 — 3
P = cosz 1 ] 0 | -1/2 \ 0
porovnanim L =P dostaneme 4 rovnice pro 4 neznamé as az as:
20 —2 =1
6az—4 = 0
12a4+3a2—2 = —1/2
20a5+4a3+a2—5/6 = 0
odtudag =3, a3 =3, ay=15(—35+2-3-3) =5 -F=—7 aas=5(2—-4-2-3)=—3,
yr~—-1-2zx+222+22%—1a0*—22°, 2z€R
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