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ODR – metody Runge-Kutta

Teorie (velmi stručný výběr z přednášek)

Úloha s počátečńımi podmı́nkami (Cauchyova) 1. řádu

Hledáme aprox. řešeńı Y(x) soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic 1. řádu

Y′(x) = F(x,Y(x)) s počátečńı podmı́nkou Y(x(0)) = Y(0) , (1)

kde

Y(x) =


y1(x)
y2(x)

...
yn(x)

 , Y′(x) =


y′1(x)
y′2(x)

...
y′n(x)

 , F(x,Y) =


f1(x, y1, y2, . . . , yn)
f2(x, y1, y2, . . . , yn)

...
fn(x, y1, y2, . . . , yn)



Explicitńı metody typu Runge-Kutta

- numerické metody pro hledáńı aproximace řešeńı pomoćı explicitńıch vzorc̊u
(neńı potřeba řešit žádné rovnice).

Eulerova metoda

Nejjednodušš́ı a nejméně přesná metoda (prvńıho řádu přesnosti) je Eulerova
metoda, která extrapoluje výslednou hodnotu v každém intervalu pomoćı tečny
ve výchoźım bodě intervalu:

• zvolte délku kroku h

• pro i = 0, 1, 2, . . .

1. spočtěte derivaci K vektorové funkce Y jako

K = F(x(i), Y(i))

2. spočtěte

x(i+1) = x(i) + h

Y(i+1) = Y(i) + hK

Collatzova metoda

Př́ıkladem metody typu Runge-Kutta druhého řádu (s přesnost́ı druhého
řádu) je Collatzova metoda. Nejprve se použije Eulerova metoda s polovičńım
krokem k odhadu řešeńı uprostřed intervalu. Potom se urč́ı derivace v tomto
prostředńım bodě, a ta se použije ve výchoźım bodě intervalu k odhadu výsledné
hodnoty na jeho konci. Prostředńı bod je jen pomocný, slouž́ı pouze k odhadu
správného směru tečny.
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• zvolte délku kroku h

• pro i = 0, 1, 2, . . .

1. spočtěte pomocný prostředńı bod [xp,Yp] pomoćı Eulerovy metody
s krokem 1

2h:

K1 = F(x(i), Y(i))

xp = x(i) + 1
2h

Yp = Y(i) + 1
2hK1

2. určete derivaci K2 v pomocném bodě [xp,Yp] jako

K2 = F(xp, Yp)

3. spočtěte Y(i+1) pomoćı derivace v pomocném bodě:

x(i+1) = x(i) + h

Y(i+1) = Y(i) + hK2

Klasická metoda typu Runge-Kutta čtvrtého řádu (RK4)

Toto je nejčastěji použ́ıvaná metoda typu Runge-Kutta. K odhadu správného
směru použ́ıvá tři pomocné body (které slouž́ı pouze k tomuto odhadu a po jeho
źıskáńı se zahod́ı).

• zvolte délku kroku h

• pro i = 0, 1, 2, . . .

1. určete prvńı pomocný bod [xp,Yp]
pomoćı Eulerovy metody s krokem 1

2h:

K1 = F(x(i), Y(i))

xp = x(i) + 1
2h

Yp = Y(i) + 1
2hK1

2. určete druhý pomocný bod [xp,Yq] pomoćı derivace
v prvńım pomocném bodě [xp,Yp] a kroku 1

2h:

K2 = F(xp, Yp)

Yq = Y(i) + 1
2hK2

3. určete třet́ı pomocný bod [x(i+1),Ye] na konci intervalu, pomoćı
derivace ve druhém pomocném bodě [xp,Yq] a kroku h:

K3 = F(xp, Yq)

x(i+1) = x(i) + h

Ye = Y(i) + hK3

4. spočtěte Y(i+1) použit́ım váženého pr̊uměru derivaćı
ve výchoźım bodě a ve třech pomocných bodech:

K4 = F(x(i+1), Ye)

Y(i+1) = Y(i) + 1
6h (K1 + 2K2 + 2K3 + K4)
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Př́ıklad 1 - z předcházej́ıćıho studijńıho materiálu, s přidáńım metody RK4

Je dána Cauchyova úloha y′ =
y

x2
, y(1) = 2 .

Určete přibližnou hodnotu y(1.4) pomoćı RK4 s délkou kroku h = 0.2, resp.
h = 0.4, a porovnejte jej́ı efektivitu s předchoźımi výsledky shrnutými v prvńıch
čtyřech sloupćıch Tabulky 1: přesné řešeńı, Eulerova metoda s krokem h = 0.1
a Collatzova metoda s krokem h = 0.2.

Řešeńı

Výpočet pro h = 0.2 :

x(0) = 1, y(0) = 2

k = 0

1:

k1 =
y(0)

(x(0))2
=

2

12
= 2,

xp = x(0) + 1
2h = 1 + 0.1 = 1.1,

yp = y(0) + 1
2h k1 = 2 + 0.1 · 2 = 2.2

2:

k2 =
yp
x2
p

=
2.2

1.12
= 1.8182

yq = y(0) + 1
2h k2 = 2 + 0.1 · 1.8182 = 2.1818

3:

k3 =
yq
x2
p

=
2.1818

1.12
= 1.8032

x(1) = x(0) + h = 1 + 0.2 = 1.2,

ye = y(0) + h k3 = 2 + 0.2 · 1.8032 = 2.3606

4:

k4 =
ye

(x(1))2
=

2.3606

1.22
= 1.6393

y(1) = y(0) + 1
6h (k1 + 2k2 + 2k3 + k4) =

= 2 + 1
30 · (2 + 2 · 1.8182 + 2 · 1.8032 + 1.6393) = 2.3627

y(1.2) se přibližně rovná y(1) = 2.3627.
To je druhá hodnota v pátém sloupci.
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k = 1

1:

k1 =
y(1)

(x(1))2
=

2.3627

1.22
= 1.6408

xp = x(1) + 1
2h = 1.2 + 0.1 = 1.3

yp = y(1) + 1
2h k1 = 2.3627 + 0.1 · 1.6408 = 2.5268

2:

k2 =
yp
x2
p

=
2.5268

1.32
= 1.4952

yq = y(1) + 1
2h k2 = 2.3627 + 0.1 · 1.4952 = 2.5122

3:

k3 =
yq
x2
p

=
2.5122

1.32
= 1.4865

x(2) = x(1) + h = 1.2 + 0.2 = 1.4

ye = y(1) + h k3 = 2.3627 + 0.2 · 1.4865 = 2.6600

4:

k4 =
ye

(x(2))2
=

2.6600

1.42
= 1.3572

y(2) = y(1) + 1
6h (k1 + 2k2 + 2k3 + k4) =

= 2.3627 + 1
30 · (1.6408 + 2 · 1.4952 + 2 · 1.4865 + 1.3572) = 2.6614

y(1.4) se přibližně rovná y(2) = 2.6614. Posledńı dvě hodnoty v pátém sloupci
se spoč́ıtaj́ı analogicky pro k = 2 a k = 3.

Stejným postupem pro krok h = 0.4 źıskáme hodnoty v posledńım sloupci
Tabulky 1.

Tyto výsledky ukazuj́ı, že Collatzovou metodou jsme źıskali přesněǰśı řešeńı
než Eulerovou metodou, a to i v př́ıpadě dvojnásobného kroku (což představuje
srovnatelnou práci, protože v každém kroku Collatzovy metody muśıme poč́ıtat
derivaci dvakrát). Metoda RK4 vedla k nejlepš́ım výsledk̊um, a to i v př́ıpadě
použit́ı čtyřnásobného kroku (což představuje srovnatelnou práci, protože v
každém kroku RK4 muśıme poč́ıtat derivaci čtyřikrát).
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přesně h = 0.1 Euler h = 0.2 Collatz h = 0.2 RK4 h = 0.4 RK4

x(i) y(x(i)) y(i) y(i) y(i) y(i)

1 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000
1.1 2.1903 2.2000
1.2 2.3627 2.3818 2.3636 2.3627
1.2 2.5191 2.5472
1.4 2.6614 2.6979 2.6628 2.6614 2.6617
1.5 2.7912 2.8356
1.6 2.9100 2.9616 2.9115 2.9100
1.7 3.0190 3.0773
1.8 3.1192 3.1838 3.1209 3.1193 3.1196

Tabulka 1: Př́ıklad 1. V prvńım sloupci jsou hodnoty x, v nichž poč́ıtáme
přibližné řešeńı. Ve druhém sloupci je přesné řešeńı, ve třet́ım je přibližné
řešeńı źıskané Eulerovou metodou s krokem h = 0.1, ve čtvrtém jsou výsledky
Collatzovy metody s krokem h = 0.2 a posledńı dva sloupce představuj́ı přibližné
řešeńı źıskané metodou RK4 s krokem h = 0.2, resp. h = 0.4.
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