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ODR — metody Runge-Kutta

Teorie (velmi struény vybér z prednések)
Uloha s poéateénimi podminkami (Cauchyova) 1. #addu

Hleddme aprox. feseni Y (x) soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic 1. fadu

Y'(2) = F(z,Y(2)) s pocatecni podminkou Y (z(?) =Y (1)
kde
y1(2) yi(z) i@, y1,92, -, yn)
Y(z) = yz@) () = yé@ F(z,Y) = f2(x’y1,y'2; ey Yn)
ya() () Fal 1,2, yn)

Explicitni metody typu Runge-Kutta

- numerické metody pro hledani aproximace feseni pomoci explicitnich vzorcu
(neni potteba fesit zddné rovnice).

Eulerova metoda

Nejjednodussi a nejméneé presnd metoda (prvniho fadu presnosti) je Eulerova
metoda, kterd extrapoluje vyslednou hodnotu v kazdém intervalu pomoci tecny
ve vychozim bodé intervalu:

e zvolte délku kroku h
eproi=20,1,2,...
1. spoctéte derivaci K vektorové funkce Y jako
K =F(z®, Y?)
2. spoctéte
20D = 20 4 p
v+l _ y(@) +hK

Collatzova metoda

Piikladem metody typu Runge-Kutta druhého #ddu (s presnosti druhého
fadu) je Collatzova metoda. Nejprve se pouzije Eulerova metoda s poloviénim
krokem k odhadu feSeni uprostied intervalu. Potom se urc¢i derivace v tomto
prostiednim bodé, a ta se pouzije ve vychozim bodé intervalu k odhadu vysledné
hodnoty na jeho konci. Prostfedni bod je jen pomocny, slouzi pouze k odhadu
spravného sméru tecny.
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e zvolte délku kroku h
eproit=20,1,2,...
1. spoctéte pomocny prostfedni bod [zp, Y,] pomoci Eulerovy metody
s krokem %h:

K, = F(z®), YV)
z, =2 + %h
Y, =Y+ 1nK,

2. urcete derivaci Ky v pomocném bodé [z,, Y] jako
Ky = F(xl)’ Yp)

3. spoctéte y+h pomoci derivace v pomocném bodé:
) = 20 4 p
YO —v® L K,

Klasickd metoda typu Runge-Kutta étvrtého fadu (RK4)

Toto je nejcastéji pouzivand metoda typu Runge-Kutta. K odhadu spravného
smeéru pouziva t¥i pomocné body (které slouzi pouze k tomuto odhadu a po jeho
ziskani se zahodyi).

e zvolte délku kroku A

eproi=20,1,2,...

1. urcete prvni pomocny bod [z, Y,)]
pomoci Eulerovy metody s krokem %h:

K, = F(z®, Y?)
Tp = @ 4 %h
Y, =Y" +1hK;

2. urcete druhy pomocny bod [z,, Y] pomoci derivace
v prvnfm pomocném bodé [z,,,Y,] a kroku $h:

Ko =F(zp, Yp)
Y, =YY" ¢+ lhK,

3. urcete tfeti pomocny bod [x(i"’l),Ye} na konci intervalu, pomoci
derivace ve druhém pomocném bodé [z, Y] a kroku h:
K3 =F(zp, Yg)

Y. =YY+ hK;

4. spoctéte YOty pouzitim vazeného pruméru derivaci
ve vychozim bodé a ve tfech pomocnych bodech:
K, =F(z0t) Y,)

YO =¥ 4 1p (K + 2K, + 2K + Ky)
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Priklad 1 - z predchazejiciho studijniho materidlu, s priddnim metody RK4
Je déna Cauchyova dloha 3’ = A , y(l)y=2.

Urcete piibliznou hodnotu y(1.4) pomoci RK4 s délkou kroku h = 0.2, resp.

h = 0.4, a porovnejte jeji efektivitu s predchozimi vysledky shrnutymi v prvnich
¢tytech sloupcich Tabulky 1: presné feseni, Eulerova metoda s krokem h = 0.1
a Collatzova metoda s krokem h = 0.2.

ResSeni

Vypocet pro h = 0.2 :
x(o) — ]_7 y(o) =2

k=0

1:

(0) 2
kl = L = — = 2,
(z(o))z 12
ap, =20 +1h=1+401=11,

Yp =y O + $hky =240.1-2=2.2

Yp 2.2
ky =22 = 25 = 1.8182
2Tz 112

Yo =y + Lhky =240.1-1.8182 = 2.1818

ye 21818

ks = 2L = — 1.8032

STz L2 803
e =20 4 h=1402=12,

Ye =y + hks =2+0.2-1.8032 = 2.3606

ye  2.3606
(x(l))Z T1.92
y(l) = y(o) + %h (k1 + 2ko + 2k3 + kg) =

=2+ % -(2+2-1.8182+2-1.8032 + 1.6393) = 2.3627

by = = 1.6393

y(1.2) se piiblizné rovna yM) = 2.3627.
To je druhéd hodnota v patém sloupci.
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k=1
1:
@ 2.3627
__Y _ = _
ki = OE = 1o = 1.6408
ap=2W +1ih=12+01=13

yp =y + Lhky = 2.3627 + 0.1 - 1.6408 = 2.5268

2:

ky = %ﬂé = 215258 = 1.4952

Yq =y + Ihky = 2.3627 + 0.1 - 1.4952 = 2.5122
3:

kg = i% — 215% = 1.4865

2@ =20+ h=12+02=14

Yo =y + hks = 2.3627 + 0.2 - 1.4865 = 2.6600
4:

Ye _ 2.6600
(z()2  1.42
= 2.3627 + 3—10 - (1.6408 4+ 2 - 1.4952 4 2 - 1.4865 4 1.3572) = 2.6614

y(1.4) se pfiblizné rovna y?) = 2.6614. Posledni dvé hodnoty v patém sloupci
se spocitaji analogicky pro k=2 a k = 3.

Stejnym postupem pro krok A = 0.4 ziskdme hodnoty v poslednim sloupci
Tabulky 1.

Tyto vysledky ukazuji, ze Collatzovou metodou jsme ziskali presnéjsi reseni
nez Eulerovou metodou, a to i v piipadé dvojndsobného kroku (coz predstavuje
srovnatelnou praci, protoze v kazdém kroku Collatzovy metody musime pocitat
derivaci dvakrit). Metoda RK4 vedla k nejlepsim vysledktun, a to i v pfipadé
pouziti ¢tyindsobného kroku (coz predstavuje srovnatelnou prici, protoze v
kazdém kroku RK4 musime pocitat derivaci ¢tyfikrat).
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presné | h =0.1 Euler | A =0.2 Collatz | h=0.2 RK4 | h=0.4 RK4

2@ | y(z®) y@ y® y® y®

1 | 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000
1.1 | 2.1903 2.2000

1.2 | 2.3627 2.3818 2.3636 2.3627

1.2 | 2.5191 2.5472

1.4 | 2.6614 2.6979 2.6628 2.6614 2.6617
1.5 | 2.7912 2.8356

1.6 | 2.9100 2.9616 29115 2.9100

1.7 | 3.0190 3.0773

1.8 | 3.1192 3.1838 3.1209 3.1193 3.1196

Tabulka 1: Pfiklad 1. V prvnim sloupci jsou hodnoty x, v nichz poéitdme
Ve druhém sloupci je presné feSeni, ve tretim je pfiblizné
feSeni ziskané Eulerovou metodou s krokem h = 0.1, ve ¢tvrtém jsou vysledky
Collatzovy metody s krokem i = 0.2 a posledni dva sloupce predstavuji priblizné
feseni ziskané metodou RK4 s krokem h = 0.2, resp. h = 0.4.

priblizné teseni.
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