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Vlastnosti matic

Teorie (stručný výběr z přednášek)

Normy vektor̊u:

Vektorová norma v Rn je každá reálná funkce x→ ‖x‖, která

splňuje ∀x, y ∈ Rn, ∀α ∈ R tyto tři podmı́nky:

1. ‖x‖ ≥ 0, ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0

2. ‖αx‖ = |α| ‖x‖

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

sloupcová norma: ‖x‖1 = |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn|
euklidovská norma: ‖x‖2 =

√
|x1|2 + |x2|2 + · · ·+ |xn|2

řádková norma: ‖x‖∞ = max(|x1|, |x2|, . . . , |xn|)

Normy matic:

p-norma ‖A‖p matice A (budeme použ́ıvat p = 1, 2 or ∞) je norma induko-
vaná vektorovou normou ‖x‖p jako maximum ‖Ax‖p ne jednotkové kružnici:

‖A‖p = max
‖x‖p=1

‖Ax‖p ≡ max
‖x‖p 6=0

‖Ax‖p
‖x‖p

Frobeniova norma ‖A‖F je odmocnina ze součtu všech diag. prvk̊u ATA:

‖A‖F =

√∑
i,j

|aij|2

Vlastnosti čtvercových matic:

Spektrálńı poloměr ρ(A) matice A je maximum z abs. hodnot vlastńıch č́ısel:

ρ(A) = maxi=1,...n |λi|, kde λi jsou vl. č A

Stopa tr(A) matice A je součet všech jej́ıch diagonálńıch prvk̊u.

A je symetrická ⇐⇒ A = AT.

A je pozitivně definitńı ⇐⇒ xTAx > 0 ∀x 6= 0.
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Čı́slo podmı́něnosti κ(A) matice A (vzhledem k normě ‖.‖) je

κ(A) = ‖A‖ · ‖A−1‖.
Matice je diagonálně dominantńı (zkráceně d.d.), jestliže v každém řádku je
absolutńı hodnota diagonálńıho prvku větš́ı nebo rovna součtu abs. hodnot
všech ostatńıch prvk̊u v daném řádku (nebo když to plat́ı pro AT).

Matice je ostře diagonálně dominantńı (zkráceně o.d.d.), pokud všechny tyto
nerovnosti jsou ostré.

Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

1. ‖Ax‖p ≤ ‖A‖p‖x‖p ∀x

2. ‖A‖1 = max(
∑

i |ai1|,
∑

i |ai2|, · · ·
∑

i |ain|) – sloupcová norma

3. ‖A‖∞ = max(
∑

j |a1j|,
∑

j |a2j|, · · ·
∑

j |anj|) – řádková norma

4. ‖A‖2 =
√
ρ(ATA) – spektrálńı norma

5. ‖A‖2 ≤ ‖A‖F (pro vektory je ‖x‖2 = ‖x‖F )

6. ρ(A) ≤ ‖A‖ pro libovolnou normu A .

7. Ak konverguje k nulové matici ⇐⇒ ρ(A) < 1 .

Důsledek: jestliže pro některou (libovolnou) normu plat́ı ‖A‖ < 1,
pak Ak konverguje k nulové matici.

8. Je-li A symetrická, má reálná vlastńı č́ısla a plat́ı ‖A‖2 = ρ(A)
(pozor, ρ(A) neńı maticová norma!)

9. Je-li A symetrická, pak je pozitivně definitńı, právě když všechny jej́ı
hlavńı minory jsou kladné (Sylvestrovo kritérium).

10. Je-li A symetrická, pak je pozitivně definitńı, právě když všechna jej́ı
vlastńı č́ısla jsou kladná.

11. Je-li A symetrická, o.d.d. a aii > 0 ∀i, pak A je pozitivně definitńı.
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Př́ıklady

Normy vektor̊u a matic

Př́ıklad 1
Je dána matice A a vektor y jako

A =

 2 0
3 −4
−3 −2

 y =

[
2
−2

]

Spoč́ıtejte jejich řádkové, sloupcové a Frobeniovy normy.
Ověřte (pro danou matici a vektor), že pro všechny tyto normy plat́ı

‖Ay‖ ≤ ‖A‖ · ‖y‖ , (1)

Řešeńı:

Ay = (4, 14,−2)T

sloupcová norma (maximum součt̊u abs. hodnot ve sloupćıch):
‖A‖1 = max( |2|+ |3|+ | − 3|, 0 + | − 4|+ | − 2|) = max( 8, 6) = 8
‖y‖1 = |2|+ | − 2| = 4
‖Ay‖1 = |4|+ |14|+ | − 2| = 20

20 ≤ 8 · 4 = 32

řádková norma (maximum součt̊u abs. hodnot v řádćıch):
‖A‖∞ = max( |2|+ 0, |3|+ | − 4|, | − 3|+ | − 2|) = max( 2, 7, 5) = 7
‖y‖∞ = max( |2|, | − 2|) = 2
‖Ay‖∞ = max( |4|, |14|, | − 2|) = 14

14 ≤ 7 · 2 = 14

Frobeniova norma:
‖A‖F =

√
22 + 02 + 32 + (−4)2 + (−3)2 + (−2)2 =

√
42 = 6.4807

( ‖A‖2 ≤ ‖A‖F – Frobeniova norma shora omezuje ‖A‖2 a snáze se urč́ı)

‖y‖F = ‖y‖2 =
√

22 + (−2)2 =
√

8 = 2.8284

‖Ay‖F = ‖Ay‖2 =
√

42 + 142 + (−2)2 = 14.6969

14.6969 ≤ 6.4807 · 2.8284 = 18.3300

Pozor: vztah (1) obecně plat́ı, jen když všechny uvedené normy jsou stejné!
Zkuste např. porovnat ‖Ay‖1 a ‖A‖F , ‖y‖2 .
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Spektrálńı poloměr

Př́ıklad 2
Určete spektrálńı poloměr ρ(A) matice

A =

[
−2 −1

1 −2

]
a ověřte, že ρ(A) ≤ ‖A‖ pro sloupcovou, řádkovou i Frobeniovu normu A.

Řešeńı:

det(A− λI) = (−2− λ)2 + 1 = λ2 + 4λ+ 5 = 0⇔ λ1,2 = −2± i

|λ1,2| =
√

(−2)2 + (±1)2 =
√

5

ρ(A) = max( |λ1|, |λ2|) = max(
√

5,
√

5) =
√

5 = 2.2361

‖A‖F =
√

(−2)2 + (−1)2 + 12 + (−2)2 =
√

10 = 3.1623

‖A‖1 = ‖A‖∞ = max( | − 2|+ | − 1|, |1|+ | − 2|) = max( 3, 3) = 3

2.2361 < 3.1623, 2.2361 < 3 .

Symetrie, pozitivńı definitnost, diagonálńı dominance

Př́ıklad 3
Jsou dány matice

A =

 −5 −1 0
3 3 1
1 −1 2

 B =

 1 −1 0
−1 2 −1

0 −1 2

 C =

 1 −1 0
−1 1 1

0 1 2

 .

a) Které z nich jsou symetrické?
b) Které z nich jsou ostře diagonálně dominantńı (o.d.d)?
c) Které z nich jsou symetrické pozitivně definitńı (s.p.d.)?

Řešeńı:

a) Matice B a C jsou symetrické (bij = bji ∀i, j), A neńı (např. a21 6= a12).

b) Matice A – řádky:

| − 5| > | − 1| + | 0 |
| 3 | < | 3 | + | 1 |
| 2 | ≥ | 1 | + | − 1|
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Podmı́nka neplat́ı pro druhý řádek ⇒ A neńı d.d. po řádćıch.
Zkusme sloupce:

| − 5| > | 3 | + | 1 |
| 3 | > | − 1| + | − 1|
| 2 | > | 1 | + | 0 |

– podmı́nka plat́ı pro všechny sloupce, nav́ıc nerovnosti jsou ostré ⇒ A je
o.d.d. po sloupćıch. Takže A je ostře diagonálně dominantńı.

Matice B je symetrická – stač́ı tedy prověřit jen řádky (sloupce by vedly
ke stejnému výsledku):

| 1 | ≥ | − 1| + | 0 |
| 2 | ≥ | − 1| + | − 1|
| 2 | > | 0 | + | − 1|

Podmı́nka plat́ı pro všechny řádky, ale nerovnost neńı vždy ostrá ⇒ B je
diagonálně dominantńı, ale ne ostře.

Matice C je symetrická – stač́ı prověřit jen řádky:

| 1 | ≥ | − 1| + | 0 |
| 1 | < | − 1| + | 1 |
| 2 | > | 0 | + |1|

Matice C neńı d.d. po řádćıch (tedy ani po sloupćıch). Matice C tedy neńı
diagonálně dominantńı.

c) Symetrická matice je pozitivně definitńı, právě když všechny jej́ı hlavńı
minory jsou kladné.

Matice A neńı symetrická, takže dál už nic ověřovat nemuśıme.

Matice B je symetrická, spoč́ıtáme tedy jej́ı hlavńı minory:

det(1) = 1 > 0 , det

[
1 −1
−1 2

]
= 1 > 0 , det

 1 −1 0
−1 2 −1

0 −1 2

 = 1 > 0

Všechny hlavńı minory jsou kladné, takže B je pozitivně definitńı.

Matice C:

det(1) = 1 > 0 , det

[
1 −1
−1 1

]
= 0
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– druhý hlavńı minor neńı kladný, dál už tedy nic ověřovat nemuśıme: matice
C neńı pozitivně definitńı.

Závěr:

Matice A je ostře diagonálně dominantńı, neńı symetrická, takže neńı
symetrická pozitivně definitńı.

Matice B je diagonálně dominantńı (ne ostře) a je symetrická pozitivně
definitńı.

Matice C je symetrická, neńı diagonálně dominantńı ani pozitivně definitńı.
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