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Vlastnosti matic

Teorie (struény vybér z predndsek)
Normy vektoru:

Vektorovd norma v R" je kazda redlnd funkce x — |[|z||, ktera

spliuje Vz, y € R", Va € R tyto tii podminky:
L ||zl >0, ||| =0 & =0
2. [Jozx]] = [ ||z
3.l +yll < =l + llyll

sloupcovd norma: ||z||y = |x1| + || + - + |24

euklidovskd norma: ||x|ls = /|12 + 222 + - - - + |2,]?
radkovd norma: ||| = max(|xi|, |z2], ..., |T.])
Normy matic:

p-norma || A||, matice A (budeme pouzivat p =1, 2 or co) je norma induko-
vand vektorovou normou ||z||, jako maximum ||Az||, ne jednotkové kruznici:

A
|All, = max [|Asll, = max 1Azl
lzllp=1 lzlp#0 ||z,
Frobeniova norma || A||r je odmocnina ze souctu vech diag. prvka AT A:
1Ale = |3 layl?
)
Vlastnosti ¢tvercovych matic:
Spektrdlnd polomér p(A) matice A je maximum z abs. hodnot vlastnich ¢isel:
p(A) = max;—1_,|Ni|, kde \; jsou vl. ¢ A
Stopa tr(A) matice A je soucet vsech jejich diagondlnich prvku.
A je symetrickd < A= AT.
A je pozitivné definitni <= xTAx > 0 Vx # 0.
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Cislo podminénosti k(A) matice A (vzhledem k normé ||.||) je
k(A) = [|A]| - [A7H]).
Matice je diagondlné dominantni (zkrécené d.d.), jestlize v kazdém tadku je

absolutni hodnota diagonalniho prvku vétsi nebo rovna sou¢tu abs. hodnot
vsech ostatnich prvki v daném fddku (nebo kdyz to plati pro AT).

Matice je ostre diagondlné dominantni (zkrédcené o.d.d.), pokud vSechny tyto
nerovnosti jsou ostré.

Plati nasledujici tvrzeni:

1.

2.

10.

11.

[Az]l, < [|Allpllzll, Vo

Al = max(D_, anl, >, lail, -+ >, lam|)  — sloupcovd norma
|A]| o = maX(Zj lai,l, Zj lag|, - zj lan;|)  — Tddkovd norma
|All2 = /p(ATA) - spektrdini norma

[All2 < [[All (pro vektory je [[z[l2 = [lz]|r)

. p(A) < ||AJ| pro libovolnou normu A .

A* konverguje k nulové matici <= p(A) < 1.

Dusledek: jestlize pro nékterou (libovolnou) normu plati ||A| < 1,
pak A* konverguje k nulové matici.

Je-li A symetricka, ma redlnd vlastni ¢isla a plati [|A||2 = p(A)
(pozor, p(A) neni maticova normal)

Je-li A symetricka, pak je pozitivné definitni, pravé kdyz vsechny jeji
hlavni minory jsou kladné (Sylvestrovo kritérium).

Je-li A symetricka, pak je pozitivné definitni, pravé kdyz vsechna jeji
vlastni cisla jsou kladna.

Je-li A symetricka, o.d.d. a a;; > 0 Vi, pak A je pozitivné definitni.
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Priklady
Normy vektorti a matic

Priklad 1
Je dana matice A a vektor y jako

2 0

A= 3 —4 y:{_g]
-3 -2

Spocitejte jejich radkové, sloupcové a Frobeniovy normy.
Ovéfte (pro danou matici a vektor), ze pro vSechny tyto normy plati

Ayl < Al -l (1)
Reseni:
Ay = (4,14, -2)T
sloupcovd norma (maximum souctu abs. hodnot ve sloupcich):
[A[lr = max( 2] + 3] + | = 3], 0+ =4[+ [ - 2[) = max(8, 6) =8
[yl = 12] + [ —2| =4
[Ay[ly = [4] + [14] + | = 2[ = 20
20<8-4=32
radkovd norma (maximum souctu abs. hodnot v fadcich):
[Alloc = max( [2[ +0, [3[+[ =4, [ =3[+ —2]) =max(2, 7, 5) =7
[Ylloo = max( [2], | —2[) = 2
[AY[loo = max('[4], [14], | =2[) = 14
14<7-2=14
Frobeniova norma:
|Allr = /22 + 02 + 32+ (—4)2 + (=3)2 + (—2)2 = V42 = 6.4807
( [|All2 < ||A||r — Frobeniova norma shora omezuje || Al a sndze se uréi)
lyllr = llyll2 = /22 + (=2)2 = /8 = 2.8284
|Ay|lr = | Aylla = /42 + 142 + (—2)% = 14.6969
14.6969 < 6.4807 - 2.8284 = 18.3300

Pozor: vztah (1) obecné plati, jen kdyz vsechny uvedené normy jsou stejné!
Zkuste napt. porovnat ||Ay|; a ||AllF, |lyl2 -

3 © Certik



Vlastnosti matic ver. 11.2.2021

Spektralni polomér

Priklad 2
Urcete spektralni polomér p(A) matice

]
a overte, ze p(A) < ||A]| pro sloupcovou, fddkovou i Frobeniovu normu A.
Reseni:
det(A—X) = (=22 +1=XN+4\+5=0& N\jo= -2+
Mgl = V(=22 + (F1)2 = V5
p(A) = max(|\i], |A2]) = max(v/5, v5) = /5 = 2.2361
[AllF = /(=22 + (=1)2 + 12+ (=2)2 = V10 = 3.1623
[Allr = l[Allee = max( | = 2|+ | = 1], [1] + ] =2[) = max(3, 3) =3
2.2361 < 3.1623, 2.2361 < 3.

Symetrie, pozitivni definitnost, diagonalni dominance

Priklad 3
Jsou dany matice

-5 =1 0 1 -1 0 1 -1 0
A= 3 31 B=|-1 2 -1 c=]1-1 11
1 -1 2 0o -1 2 0 1 2

a) Které z nich jsou symetrické?
b) Které z nich jsou ostie diagonalné dominantni (o.d.d)?
c¢) Které z nich jsou symetrické pozitivné definitni (s.p.d.)?

Resent:
a) Matice B a C' jsou symetrické (b;; = b;; Vi,7), A neni (napt. ag; # ai2).
b) Matice A — rddky:

=5 > [=1] + |0]
|31 < 3] + [|1]
20 = [t + |-
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Podminka neplati pro druhy tadek = A neni d.d. po tadcich.
Zkusme sloupce:
=5 > [3] + |1]
3] > [=1] + |1
120 > [1] + [0O]

— podminka plati pro vSechny sloupce, navic nerovnosti jsou ostré = A je
o.d.d. po sloupcich. Takze A je ostie diagonalné dominantni.

Matice B je symetrickd — staci tedy provérit jen fadky (sloupce by vedly
ke stejnému vysledku):

> |=1 + [0]
2] = [=1] + |1
20 > [0 + |-1

Podminka plati pro vSechny fadky, ale nerovnost neni vzdy ostrd = B je
diagonalné dominantni, ale ne ostte.

Matice C' je symetrickd — staci provérit jen radky:

[T = [=1 + |0]
[T < [=1 + |1
20 > [0l + [1

Matice C neni d.d. po fadcich (tedy ani po sloupcich). Matice C' tedy nenf
diagonalné dominantni.

¢) Symetrickd matice je pozitivné definitni, pravé kdyz vsechny jeji hlavni
minory jsou kladné.
Matice A neni symetricka, takze dal uz nic ovérovat nemusime.
Matice B je symetrickd, spocitame tedy jeji hlavni minory:

1 1 1 -1 0
det(1) =1>0 , det =1>0,det| -1 2 —-1|=1>0

-1 2
0o -1 2

Vsechny hlavni minory jsou kladné, takze B je pozitivné definitni.
Matice C":

det(1)=1>0 , det[_i _”:o
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— druhy hlavni minor neni kladny, dal uz tedy nic ovéfovat nemusime: matice
C neni pozitivné definitni.

Zavér:
Matice A je ostie diagonalné dominantni, neni symetrickd, takze neni

symetricka pozitivné definitni.

Matice B je diagondlné dominantni (ne ostie) a je symetrickd pozitivné
definitni.

Matice C' je symetrickd, neni diagonélné dominantni ani pozitivné definitni.
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