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ODR - Collatzova metoda

Rovnice s po¢ateéni podminkou (Cauchyova tloha) 1. fadu v normélnim tvaru:

y = f(z,y), pocatecni podminka y(z(¥) =y "

Motivace pro Collatzovu metodu: explicitni Eulerovu metodu 1ze odvodit dosazenim prvni doptedné
diference misto derivace na levé strané rovnice. Prvni dopfedna diference aproximuje derivaci s chy-

bou O(h).

Co kdybychom misto toho radsi pouzili prvni centréln{ diferenci s chybou O(h?)? Jelikoz chceme mit
v numerickém vzorci jen hodnoty vztazené k z*) a x(*t1) vyyjadifme rovnici uprostied mezi body
z®) a 2+ g pouzijeme pro centralni diferenci poloviéni krok:

h h h
/ (k) o 7 _ (k) . (k) . 7
y(x +2) f(x +2,y<x —|—2>>

(K1Y — (2 (®)
e =y | ey f<x<k>+ gy(<>+g)>

o) = gy g (94 5y (84 3)) 4 00

Na pravé strané rovnice je nezndméa hodnota y (x(k) + %), kterou aproximujeme explicitni Eulerovou
metodou s poloviénim krokem: 1y (x(k) + g) ~ y) + % f(z® 4y ®)) | Visledek je

Collatzova methoda pro rovnici (1):
(1) _ (k) W wm e ww
Yy =yV+hfla T3 Y +§f(fc )

Collatzova metoda je 2. fadu (o fad lepsi nez Eulerova).

Collatzova metoda pro soustavu rovnic:

zvolime krok h a prot=10,1,2,...
1. spocitdme pomocny bod [z,,Y,] Eulerovou metodou s poloviénim krokem:
K, =F(%, Y®)
z, =20+ 1h
Y, =Y+ 10K,
2. v pomocném bodé [z,, Y] spocitame derivaci Ky jako
Ky =F(z,, Y,)
3. a polozime
0+ = 20 4 p
Y0tD = v¥vO 4 B K,

1 © Certik



ODR - Collatzova metoda wver. 15.3.2021

Priklad 1 - pokracovani z minulého cviceni. Je ddna tloha
y’=%7 y(1) =2.
Urcete pribliznou hodnotu y(1.4) pomoci Collatzovy metody s délkou kroku h = 0.2 a porovnejte
vysledek s Eulerovou metodou.
Reseni:
Vysledky jsou uvedeny v Tab. 1. Je vidét, ze Collatzovou metodou vysly presnéjsi vysledky i nez

Eulerovou (explicitni i implicitni) s krokem h = 0.1, pfestoze jsme pro Collatzovu metodu pouzili
krok h = 0.2, coz predstavuje srovnatelnou pracnost). Vypocet:

h=02 20=1 ¢y =2

(0) 2
_ Y
kl = f(x(())’y(())) = W = ﬁ = 2,
=20 +1h=1+01=11 y,=yP+ihk =2+01-2=22
. Y 2.2 B
kQ = f(mpayp) == gj_% == m = 1.8182
W =20 4+ h=1+02=12, yM =y 4 hky=2+0.2-1.8182 = 2.3636
1) 2.3636
_ Yy :
kl = f(m(1)7y(1)) g (m(l))Z = 1 22 = 16414

zp =20 +1h=12+01=13
yp =yW + Thky =2.3636 + 0.1 1.6414 = 2.5278

Y 2.5278
ke = f(xp,yp) = Z‘_Z =13 = 1.4957
2 .

@ =M 4+ h=12402=14
y?) =9 4 hky = 2.3636 4 0.2 - 1.4957 = 2.6628

y(1.4) is approximately equal to y® = 2.6628.

exact | Euler h=0.1 Euler h=0.2] Collatz

z® y(:c(i)) Explic. Implic. | Explic. Implic. | h =0.2
1 |2.0000 | 2.0000 2.0000 | 2.0000 2.0000 | 2.0000
1.1 | 2.1903 | 2.2000 2.1802 (2.2000)
1.2 | 2.3627 | 2.3818  2.3429 | 2.4000 2.3226 2.3636
1.3 | 2.5191 | 2.5472 2.4902 (2.5278)
1.4 | 2.6614 | 2.6979  2.6241 | 2.7333 2.5865 2.6628
1.5 | 2.7912 | 2.8356 2.7462 (2.7986)
1.6 | 2.9100 | 2.9616  2.8578 | 3.0122  2.8057 29115
1.7 [3.0190 | 3.0773  2.9602 (3.0253)
1.8 | 3.1192 | 3.1838  3.0545 | 3.2476 2.9903 | 3.1209
1.9 | 3.2118 | 3.2821  3.1415 (3.2172)
2.0 | 3.2974 | 3.3730  3.2221 3.4480  3.1477 3.2992

Tabulka 1. V prvnim sloupci tabulky jsou hodnoty x, ve kterych poc¢itame ptiblizné feseni. Ve 2.
sloupci je presné feSeni, ve 3. a 4. sloupci je ptiblizné feseni pocitané Eulerovou metodou s krokem
h=0.1ah=0.2 av poslednim sloupci je feSeni pocitané Collatzovou metodou s krokem h = 0.2.
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Priklad 2 - z minulého cviceni, feSeny Collatzovou metodou

Je déna tuloha

y1sin(z) + ys _1
Y = | yeln(z+1)—4 Y(1)=| 1
Ys ’
21 — 2
r— 2

Zvolte krok h = 0.2 a spocitejte pribliznou hodnotu Y (1.2) Collatzovou metodou.
Reseni

@ =1Y0 =(-11,2)", h=0.2":

—1-sin(1) +2 0.84147 4 2 1.1585
K, =F0,y0) = | 1mO+FD=4 0 — | 0603154 | = | ~3.3068
2:(-1) - — 242 0

=20 +1h=1401=11

| —1 1.1585 —0.8842
Y,=YP 4 -aK,=| 1 | +01 | —3.3068 | = | 0.6693
2 2 0 2

—0.8842 - sin(1.1) 4 2

—0.7880 + 2 1.2120
Ko = F(z,,Y,) = | 00093 -In(L1+1) =4 _ | (6603.074104 4 | = | —3.5034
2 (~0.8842) — ——— 17684 + 2.2222 0.45380
1 1.2120 —0.7576
YO =YO 1 hKy=| 1 | +02| —35034 | = | 0.2993
2 0.4538 2.001

Hodnota Y (1.2) se piiblizné rovnd YV = (—0.7782, 0.2993, 2.091).
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