ODR - pocatecni uloha (Cauchyova) ver. 14.4.2021

ODR - Cauchyova tuloha
Teorie (stru¢ny vybeér z prednédsek)
Rovnice s pocatecni podminkou (Cauchyova tdloha) 1. fadu v normélnim tvaru:

y = f(x,y), pocatecni podminka y(z®) =4
Existence a jednoznacnost reSeni

y 0
Necht funkce f(z,y) a jeji parcidlni derivace —f jsou spojité v oblasti Q C R2.

Oy

Pak kazdym bodem [2(9), (] € Q prochazi pravé jedno max. feseni y(x) rovnice (1), [z, y(z)] C Q.

Rovnice (1) se nazyva linedrni, jestlize funkce f je linearni vzhledem k proménné y ,
tj. ma tvar f(x,y) = go(x) + ¢g1(x) y . Pro linedrni rovnici plati:

Necht funkce go(z) a g1(z) jsou spojité na intervalu I. Pak kazdym bodem [z, y©] € I x R
prochézi pravé jedno max. feseni y(x) rovnice (1), které je definované na celém intervalu I.

Eulerova metoda (explicitni): zvolime délku kroku A a pro k =0, 1,2, ... pocitame
x(kJrl) = x(k) _|_ h

Implicitni Eulerova metoda: zvolime délku kroku h a pro £ = 0,1,2,... pocitame
x(kJrl) — aj(k) + h
y(kJrl) — y(k) + hf($(k+1), y(k+1))

— to je implicitn{ rovnice pro nezndmou y**Y, kterou lze fesit numericky
Newtonovou nebo prostou itera¢ni metodou.

k-+1)

Priklad 1

Je ddna Cauchyova uloha ¢ ==, y(l)=2.

1) Urcete oblast existence a jednozna¢nosti Feseni tlohy.

2) Vypocitejte pribliznou hodnotu y(1.4):

a) Explicitni Eulerovou metodou s krokem h = 0.2,
b) Implicitni Eulerovou metodou s krokem h = 0.2,

c¢) Explicitni a implicitni Eulerovou metodou s krokem A = 0.1.

Reseni

1) Dand dloha je linedrni, funkce % je spojitd na I; = (—o00,0) a na I = ((0,00), takze rovnice ma
x

obecné dva intervaly existence a jednoznacnosti max. feSeni. Pocateéni podminka z(® = 1 lezf v Iy,
interval maximéalntho feseni je tedy Iy = (0, 00).

2) Vysledky jsou shrnuty v Tabulce 1 a pro explicitni Eulerovu metodu navic zndzornény na Obrazku 1.
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xm—x( +h=14+02=12, yV=yO +hk=2+02-2=24
yM 2.4
(@) ~ (1.2)2
@ =20 4+ h=12402=14, y@ =9y +hk=244+0.2-1.6667 =2.7333

k= = 1.6667

y(1.4) se piiblizné rovna y? = 2.7333,  atd., viz hodnoty v poslednim sloupci Tabulky 1.

k+1) nemame k dispozici,

b) Zadny obecny explicitni vzorec pro y
v kazdém kroku musime fesit rovnici y*+" = ¢y®) 1 p f(gEFD 4 k+DY)
Pro tuto ulohu méa tvar

(k+1)
(k+1) _ (k) vy
Yy =y +h (D)2 -

Ale v pripadé, ze jde o linedrni diferencidlni rovnici, jako je tato,
1ze y*+1) vyjadiit z uvedené rovnice explicitné:

k
USSR Ci) S
(z D)2 — )y :
h=02 z©0=1 ¢0=2
20 =20 +h=1+02=12, y0 =12 O = L2 .2—9399%

=2
2@ =204 h=12+02=14, =0 yO = L. 23296 = 25865

y(1.4) se piiblizné rovna y = 2.5865.
¢) Postupujeme analogicky jako v bodech a) a b), dostdvdme postupné hodnoty uvedené

2. sloupci Tabulky 1: y(1.4) je piiblizné rovno y® = 2.6979 pro explicitni metodu
a yW = 2.6241 pro implicitni metodu.

presné | Euler. h=0.1 | Euler. A =0.2
@ | y(2®) | explic. implic. | explic. implic.

1 |2.0000 | 2.0000 2.0000 | 2.0000 2.0000
1.1 | 2.1903 | 2.2000  2.1802
1.2 | 2.3627 | 2.3818  2.3429 | 2.4000 2.3226
1.3 | 2.5191 | 2.5472  2.4902
1.4 | 2.6614 | 2.6979 2.6241 | 2.7333 2.5865
1.5 | 2.7912 | 2.8356  2.7462
1.6 | 2.9100 | 2.9616 2.8578 | 3.0122 2.8057
1.7 | 3.0190 | 3.0773  2.9602
1.8 | 3.1192 | 3.1838  3.0545 | 3.2476  2.9903
1.9 | 3.2118 | 3.2821  3.1415
2.0 | 3.2974 | 3.3730  3.2221 | 3.4480 3.1477

Tabulka 1. V prvnim sloupci tabulky jsou hodnoty x, ve kterych poc¢itame ptiblizné reSeni. Ve 2. sloupci
je piesné feseni y(x) = 2e'~Y/* ve 3. sloupci je piiblizné feseni pocitané Eulerovou explicitni, resp.
implicitni metodou s krokem h = 0.1 a v poslednim sloupci jsou tyto vysledky pro krok h = 0.2. Vysledky
pro explicitni Eulerovu metodu jsou graficky znazornény na obrazku 1.

2 © Certik



ODR - pocatecni uloha (Cauchyova) ver. 14.4.2021

3.6

3.4

3.25

T |
T DT
T T A
A
;: T |
A
A

N T

28F A A

e s e P R g

T T
ST |
Pl el P A
T T T T T Aot o
S T T
ST A Al A At
P A A A
S A A A A
g g g e e B R
B g S RS R R
T T T A A At
P R P e R R R S
T T T o
Pl ol e P R R B B
A o A T b
A A Tl 7
T T
Pl el B R P R R TN
T A T A
P e e e B R R S
T A _|

l i T, o, .1 ot

14 16 1.8 2 2.2 24 2.6

O T

T S Sy
0 M e R N e e

T T T e

26

s

2.4}

N B i e S

AR

2.2

OO

n
AR,

N

18f

R e
SRR OO

16

T T, N S R R Y
e e

[ N
T T i

e i
[ e e A e e BB S BB
I e I o e e
T R e e
e T A T AT e A T R A T T T
T S e N
R i e S
e e e e i |

RN

P T T e e e |

o B

(=]
(=]

Obr. 1: P¥. 1. Vodorovné osa x, svisle y. Modré sipky znazornuji smér tecny k integralni kiivce
prochézejici danym bodem. Plna ¢ervena ¢ara zobrazuje presné teSeni ulohy s danou poc¢. podminkou
y(x) = 2e'1/* (Ize spocitat separaci proménnych). Cervené, resp. Gerné body predstavuji pfiblizné Fesenf
tlohy vypocétené Eulerovou metodou s krokem 0.2, resp. 0.1 (viz téz Tab. 1).

Soustava rovnic s pocateéni podminkou (Cauchyova iloha) 1. #4du v normalnim tvaru:

Hleddme teseni Y (z) soustavy diferencidlnich rovnic 1. fadu

Y'(z) = F(z,Y(z)) s pocatecni podminkou Y (z®) = Y@ (2)
kde
() (@) fi(@, y, g2, yn)
Y(z) = y2@) Y'(2) = ?Jé@) F(2,Y) = f2<x7y17y'27 s Yn)
Yn() Yn() Su(@, 51,2, Un)

Existence a jednoznacnost feSeni

Necht funkce f; jsou spojité v souvislé oblasti €2 a maji tam i spojité parcidlni derivace

8_f’ i,7=1,...,n. Pak kazdym bodem [2°, Y"] € Q je uréeno pravé jedno maximalni fegent
Yj

takové, ze Y (2°) = Y a [z, Y(z)] C Q.

Soustava (2) se nazyva linedrni, pokud funkce f; jsou linedrni vzhledem ke vSem proménnym y; ,
tj. majf tvar fi(z,y1, 2, -, ¥n) = gi0(2) + 9 () Y1 + gi2(2) Y2 + . + Gin(T) Y -
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Pro linarni soustavu plati:

Necht jsou vSechny funkce g;;(z) spojité na intervalu I. Pak pro kazdé z° € I je bodem [z°, Y]
uréeno pravé jedno maximalni fegeni definované na celém intervalu I takové, ze Y(z°) = Y°.

Eulerova metoda (explicitni)

zvolime krok h a prot=20,1,2,...

1. spocitame derivaci K vektorové funkce Y jako
K = F(2®, Y(i))

2. polozime
20D = 0 4 p
YO =y 4 hK

Implicitni Eulerova metoda
zvolime krok h a prot=20,1,2,...
1. polozime z*+D = z(®) 4 p,
2. uréime Y* Y z rovnice
YO+ = YO 4 B (0D y (k)
(pomoci Newtonovy nebo prosté iteraéni metody).

Pro linedrn{ soustavu Y’ = G'Y + Gy tyto rovnice predstavuji soustavu lin. rovnic
(E-hG)Y* D =Y® £ h Gy (kde G a Gg obecné zavisi na z#+1)).

Uloha n-tého Fadu
Hledame feSeni y(x) diferencidlni rovnice n-tého fadu

y'(z) = f(z,y,v,y",...4" ") s potateénimi podminkami

0 0 n—
y@ =y, Y@=y, oy (@®) =y 0.

Diferencialni rovnici n-tého radu prevedeme na soustavu n diferencialnich rovnic 1. fadu,
kterou uz umime fesit napf. Eulerovou metodou: v rovnici (3) polozime

_ _ _ _ -1 >
=y 1%=v,y3=19", ...y, = y" , takze dostaneme

(0)

Y2 y%o)
F(z,Y) = v Yoy |
f(x7yl7y2a"'7yn) ygo)
4
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Priklad 2

Je dédna Cauchyova tloha

vy sin(z) + s -1
Y = | reln(z+1) -4 Y1) =| 1
Y3 ’
2y1 - 2
r—2

a) Ovérte, ze uloha mé préavé jedno feseni, a urcete interval I jejtho maximélniho feSeni.
b) Zvolte krok h = 0.1 a vypocitejte pribliznou hodnotu Y (1.2) Eulerovou metodou.

Reseni

a) Uloha je linedrni, proto staci ovérit spojitost koeficienti, tj. funkef In(z 4 1), sinz a L
r+1>0 = 2>-1, 2—2#0 = x#2, L =(-1,2), Iy =(2,00)
7(® =1 € I, = interval maximalniho feSen{ dlohy je (—1,2).

b) 2@ =1, Y"Y = (-1,1,2)T, h = 0.1 :

—1-sin(1) +2

—0.84147 + 2 1.1585
K=F@®,y")=| IO =4 01 g60315 -4 | = | ~3.3068
2.(=1) - —— 2492 0
(—1) T3 +
2D =204+ h=1+01=1.1
-1 1.1585 —0.8842
YO =vYO L pK=1| 1 | +01] —33068 | = | 0.6693
2 0 2
K = F(z0,yW) = | 0.6693-In(L1+1)—4 | _ | 6693.074104 — 4 | = | —3.5034
2. (—0.8842) — > —1.7684 + 2.2222 0.45380
2@ =204+ h=11401=1.2
—0.8842 1.2120 —0.7630
YO =YD 4+ hK=1| 06693 | + 0.1 | —3.5034 | = | 0.3190
2 0.4538 2.0454

Pfiblizna hodnota Y (1.2) je Y = (—0.7630,0.3190,2.0454)" .
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Piiklad 3 - harmonicky oscilator (tlumené kmity)

Je ddna tloha 3" + 2y’ +y = e~ ' s po¢. podminkami y(0) = 2, y'(0) = —4.

Najdéte TeSeni v case t = 0.2. Pouzijte Eulerovu metodu s krokem h = 0.1 .

Reseni

Danou rovnici 2. fadu nejprve prevedeme na soustavu dvou rovnic prvniho radu:

polozime y; =y a yo = ¢/ (tj. hleddme nyni dvé funkce: y; predstavujici vychylku a y, rychlost).
Plati y; = yo a yy = €' — 2y2 — 1, tj.

il O D G Y

h=0.1, tO =0, YO = (2 —4)T,

Y

—4 7 -3.3
-3.3 —3.3000
K=F(t",YW) = [ e 01 —2.(=33)—1.6 ] a { 5.9048 ]

t@ =1t h =02

1.6 —3.3000 1.2700
) _ v _ _
U=y +hK‘{—3.3} 0l { 5.9048 }_[—2.7095}

V case t = 0.2 je vychylka y(0.2) rovna piiblizné 1.2700 a rychlost ¢'(0.2) je rovna ptiblizné -2.7095.
(Ptesné feseni je y(t) = (2 — 2t + 0.5t*) e~*, tj. y(0.2) = 1.3263.)
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Priklad 4

Je dana Cauchyova tloha

(x —1D)y" +2xy" +5 = 222" + (v — 1)\/(y)% — 2

s po¢dtecnimi podminkami y(0) =0, ¥'(0) =2, y"(0) = —1.
a) Urcete oblast existence a jednoznac¢nosti feseni tlohy.

b) Vypocitejte pribliznou hodnotu 3'(0.1) Eulerovou metodou.
Reseni

Nejdiiv prevedeme rovnici na normalni (kanonicky) tvar:

5)
y/// _ (y/>2_2 + 2xy” _

r—1
Pak polozime y; =y, y2 = ¥/, y3 = 9" a prevedeme ji na soustavu 1. fadu:

Yo 0
Y = Y

3
5 Y
VR =2 + 2y — —— ~1
(v2) t2ryYs =

a) Funkce yo, y3 8 /(1y2)2 — 142z y3 — % i jejich derivace podle y; (g—@ﬁ = (y2)2 -
Yy2)°—
jsou spojité pro  # 1 a ys & (—v/2,4/2), tj. na oblastech

Q1 = (—00,1) X R x (=00, =V2) x R, Q= (—00,1) x R x (v/2,00) x R
Q3 = (1,00) x Rx (—00,—V2)x R , Q4= (1,00) x R x (v/2,00) x R

Pocatecni podminka [0, 0,2, —1] lezi v oblasti s, a proto oblast existence a jednoznacnosti
feSeni dané tlohy je 25 .

b) Mame z(© =0, Y© = (0,2, -1)7 a zvolime h = 0.1 :

2

2 2
K = F(z©, YO) = —1 s | = ~1 = -1
m+2.0.(_1)_ﬁ V2 +5 6.4142
0 2 0.2
YO =YO4hK=| 2 | +01| -1 |= 1.9
—1 6.4142 —0.3586

Piiblizna hodnota 3/(0.1) je yél) =19.
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