[tera¢ni metody ver. 24.2.2021

Iteraéni metody
Teorie (velmi struény vybér z prednasek)

Prosta itera¢ni metoda (dale zkratka pim)

Soustavu x = Uz + v fesime tak, ze
1. zvolime (@,
2. pro k=0,1,2,... pocitdme 2D = Uz®) 4 o,
kritérium konvergence: |[z**+1) — 20)|| < ¢,
Podminky konvergence:
p(U)<1 <« pim konverguje
|UIl<1 = pim konverguje

Reseni soustavy Ax = b
Postup: soustavu Ax = b prevedeme na soustavu x = Uz + v, tu fesime pim.
Vyuzijeme ptitom vyjadieni matice A jako souc¢tu A =L+ D + U, kde L je
dolni trojuhelnikova ¢ast, D je diagonala a U je horni trojuhelnikova cast.

Jacobiho metoda (déle zkratka J)
Soustavu Ax = b vyjadiime jako x = Uy x + vy,
kde Uy = =D (L + U) av; = D~'b. Tuto soustavu fesime pim.

Podminky konvergence:
p(U;) <1 < J konverguje
AjeODD = J konverguje

Véta: vl. ¢isla \; matice Uy lze ziskat Fesenim rovnice det(L + AD + U) = 0.

Gaussova-Seidelova metoda (déle zkratka GS)
Soustavu Az = b vyjadiime jako x = Ug x + vg,
kde Ug = —(L+ D)"'U awv; = (L + D)"'b. Tuto soustavu fesime pim.

Podminky konvergence:

p(Ug) <1 <GS konverguje

AjeODD = GS konverguje

A je symetrickd a pozitivné definitni = GS konverguje

Véta: vl. ¢isla \; matice Ug lze ziskat feSenim rovnice det(AL+AD+U) = 0.
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Prosta iterac¢ni metoda

Priklad 4

Je déna soustava rovnic x = Uz + v, kde

1/2 1 2
I B
a) Zvolte 20 = (0, 0)7 a spocitejte prvni tii iterace prostou iteraéni metodou.
b) Dokazte, Ze pim pro tuto soustavu konverguje.

Reseni
a)
12 1 0 2 2
W _ 0 L _
W= ro=| 0 3| (0] 8] = 0]
12 1 ]2 2] 3
@ _ () 4, _
vr=Ur TV 51 —3/2 | _0}+[0__{—5/2_
o121 ] 3 [ 2 1]
@) _ 772 4, _
v =Ur™ +v | —5/4 —3/2__—5/2}+_0} {0_

b) Nejdiiv zkusime, jestli plati nékterd z postacujicich podminek, protoze se
snaze spocitaji:
||U||y = max( |1/2|+|=5/4|, | 1 |+]|—3/2|) = max(7/4, 10/4) =10/4 > 1
||U||oo = max(|1/2]|+]1|,|—5/4|+|—3/2]) = max(3/2, 11/4) =11/4 > 1
1Ull2 = V/(1/2)? + 12 + (=5/4)* + (=3/2)? = \/81/16 = 9/4 > 1

Zadné z norem neni mensi nez 1, takze z nich nepozname nic.

Musime ovérit nutnou a postacujici podminku, tj. spocitat p(U):
det(U — M) = (1/2 = N)(=3/2 =X +5/4=X >+ +1/2
= g =—1/24+1/2i
Mol = V(@22 + (£1/22 = V/1/2=v2/2 = p(U)=v2/2<1.

Spektralni polomér itera¢ni matice je mensi nez 1 = pim konverguje.
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V dalsich ptrikladech pouzijeme matice z Pfikladu 3 z minulého cviceni

-5 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
A= 3 31 B=|-1 2 -1 CcC=|-1 11/,
1 -1 2 0 -1 2 0 1 2

o kterych jsme tam dokazali nékteré jejich vlastnosti.

Jacobiho metoda

Ptiklad 5
Je déna soustava rovnic Ax = b, kde A je matice z pt. 3 a b= (2,1,—1)7.
a) Zvolte (¥ = (0, 0, 0) a spocitejte prvni dvé iterace J metodou.
b) Dokazte, ze J pro tuto soustavu konverguje.
c¢) Lze na zékladé vysledku pt. 3 rozhodnout, zda J konverguje i pro matice

BaC?

Reseni
a) Jednotlivé iterace J metody se pocitaji 1épe po slozkdch nez v maticovém
tvaru. Postup:

1. NapiSeme si soustavu po jednotlivych rovnicich:

—5.T1 — X9 = 2
31+ 3+ 23 =
Tr1 — To + 2£L‘3 = -1

2. 7 kazdé rovnice vyjadiime diagonalni prvek:
r1 = —(24z9)/5 (1)
Ty = (1—3131—.%'3)/3
r3 = (—1—$1+£[}2)/2

3. Prok =0,1,2,... pocitame 2*+Y tak, ze do pravé strany (1) dosadime
slozky piedchozi iterace 2
k+1
P = @24/
xékﬂ) = (1- 3x(k) — asgk))/B
k+1
3= (a2
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Pro k = 0 dostaneme

AV = —@2+20)5=—-2+0)/5=-2/5
zy) = (1—3x§°> xgo))/3—(1—0—0)/3=1/3
2V = (120422 =(-1-0+0)/2=-1/2

Prvni iterace je tedy () = (=2/5, 1/3,—1/2)T. Druh4 iterace:

2P = —(2—|—x(1))/5: —(2+41/3)/5=-7/15
v = (1-3 —xé”)/:a—( 1—3(=2/5) — (—1/2))/3 = 9/10
2P = (=1—aP 122 = (=1-(=2/5) +1/3)/2 = —2/15

Druhd iterace je z(?) = (-=7/15, 9/10, —2/15)".

b) V pi. 3 jsme dokézali, ze A je ostie diagondlné dominantni (ODD), coz
je postacujici podminka pro konvergenci J metody.

c¢) Matice B ani C z pf. 3 nejsou ODD, postacujci podminka pro konvergenci
J metody tedy neni splnéna a o konvergenci nevime nic. Kdybychom chtéli
poznat, zda J metoda konverguje, museli bychom spocitat spektralni polomér
matice Uy, coz pro matici 3 X 3 obecné neni snadné.

Priklad 6
Rozhodnéte, zda pro soustavu Az = b bude konvergovat J metoda, je-li dano
6 11 -1
A= 1 3 0
-1 0 2

Reseni
Matice neni ODD, postacujici podminka pro konvergenci J metody tedy
neplati a musime spocitat spektralni polomér matice U;. Vlastni ¢isla matice
U; uréime z rovnice det(L + AD + U) = 0, tj.

61 11 —1
13X 0 |=36)\"—-3)\—22\=\(36\%—25)=0
-1 0 2\

= )\1:0, )\273::&5/6 = p(UJ):5/6<1
Spektralni polomér matice U; je mensi nez 1, takze J metoda konverguje.
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(Gaussova-Seidelova metoda

Priklad 7
Je déna soustava rovnic Ax = b, kde A je matice z pt. 3a b= (2,1,—1)7.
a) Zvolte (¥ = (0, 0, 0) a spocitejte prvni dvé iterace G'S metodou.
b) Dokazte, ze GS pro tuto soustavu konverguje.

c¢) Lze na zékladé vysledku pf. 3 rozhodnout, zda G'S konverguje i pro matice
B aC?

Reseni
a) Jednotlivé iterace GS metody se pocitaji lépe po slozkdch nez v maticovém
tvaru. Postup:

1. Napiseme si soustavu po jednotlivych rovnicich - stejné jako u J metody;,
viz pr.5.

2. 7Z kazdé rovnice vyjadiime diagondlni prvek - stejné jako u J metody,
viz pr.o.

3. Pro k=0,1,2,... pocitdme z*+V) po jednotlivych rovnicich, pocinaje

prvni. Zacéneme jako u J metody, ale jakmile spoc¢itdme novou slozku,
hned ji dosadime do pravé strany vsech zbyvajicich rovnic (1):

= 24 2P)/5
() _ (1- gD _ xgk))/B
xg)’k-‘rl) _ (_1 i ./L'gk—i_l) + I‘ék+1)>/2

Pro k = 0 dostaneme

2V = —@4+20)/5=—(240)/5=-2/5
zy) = (1-3z" —2)/3=(1-3(-2/5) - 0)/3 =11/15
2 = (1 -2 4 2My2 = (-1 - (=2/5) +11/15)/2 = 1/15

Prvni iterace je tedy 2™ = (-2/5, 11/15, 1/15)T. Druh4 iterace:

22 = —242)/5 = —(2+11/15)/5 = —41/75
v = (1=32P —2M)/3 = (1 —3(=41/75) — 1/15)/3 = 193/225
o) = (=1 -2 +al?)/2 = (=1 — (=41/75) + 193/225) /2 = 91/450
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Druh4 iterace je 22 = (—41/75, 193/225,91/450)".

b) V pt. 3 jsme dokazali, ze A je ostie diagondlné dominantni (ODD), coz je
postacujici podminka pro konvergenci GS metody.GS metoda konverguje.

c) V pt. 3 jsme dokézali, ze B je symetrickd a pozitivné definitni, coz je
postacujici podminka pro konvergenci GS metody. Matice C' neni ODD
ani pozitivné definitni, zadna z postacujcich podminek pro konvergenci GS
metody pro matici C' tedy neni splnéna. Zavér: pro matici B GS metoda
konverguje, pro matici C' o konvergenci GS metody nevime nic. Kdybychom
chtéli poznat, zda GS metoda konverguje i pro matici C', museli bychom
spocitat spektralni polomér odpovidajici matice Ug.

Priklad 8
Rozhodnéte, zda pro soustavu Ax = b z pt. 6 bude konvergovat GS metoda.
Reseni
Matice A neni ODD ani symetricka, zadna z postacujcich podminek pro kon-
vergenci G'S metody tedy neni splnéna a musime spocitat spektralni polomér
matice Ug. Vlastni ¢isla matice Ug uréime z rovnice det(A(L+ D)+ U) = 0,
t].

6 11 —1
A 3N 0| =367 —3)% — 2207 = A\%(36) — 25) =0
-\ 0 2\

= M2=0, \3=25/36 = p(Ug) =25/36 < 1.
Spektralni polomér matice Uy je mensi nez 1, takze GS metoda konverguje.
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