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Iteračńı metody

Teorie (velmi stručný výběr z přednášek)

Prostá iteračńı metoda (dále zkratka pim)

Soustavu x = Ux+ v řeš́ıme tak, že
1. zvoĺıme x(0),
2. pro k = 0, 1, 2, . . . poč́ıtáme x(k+1) = Ux(k) + v,

kritérium konvergence: ||x(k+1) − x(k)|| < ε.

Podmı́nky konvergence:
ρ(U) < 1 ⇔ pim konverguje
||U || < 1 ⇒ pim konverguje

Řešeńı soustavy Ax = b

Postup: soustavu Ax = b převedeme na soustavu x = Ux+v, tu řeš́ıme pim.
Využijeme přitom vyjádřeńı matice A jako součtu A = L+D + U , kde L je
dolńı trojúhelńıková část, D je diagonála a U je horńı trojúhelńıková část.

Jacobiho metoda (dále zkratka J )

Soustavu Ax = b vyjádř́ıme jako x = UJ x+ vJ ,
kde UJ = −D−1(L+ U) a vJ = D−1b. Tuto soustavu řeš́ıme pim.

Podmı́nky konvergence:
ρ(UJ) < 1 ⇔ J konverguje
A je ODD ⇒ J konverguje

Věta: vl. č́ısla λi matice UJ lze źıskat řešeńım rovnice det(L+ λD+U) = 0.

Gaussova-Seidelova metoda (dále zkratka GS )

Soustavu Ax = b vyjádř́ıme jako x = UG x+ vG,
kde UG = −(L+D)−1U a vJ = (L+D)−1b. Tuto soustavu řeš́ıme pim.

Podmı́nky konvergence:
ρ(UG) < 1 ⇔ GS konverguje
A je ODD ⇒ GS konverguje
A je symetrická a pozitivně definitńı ⇒ GS konverguje

Věta: vl. č́ısla λi matice UG lze źıskat řešeńım rovnice det(λL+λD+U) = 0.
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Prostá iteračńı metoda

Př́ıklad 4
Je dána soustava rovnic x = Ux+ v, kde

U =

[
1/2 1
−5/4 −3/2

]
, v =

[
2
0

]
a) Zvolte x(0) = ( 0, 0)T a spoč́ıtejte prvńı tři iterace prostou iteračńı metodou.
b) Dokažte, že pim pro tuto soustavu konverguje.

Řešeńı
a)

x(1) = Ux(0) + v =

[
1/2 1
−5/4 −3/2

] [
0
0

]
+

[
2
0

]
=

[
2
0

]

x(2) = Ux(1) + v =

[
1/2 1
−5/4 −3/2

] [
2
0

]
+

[
2
0

]
=

[
3
−5/2

]

x(3) = Ux(2) + v =

[
1/2 1
−5/4 −3/2

] [
3
−5/2

]
+

[
2
0

]
=

[
1
0

]
b) Nejdř́ıv zkuśıme, jestli plat́ı některá z postačuj́ıćıch podmı́nek, protože se
snáze spoč́ıtaj́ı:

||U ||1 = max( |1/2|+|−5/4|, | 1 |+|−3/2|) = max( 7/4, 10/4) = 10/4 > 1

||U ||∞ = max(|1/2|+|1|, |−5/4|+|−3/2|) = max( 3/2, 11/4) = 11/4 > 1

||U ||2 =
√

(1/2)2 + 12 + (−5/4)2 + (−3/2)2 =
√

81/16 = 9/4 > 1

Žádná z norem neńı menš́ı než 1, takže z nich nepoznáme nic.

Muśıme ověřit nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku, tj. spoč́ıtat ρ(U):

det(U − λI) = (1/2− λ)(−3/2− λ) + 5/4 = λ2 + λ+ 1/2
⇒ λ1,2 = −1/2± 1/2i

||λ1,2|| =
√

(1/2)2 + (±1/2)2 =
√

1/2 =
√

2/2 ⇒ ρ(U) =
√

2/2 < 1 .

Spektrálńı poloměr iteračńı matice je menš́ı než 1 ⇒ pim konverguje.
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V daľśıch př́ıkladech použijeme matice z Př́ıkladu 3 z minulého cvičeńı

A =

 −5 −1 0
3 3 1
1 −1 2

 B =

 1 −1 0
−1 2 −1

0 −1 2

 C =

 1 −1 0
−1 1 1

0 1 2

 ,

o kterých jsme tam dokázali některé jejich vlastnosti.

Jacobiho metoda

Př́ıklad 5
Je dána soustava rovnic Ax = b, kde A je matice z př. 3 a b = (2, 1,−1)T .
a) Zvolte x(0) = ( 0, 0, 0)T a spoč́ıtejte prvńı dvě iterace J metodou.
b) Dokažte, že J pro tuto soustavu konverguje.
c) Lze na základě výsledk̊u př. 3 rozhodnout, zda J konverguje i pro matice
B a C?

Řešeńı
a) Jednotlivé iterace J metody se poč́ıtaj́ı lépe po složkách než v maticovém
tvaru. Postup:

1. Naṕı̌seme si soustavu po jednotlivých rovnićıch:

−5x1 − x2 = 2

3x1 + 3x2 + x3 = 1

x1 − x2 + 2x3 = −1

2. Z každé rovnice vyjádř́ıme diagonálńı prvek:

x1 = −(2 + x2)/5 (1)

x2 = (1− 3x1 − x3)/3
x3 = (−1− x1 + x2)/2

3. Pro k = 0, 1, 2, . . . poč́ıtáme x(k+1) tak, že do pravé strany (1) dosad́ıme
složky předchoźı iterace x(k):

x
(k+1)
1 = −(2 + x

(k)
2 )/5

x
(k+1)
2 = (1− 3x

(k)
1 − x

(k)
3 )/3

x
(k+1)
3 = (−1− x(k)1 + x

(k)
2 )/2
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Pro k = 0 dostaneme

x
(1)
1 = −(2 + x

(0)
2 )/5 = −(2 + 0)/5 = −2/5

x
(1)
2 = (1− 3x

(0)
1 − x

(0)
3 )/3 = (1− 0− 0)/3 = 1/3

x
(1)
3 = (−1− x(0)1 + x

(0)
2 )/2 = (−1− 0 + 0)/2 = −1/2

Prvńı iterace je tedy x(1) = (−2/5, 1/3,−1/2)T . Druhá iterace:

x
(2)
1 = −(2 + x

(1)
2 )/5 = −(2 + 1/3)/5 = −7/15

x
(2)
2 = (1− 3x

(1)
1 − x

(1)
3 )/3 = (1− 3(−2/5)− (−1/2))/3 = 9/10

x
(2)
3 = (−1− x(1)1 + x

(1)
2 )/2 = (−1− (−2/5) + 1/3)/2 = −2/15

Druhá iterace je x(2) = (−7/15, 9/10,−2/15)T .

b) V př. 3 jsme dokázali, že A je ostře diagonálně dominantńı (ODD), což
je postačuj́ıćı podmı́nka pro konvergenci J metody.

c) Matice B ani C z př. 3 nejsou ODD, postačujćı podmı́nka pro konvergenci
J metody tedy neńı splněna a o konvergenci nev́ıme nic. Kdybychom chtěli
poznat, zda J metoda konverguje, museli bychom spoč́ıtat spektrálńı poloměr
matice UJ , což pro matici 3× 3 obecně neńı snadné.

Př́ıklad 6
Rozhodněte, zda pro soustavu Ax = b bude konvergovat J metoda, je-li dáno

A =

 6 11 −1
1 3 0
−1 0 2


Řešeńı

Matice neńı ODD, postačuj́ıćı podmı́nka pro konvergenci J metody tedy
neplat́ı a muśıme spoč́ıtat spektrálńı poloměr matice UJ . Vlastńı č́ısla matice
UJ urč́ıme z rovnice det(L+ λD + U) = 0, tj.∣∣∣∣∣∣

6λ 11 −1
1 3λ 0
−1 0 2λ

∣∣∣∣∣∣ = 36λ3 − 3λ− 22λ = λ(36λ2 − 25) = 0

⇒ λ1 = 0, λ2,3 = ±5/6 ⇒ ρ(UJ) = 5/6 < 1.
Spektrálńı poloměr matice UJ je menš́ı než 1, takže J metoda konverguje.
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Gaussova-Seidelova metoda

Př́ıklad 7
Je dána soustava rovnic Ax = b, kde A je matice z př. 3 a b = (2, 1,−1)T .
a) Zvolte x(0) = ( 0, 0, 0)T a spoč́ıtejte prvńı dvě iterace GS metodou.
b) Dokažte, že GS pro tuto soustavu konverguje.
c) Lze na základě výsledk̊u př. 3 rozhodnout, zda GS konverguje i pro matice
B a C?

Řešeńı
a) Jednotlivé iterace GS metody se poč́ıtaj́ı lépe po složkách než v maticovém
tvaru. Postup:

1. Naṕı̌seme si soustavu po jednotlivých rovnićıch - stejně jako u J metody,
viz př.5.

2. Z každé rovnice vyjádř́ıme diagonálńı prvek - stejně jako u J metody,
viz př.5.

3. Pro k = 0, 1, 2, . . . poč́ıtáme x(k+1) po jednotlivých rovnićıch, poč́ınaje
prvńı. Začneme jako u J metody, ale jakmile spoč́ıtáme novou složku,
hned ji dosad́ıme do pravé strany všech zbývaj́ıćıch rovnic (1):

x
(k+1)
1 = −(2 + x

(k)
2 )/5

x
(k+1)
2 = (1− 3x

(k+1)
1 − x(k)3 )/3

x
(k+1)
3 = (−1− x(k+1)

1 + x
(k+1)
2 )/2

Pro k = 0 dostaneme

x
(1)
1 = −(2 + x

(0)
2 )/5 = −(2 + 0)/5 = −2/5

x
(1)
2 = (1− 3x

(1)
1 − x

(0)
3 )/3 = (1− 3(−2/5)− 0)/3 = 11/15

x
(1)
3 = (−1− x(1)1 + x

(1)
2 )/2 = (−1− (−2/5) + 11/15)/2 = 1/15

Prvńı iterace je tedy x(1) = (−2/5, 11/15, 1/15)T . Druhá iterace:

x
(2)
1 = −(2 + x

(1)
2 )/5 = −(2 + 11/15)/5 = −41/75

x
(2)
2 = (1− 3x

(2)
1 − x

(1)
3 )/3 = (1− 3(−41/75)− 1/15)/3 = 193/225

x
(2)
3 = (−1− x(2)1 + x

(2)
2 )/2 = (−1− (−41/75) + 193/225)/2 = 91/450
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Druhá iterace je x(2) = (−41/75, 193/225, 91/450)T .

b) V př. 3 jsme dokázali, že A je ostře diagonálně dominantńı (ODD), což je
postačuj́ıćı podmı́nka pro konvergenci GS metody.GS metoda konverguje.

c) V př. 3 jsme dokázali, že B je symetrická a pozitivně definitńı, což je
postačuj́ıćı podmı́nka pro konvergenci GS metody. Matice C neńı ODD
ani pozitivně definitńı, žádná z postačujćıch podmı́nek pro konvergenci GS
metody pro matici C tedy neńı splněna. Závěr: pro matici B GS metoda
konverguje, pro matici C o konvergenci GS metody nev́ıme nic. Kdybychom
chtěli poznat, zda GS metoda konverguje i pro matici C, museli bychom
spoč́ıtat spektrálńı poloměr odpov́ıdaj́ıćı matice UG.

Př́ıklad 8
Rozhodněte, zda pro soustavu Ax = b z př. 6 bude konvergovat GS metoda.

Řešeńı
Matice A neńı ODD ani symetrická, žádná z postačujćıch podmı́nek pro kon-
vergenci GS metody tedy neńı splněna a muśıme spoč́ıtat spektrálńı poloměr
matice UG. Vlastńı č́ısla matice UG urč́ıme z rovnice det(λ(L+D) +U) = 0,
tj. ∣∣∣∣∣∣

6λ 11 −1
λ 3λ 0
−λ 0 2λ

∣∣∣∣∣∣ = 36λ3 − 3λ2 − 22λ2 = λ2(36λ− 25) = 0

⇒ λ1,2 = 0, λ3 = 25/36 ⇒ ρ(UG) = 25/36 < 1.
Spektrálńı poloměr matice UG je menš́ı než 1, takže GS metoda konverguje.
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