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Vypocet dvojngho integralu pomoci Fubiniovy véty.
Geometrické/a fyzikalni aplikace (obsah rovinneho
obrazce, mgchanické charakteristiky rovinne
desky).

Transfopmace do polarnich, resp. zobecnénych
polarnich souradnic.




Vypocet dvojneho integralu pomoci Fubiniovy vety

Riemannovy soucty a jejich limita:

Predpokladejme, Ze f(x; y) je omezena funkce na obdélniku O = (a; b) X (c;d) v
E,. Necht D je déleni O na dil¢i obdélniky Oy, ..., O,,, jejichZz strany maji délky

Axq, Ayq, ..., Ax,, Ay,. Oznacme v systém vybranych bodl Z; € O; (i = 1, ..., n).
Pak Reimannovym souctem funkce f na obdélniku O, odpovdajicim délen D a
systéemu bodu v, nazyvame

s(f; D) = ) f(Z0) - Ay,
=1

Rikdme, Ze &islo S je limitou Riemannovych souétt s(f; D; v) pro ||D|| = 04,
jestlize ke kazdému danému € > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdé déleni
D obdélniku O a pro kazdy zvoleny systém v plati: |[|D|| < § = |s(f;D;v) — S| < e.

Piseme: lim s(f;D:v)=2S.
ID]|-04 (f )




Vypocet dvojneho integralu pomoci Fubiniovy vety

Dvojny integral na obdélniku:

Jestlize limita IIDlIiImO s(f; D;v) = S existuje, pak Cislo S nazyvame dvojnym
—U+

integralem funkce f na obdélniku O. Integral obvykle znacime
If, f (x,y)dxdy nebo [[, f dxdy
Jestlize limita existuje, fikame, Ze ,dvojny integral ff  f dxdy existuje" nebo Ze

funkce f je integrovatelna na obdelniku O".




Vypocet dvojneho integralu pomoci Fubiniovy vety

Dvojny integral na obecné omezené mnoziné v E,:
Pfredpokladejme, Ze M je omezena mnozinav E, a f(x; y) je omezena funkce na M. Necht
O = (a; b) X (c; d) je obdélnik, ve kterém je mnozina M obsaZena. Definujme f*(x,y) =

{f (x,y) pro[x,y] € M

0 pro [x,y] € O\M
Pak dvojnym integralem funkce f na mnoziné M rozumime dvojny integral funkce f*na

obdélniku O (pokud tento integral existuje). Dvojny integral f na M znacime

JI,, f(x,y)dxdy nebo [f, f dxdy.

» 7 jefunkce f rozsirena nulou vné mnoziny M

> Pokud integral [f f* dxdy existuje, pak fikame, Ze také ,dvojny integral ff f dxdy existuje"
nebo ze funkce f je integrovatelna na mnoziné M". Mnozinu M nazyvame integracni obor
nebo obor integrace a integrovanou funkci f Casto nazyvame integrand.




Méritelna mnozina v E, a jeji Jordanova mira

Pfedpokladejme, Ze M je omezena mnozZina v E,. Rikdme, Ze tato mnoZina je méfitelna (v
Jordanove smyslu), jestlize dvojny integral konstantni funkce f (x; y) = 1 na M existuje. V
tomto pripadé nazyvame cCislo

Hy(M) = HMdXdy

dvourozmernou Jordanovou mirou mnoziny M.

Priklady mnozin, jejichz dvourozmerna mira je rovna nule:
a) Prazdna mnozina a vSechny mnoziny, sestavajici z konecného poctu bodU nebo
Usecek.
Grafy spojitych funkci jedné promeénne y = ¢@(x) nebo x = ¥ (y) na omezenych
uzavrenych intervalech.
Tzv. jednoduche hladke krivky nebo jednoduché po castech hladke kfivky v E,




Méritelna mnozina v E, a jeji Jordanova mira

Veta:
a) Sjednoceni konecné mnoha mnozin miry nula je mnozina miry nula.

b) Je-li N mnozina miry nulaa M c N, pak M je také mnozina miry nula.

Veta: (Nutna a postacujici podminka pro to, aby mnozina v E, byla méritelna.)

Mnozina M c E, je méritelna (v Jordanove smyslu) prave tehdy, je-li omezena a
u,(0M) = 0.

Veta: (Postacujici podminka pro existenci dvojneho integralu)

Necht M je méfitelna mnozinav E, a f je omezena a spojita funkce na M. Pak dvojny
integral [, f dxdy existuje.

(predpoklad spojitosti f na M je splnén i pri nespojitosti f na mnoziné miry nula v M)




Vypocet dvojneho integralu - Fubiniho veta

Elementarni obor integrace vE;:
Nechty = ¢@;(x) ay = ¢, (x) jsou spojité funkce v intervalu {a, b)

a necht @, (x) < ¢,(x) provsechna x € (a, b). Pak mnozinu

M={[x,y] €Ey;;a<x<b p;(x) <y < @,(x)}nazyvame

elementarnim oborem integrace vzhledem k ose x.

Nechtx = @, (y) ax = @,(y) jsou spojité funkce v intervalu (c, d)
anechty,(y) < Y, (y) provsechna x € (c,d). Pak mnozinu
M=A{lx,yl € Ey;c <y <d,,(y) < x <¢,(¥)}nazyvame

elementarnim oborem integrace vzhledem k ose y.




Vypocet dvojneho integralu - Fubiniho veta

Fubiniho véta pro dvojny integral:

Necht M je elementarni obor integrace vzhledem k ose x. Necht funkce f(x; y) je spojita

vM.Pak [f f(x,y) dxdy = f: ( (;plz(%)f(x, y)dy) dx.

Necht M je elementarni obor integrace vzhledem k ose y. Necht funkce f(x; y) je spojita

vM.Pak [f, f(x,y) dxdy = fcd (fl/l)plz(%)f(x, y)dx) dy.

\ \

dvojny integral dvojnasobny integral

* pro spojitou funkci a elementarni obor integrace nezavisi na poradi integrall vpravo




Aplikace dvojneho integralu

» objem mnoziny Q mezirovinou xy a grafem funkce fnaM:V = [[ fdxdy

* hmotnost desky: m = [[ p(x,y)dxdy, kde M je omezend mnozina (tenka deska) v E; a
p(x,y) je plosna hustota desky
staticky moment: vzhledem k ose x: m, = [[, v - p(x, y)dxdy

vzhledem k ose y:m,, = [[ x - p(x,y)dxdy

my
m

moment setrvacnosti: vzhledem k ose x: J, = [, y* - p(x, y)dxdy
vzhledem kose y: J,, = [, x* - p(x, y)dxdy
vzhledem k pocatku 0: Jo = [, (x* +y*) - p(x, y)dxdy




Transformace do polarnich souradnic

Polarni souradnice v E5:

bod X Ize urcit souradnicemi 7, ¢, kde 7 je vzdalenost X od pocatku O a ¢ je Uhel mezi kladnou
casti osy x a useckou OX
Vztah mezi kartézskymi souradnicemi x, y a polarnimi souradnicemi

1, @ je dan rovnicemi:

xX=r1-cos@,y=r-sing, odkud plyner = 0, ¢ € (0; 2m)
priintegraci se méni meze dle substituce a dxdy se nahradi vyrazem r drd¢ , coz je
determinant Jakobiho matice:

dx Ox

do
dy

Ul =




Transformace do zobecnenych polarnich souradnic

bod X Ize urcit souradnicemi r, ¢, kde 7 je vzdalenost X od pocatku O a ¢ je Uhel mezi kladnou

casti osy x a useckou OX
Vztah mezi kartézskymi souradnicemi x, y a zobecnénymi polarnimi souradnicemi
7, @ je dan rovnicemi:

X =Xy+ar-cos@,y =y, + br-sing, kde a, b = 0 zvolené konstanty, [xy, Vo] je zvoleny
bod

pri integraci se méni meze dle substituce a dxdy se nahradi vyrazem rab drd¢




	Snímek 1
	Snímek 2
	Snímek 3
	Snímek 4
	Snímek 5
	Snímek 6
	Snímek 7
	Snímek 8
	Snímek 9
	Snímek 10
	Snímek 11

