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Abstrakt

Tato prace je shrnutim vybranych konstrukci pouzivanych v deskriptivni a kinematické
geometrii. Tyto konstrukce jsou vzdy podrobné popsany a dokazany.

Prvni kapitola je vénovana samotnému pojmu kfivka a kiivost. Druha se pak vénuje
kuzeloseckdm, tedy elipse, hyperbole a parabole. Tyto kfivky jsou zadefinovany, jsou
popsany jejich hlavni vlastnosti a je odvozena jejich rovnice. Dale pak kapitola obsahuje
popis raznych druhu konstrukei téchto krivek. Konkrétné jde zejména o bodové konstruce
a konstrukce pomoci oskula¢nich kruznic.

Treti kapitola se vénuje cyklickym krivkam, tedy cykloidé, epicykloidé, hypocykloidé, pe-
ricykloidé a evolventé kiuznice. U téchto kiivek je zadefinovan pohyb, kterym vznikaji,
a je predstaveno parametrické vyjadreni dané ktivky. Nasleduje popis konstrukce tohoto
pohybu a ditkaz, ze body této konstrukce odpovidaji parametrickému vyjadreni cyklické
krivky.

Na zavér se posledni ¢tvrta kapitola vénuje konchoiddm, které se spolu s cyklickymi
krivkami Tadi mezi kinematické krivky. I zde je nejprve predstaven pohyb, kterym kon-
choidy vznikaji, je popsana konstrukce tohoto pohybu a je dokdzano, ze zkonstruované
body odpovidaji rovnici hledané ktivky. Konkrétné u konchoidy kruznice je dokazana kon-
strukce Pascalovych zavitnic.

Vsechny konstrukce v praci jsou doplnény interaktivnimi konstrukcemi v programu Geo-

Gebra, které lze vyuzit napriklad prii vyuce na stredni skole.
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Abstract

This bachelor thesis is the summary of the chosen constructions used in descriptive and
kinematic geometry. These constructions are always described in detail and proven.

The first chapter is devoted to the very concept of curve and curvature. The second
chapter is focused on conic sections, ie ellipses, hyperbolas and parabolas. These curves
are defined, their main characteristics are described, and their equation is derived. Further
off, the chapter contains of the various kinds of constructions of these curves. It is par-
ticularly about point structures and structures using osculating circles.

The third chapter deals with the cyclic curves, ie cycloid, epicycloid, hypocycloid, peri-
cycloid and involute of a circle. For these curves, the motion by which they arise is defined,
and the given curve’s parametric expression is presented. The following is a description of
the construction of this motion and proof that the points of this construction correspond
to the parametric expression of the cyclic curve.

Finally, the fourth chapter focuses on conchoids, which together with cyclic curves rank
among the kinematic curves. Even here the motion by which conchoids are created is
first introduced, the construction of this motion is described, and it is proved that the
constructed points correspond to the equation of the searched curve. Specifically, for the
conchoid of a circle, the construction of limacon of Pascal is proven.

All constructions are supplemented by an interactive construction in the GeoGebra pro-

gram, which can be used to teach in secondary school.
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Uvod

Tématem této bakalarské prace jsou vybrané geometrické konstrukce a jejich dikazy.
Konkrétné piijde o konstrukce kuzelosecek, cyklickych kiivek a konchoid.

Konstrukce kuzelosecek, tedy elipsy, hyperboly a paraboly, jsou velice rozsifenym
tématem zejména v deskriptivni geometrii. Je mozné najit mnoho literatury, ve které se
autori témto konstrukeim vénuji, avsak ne vzdy jsou tyto konstrukce uvadény i s dikazem,
respektive vysvétlenim, pro¢ funguji. Nejlepsim prikladem tohoto problému jsou kon-
strukce kuzelose¢ek pomoci hyperoskulac¢nich kruznic. Tyto velice ¢asto pouzivané kon-
strukce nalezneme témér v kazdé ucebnici deskriptivni geometrie, ovsem jejich dikaz jiz
tak rozsiteny neni. Proto se budeme témto konstrukcim a jejich dikazim vénovat.

Cyklické kiivky a konchoidy se oproti kuzeloseckam tadi pod kinematickou geome-
trii. Je vSsak nutno podotknout, ze cilem této prace neni predstavovat zaklady kinema-
tické geometrie, nybrz souhrnné a prehledné sepsat konstrukce téchto vybranych krivek
spolu s jejich dikazy. Samoziejmé se nékterym pojmim a vztahim z kinematické geo-
metrie nemuzeme pri vykladu kinematickych kiivek vyhnout, ovsem dané pojmy budeme
vysvétlovat a pouzivat pouze na zakladni trovni nutné pro pochopeni obsahu této prace.

Obecné tedy vzdy nejprve zadefinujeme danou krivku, pripadné predstavime jeji vlast-
nosti a sepiSeme postup jeji konstrukce. Nasledovat bude vzdy diikaz, proc¢ tato konstrukce
skutecné vede k dané krivce.

Dilezitou ¢asti této prace budou také konstrukce v programu GeoGebra, kterymi
budeme doplnovat vyklad jednotlivych konstrukei.

Co se tyce zdroji, zfejmé nejcennéjsim zdrojem této prace budou uc¢ebnice deskriptivni
geometrie od prof. RNDr. Aloise Urbana, ktery se v prvnim dile vénuje mimo jiné praveé

kuzeloseckdam a zaroven posledni kapitolu druhého dilu vénoval kinematické geometrii



a kinematickym krivkam. Ostatni zdroje budou ziejmé tvoreny dalsimi u¢ebnicemi a texty
z oblasti deskriptivni a kinematické geometrie.

Nyni uz jen struéné ke strukture prace. Prvni kapitola bude vénovana obecnému pojmu
krivka a s ni tzce souvisejici kiivosti. Druha kapitola se bude vénovat kuzeloseckam, je-
jich vlastnostem a zejména bodovym konstrukcim a jiz zminénym konstrukcim pomoci
hyperoskula¢nich kruznic. Ve treti kapitola se budeme vénovat cyklickym krivkdm a na-

konec, ve ¢tvrté kapitole, konchoidam, konkrétné konchoidé piimky a kruznice.



Kapitola 1
Krivky

Pred tim, nez se za¢neme zabyvat jednotlivymi vybranymi krivkami, jejich konstruk-
cemi a dikazy, méli bychom se nejprve pozastavit nad samotnym pojmem kiivka a tim,
co predstavuje.

Pro nase tucely ndm bude stacit, kdyz si kfivku predstavime jako drahu pohybujiciho
se bodu v roviné nebo v prostoru. Krivku ovsem muzeme ziskat také jako vysledek
vzdjemného pruniku dvou ploch (napiiklad dvou véalcovych ploch) nebo pfi priniku plo-
chy a roviny (napiiklad elipsa muze vzniknout pri pruniku rotaéni valcové plochy a roviny,
kterd prochazi valcem a neni kolma na osu valce). Neméné dulezité je ale také si uvédomit,
ze kiivka muze byt chapana jako mnozina bodi, které odpovidaji dané vlastnosti. [3|
str. 125]

Krivky miuizeme délit do nékolika kategorii. Jednim ze zakladnich déleni je rozdéleni
kiivek na rovinné a prostorové, pricemz rovinnymi kfivkami nazyvame takové krivky,
jejichz vSechny body nalézi jedné roviné. V opacném pripadé mluvime o kiivkach prosto-
rovych. Jako priklad rovinnych k¥ivek muzeme uvést kuzelosecky, tedy kruznici, elipsu,
parabolu ¢ hyperbolu. Prostorovou kiivkou je pak napriklad Sroubovice. [3, str. 125]

Nyni se pozastavme jesté nad tim, jak nejlépe konkrétni kiivku popsat. Dilezity je
v této souvislosti pojem empirickd krivka. Jedna se o kfivku, u které zname jeji tvar,
respektive graf, ovSsem nedokazeme takovouto kfivku popsat zadnymi matematickymi
vztahy [2, str. 7]. V této préci se vSak budeme zabyvat pouze kiivkami, které popsat lze

a budeme k tomu vyuzivat rizné zpusoby. Stejné jako se miizeme na pojem kiivka divat
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z mnoha riznych pohledii, miizeme ji také mnoha zplisoby definovat. Vzhledem k tomu,
ze v dalsim textu budeme casto vyuzivat parametrické rovnice, pripomenme, jak takovéto
rovnice vypadaji.

Mame-li pravouhlou souradnicovou soustavu {O;x;y}, je rovinna kiivka dana rovni-
cemi

x = xz(t), y =1y(t), tel,

kde z(t) a y(t) jsou funkce proménné ¢ definované v intervalu I, které maji derivace vsech
radi. Tyto rovnice nazyvame parametrické rovnice kiivky, t nazyvame parametr. Tyto
rovnice muzeme ale jesté upravit. Jestlize parametrické rovnice upravime tak, abychom

odstranili parametr ¢, ziskdme rovnici ve tvaru

f(z,y) =0,

kterou nazyvame implicitni tvar rovnice kiivky. [2, str. 7-8]

7 téchto ruznych tvart rovnice krivky budeme u jednotlivych kiivek volit vzdy ten pro
nase potreby nejvhodnéjsi. Nebudeme vsak jiz rozebirat napriklad jednoznacnost ¢i exis-
tenci téchto riznych tvari pro jednotlivé kiivky, jelikoz tato problematika neni tématem
této prace.

S pojmem krivka se neodmyslitelné poji také pojem krivost. Kiivost lze vyjadrit
¢islem, které pritazujeme ke konkrétnimu bodu ktivky. Toto ¢islo popisuje chovani kiivky
v daném bodé, respektive, presnéji feceno, popisuje chovani nekoneé¢né malého oblouku
ktivky v okoli daného bodu.

Kf¥ivost muze nabyvat stejnych hodnot na celé délce kiivky (napriklad u kruznice),
ovsem hodnota ktivosti se také mlize v riznych bodech krivky ménit. Jako priklad mizeme
vyuzit elipsu. Krivost elipsy se opakuje v jednotlivych kvadrantech elipsy, ovsem v jednom
daném kvadrantu elipsy se jeji kiivost neustale méni. [3, str. 126]

Pozdéji se v souvislosti s oskulacnimi kruznicemi budeme zabyvat tzv. stredem krivosti
a polomerem krivosti. Nyni se vsak jesté podivejme, jak obecné lze vyjadrit hodnotu

krivosti ktivky v libovolném jejim bodé.
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Kfivost kiivky v jakémkoliv jejim bodé A; (obr. je rovna limité poméru uhlu
mezi teCcnami krivky v sousednich bodech A, A; a délkou oblouku A; As, jestlize bod A,
jde k bodu A;. Hodnotu kfivosti nejcastéji oznacujeme pismenem k a predchozi text lze

zkracené zapsat takto:

3, str. 128]

Obréazek 1.1: Krivost krivky

Podivejme se napriklad, jak by se urcila kiivost kruznice. Kruznice méa ve vSech bodech
stejnou krivost, a proto zvolme libovolné body A; a A,. UZijeme vzorec pro vypocet

ktivosti a ziskdme

k= lim b zlimi—limlz

Az—A A:Ag Ay—Ar B Ay—Arr r

Kftivost kruznice je tedy rovna prevracené hodnoté jejiho poloméru.

Pozdéji si pomoci kostrukce oskulac¢nich kruznic odvodime kiivost i dalsich krivek.

Napriklad hodnotu kiivosti elipsy v jejich vrcholech.
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Kapitola 2

Kuzelosecky

Pojem kuzelosecky je souhrnnym nazvem pro mnozinu rovinnych krivek, obsahujici
elipsu, parabolu a hyperbolu. V nékteré literature se k témto ttem kfivkam radi jesté
kruznice, my ovsem budeme s kruznici pracovat pouze jako se specidlnim pripadem elipsy.
Nézev kuzelosecky je odvozen ze skutecnosti, ze tyto krivky vznikaji pii fezu rotaéni
kuzelové plochy rovinou [T}, str. 31].

Kuzelovou plochou rozumime mnozinu vSech primek v prostoru, které prochazeji danym
bodem V' a kruznici k, ktera nalezi do roviny neprochézejici bodem V. Bod V nazyvame
vrcholem kuzelové plochy a kruznici k fidici kruznici. Vrcholovou rovinou rozumime
rovinu, kterd prochézi vrcholem V. Primku prochézejici vrcholem V' a stfedem fidici
kruznice k nazyvame osou kuzelové plochy. Primky prochézejici vrcholem V' a fidici
kruznici k£ nazyvame povrchové piimky, respektive povrsky [I, str. 83].

Rotacéni kuzelova plocha se bézné definuje pomoci rotace primky. Méjme dvé riiznobézky
v prostoru, které na sebe nejsou kolmé (jsou tedy vzéjemné kosé). Jednu z téchto primek si
zvolime jako osu otéceni (osu kuzelové plochy) a druhou piimku kolem této osy nechame
rotovat. Rotaci této piimky kolem osy otdceni vznikd rotacéni kuzelova plocha [I, str. 85].

Takovouto plochu muzeme prolozit rovinou, pricemz prinikem téchto dvou objekti
vznikne (za predpokladu, ze se nejedné o vrcholovou rovinu) jedna ze zminénych kuzelosecek.
Pokud by rovina prochazela vrcholem V', mohly by nastat tii moznosti. Jeslize by takovato
rovina protinala Tidici kruznici ve dvou bodech, prinikem by byly dvé riznobézné primky.

Pokud by vrcholova rovina prochézela jednim bodem fidici kruznice, vysledkem fezu by
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byla povrchové piimka (povrska) a danou rovinu bychom nazyvali tecnou rovinou. A nako-
nec, pokud by rovina prochazela pouze vrcholem V' a neprotinala fidici kruznici v zadném
bodé, ziskali bychom pouze vrchol V' [, str. 84].

Predpokladejme tedy, Ze nanestane ani jeden z téchto specialnich pripadi. Pak mtzeme
rozlisit t¥i rizné typy fezu. Jestlize bude rovina protinat vsechny povrchové primky,
respektive nebude rovnobézna s ani jednou povrchovou primkou, vysledkem tfezu bude
elipsa. Speciadlnim ptipadem je pak jiz zminéna kruznice, kterda vznikne tehdy, kdyz je
dana rovina kolma na osu kuzelové plochy. V pripadé, Ze je rovina rovnobézné s prave
jednou povrchovou primkou, vznikne parabola. A pokud je rovina fezu rovnobézna se
dvémi povrchovymi primkami, je vysledkem hyperbola, jejiz asymptoty maji stejny smér,
jako dané povrchové ptimky [4, str. 272].

V nasledujicich kapitolach se na tyto jednotlivé kuzelocky zamérime. Zadefinujeme si

vvvvvv

nejpouzivanéjsi konstrukce.

2.1 Elipsa

2.1.1 Definice

Elipsa je mnoZina vsech bodi roviny, které maji od dvou pevngch bodu stdaly soucet
vzddlenosti vétsi nez vzddalenost pevnych bodii.

Tato definice elipsy pripousti splynuti danych pevnych bodi a mtzeme tedy diky této
definici klasifikovat kruznici jako specialni pripad elipsy. V nékteré literature se vsak tyto
dva pripady odlisuji a do definice elipsy se pridava podminka, aby dané pevné body byly
ruzné. Dalsim dulezitym prvkem definice je podminka, aby soucet vzdalenosti od danych
bodu byl vétsi nez vzdalenost téchto bodi. Pokud bychom tuto podminku vynechali,
pripustili bychom, Ze soucet vzdalenosti miize byt bud stejny jako vzdélenost pevnych
bodt, ¢imz bychom ziskali tisecku, nebo dokonce mensi nez vzdalenost pevnych bodi,
¢emuz by vsak zadné body roviny neodpovidaly a mnozina takovychto boda by byla

prazdnd [I, str. 31].
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2.1.2 Zakladni pojmy a vlastnosti

Dané dva pevné body se nazyvaji ohniska a znaci se obvykle F; a F2.|E| Vzdalenosti
bodu elipsy od ohniska nazyvame pruvodice a znac¢ime je r; a 7"2E|

Body A, B se nazyvaji hlavni vrcholy elipsy a body C, D vedlejsi vrcholy elipsy. Piimka
1@ se nazyva hlavni osa elipsy a primka @ vedlejsi osa elipsy. Prisecik os se znaci S
a nazyva se stred elipsy.

Vzdalenost hlavnich vrcholti od stredu elipsy se nazyva délka hlavni poloosy a znaci
se pismenem a. Vzdalenost vedlejsich vrcholii od stfedu elipsy nazyvame délka vedlejsi
poloosy a znad¢i se pismenem b. Délka hlavni osy je tedy rovna ¢islu 2a a délka vedlejsi
osy 2b [5l, str. 132].

Vzdalenost ohnisek od stfedu se zna¢i pismenem e a nazyvéa se excentricita (neboli

délkové vystiednost). [T, str. 31] [4, str. 38]

Obrazek 2.1: Elipsa

Elipsa je vzdy osové soumérnd podle své hlavni a vedlejsi osy. Z tohoto divodu se tyto
osy nékdy oznacuji jako osy soumeénosti. Dale je pak elipsa také stredové soumérna podle
svého stfedu (pruseéiku os soumérnosti).

7, definice 1ze snadno nahlédnout, Ze soucet privodict se rovna velikosti hlavni osy,

tedy vzdalenosti hlavnich vrcholt. Z toho déle plyne, Zze vzdéalenost vedlejsich vrchola

!Pismeno F je odvozeno od latinského slova fokus pro ohnisko.
2Pismeno r je odvozeno od latinského slova radius pro privodic.
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a ohnisek se rovna ¢islu a. V elipse se nam tedy vytvoii pravouhly trojihelnik, jehoz
odvésnami jsou excentricita e s poloosou b a preponou je poloosa a. Tento trojuhelnik se
oznacuje jako charakteristicky trojihelnik elipsy (AFSC na obr. .

Z pomoci Pythagorovy véty lze z daného trojihelniku odvodit vztah a? = b? +e2. Déle

z n&j také plyne, ze a > b a a > e. [1, str. 32

2.1.3 Rovnice elipsy

Rovnici elipsy lze snadno odvodit z definice. Odvodime si rovnici elipsy, jejiz stied
umistime do poc¢atku soustavy souradnic a jejimi osami budou osy x a y. Hlavni body

takovéto elipsy maji souradnice, které vidime na obr. [2.2]

C[0.b]

Obréazek 2.2: Elipsa umisténd v pocatku souradnicové soustavy.
Z definice vime, ze bod X [z, y] bude bodem elipsy pravé tehdy, pokud bude platit:

Tuto rovnost si nejprve rozepiseme pomoci vzorce pro vypocet vzdéalenosti dvou bodu

Vv TOVine.

\/(x—l—e)2+y2+\/(x—e)2+y2:2a.

Nyni vyraz umocnime na druhou a upravime.

\/(az+e)2—|—y2\/(az—e)2—|—y2:2a2—x2—y2—62.
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Rovnici opét umocnime, abychom ziskali vyraz bez odmocnin a opét upravime.
x2 k (a2 o 62) +a2y2 — CL2 A (CL2 o 62).

Z charakteristického trojihelniku jsme si jiz odvodili vztah a? = 0? + €. MiZeme tedy

vyuzit rovnosti b> = a? — e? a rovnici jesté dale upravit.

I2b2 +a2y2 — CL2b2.

Posledni tpravou ziskavame nami hledanou rovnici.

2.1.4 Provazkova konstrukce elipsy

Provazkova konstrukce elipsy, téz znama jako zahradnickd, vychazi primo z definice
a je ryze praktickd. Umistime si dva pevné body (ohniska) a vezmeme si provazek, jehoz
délka bude vétsi nez vzdalenost ohnisek. Konce provazku upevnime v ohniscich a pomoci
tuzky (koliku) provazek napname a za¢neme krouzit kolem ohnisek, ¢imz se nam vytvori

elipsa [4], str. 36].

2.1.5 Bodova konstrukce elipsy

V geometrické konstrukei samoziejmé nebudeme pouzivat provazky a koliky, ale zkon-
struujeme elipsu diky podobné myslence. Jen misto provazku pouzijeme tsecku. Tuto
konstrukei elipsy vyuzijeme v pripadé, ze zname umisténi ohnisek a soucet priavodict
jejich bodu. Sestrojime dostateény pocet bodu elipsy, abychom mohli (nejlépe pomoci

kiivitka) elipsu nakreslit.
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Postup konstrukce: Obr.
1. Ohniska oznac¢ime F} a F, a soucet privodic¢u 2a.
2. Sestrojime usecku K L, jejiz délka bude 2a a stied S tsecky FiFs.
3. Hlavni vrcholy A, B najdeme jako pruseciky kruznice ky (S, 3| K L|) a pimky F| Fb.
4. Vedlejsi vrcholy C, D najdeme jako priseciky kruznic ko(S, 3| K L|) a k3(S, 3| K L|).

5. Libovolny dalsi bod elipsy najdeme tak, Ze si na tise¢ce K L zvolime libovolny bod M
a narysujeme kruznice ky(Fy, |[KM|) a ks(Fy, |[ML|). Praseciky téchto dvou kruznic
jsou dva body (M7, M) nami hledané elipsy.

6. Timto postupem najdeme dostatek bodu elipsy tak, abychom mohli nakreslit ply-

nulou krivku.

Obrazek 2.3: Konstrukece jednotlivych bodu elipsy |(GeoGebra)
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Diikaz. Dokazme si nyni, ze takto zkonstruované body jsou skuteéné body nami hledané
elipsy s ohnisky F} a F3 a souc¢tem pruvodicu 2a.

7 konstrukce hlavnich vrcholi plyne, Ze plati:

|F1B| + |FoB| = |F1B| + |F1A| = |AB| = |KL| = 2a.

Body A, B jsou tedy body elipsy.

7 konstrukce vedlejsich vrcholi plyne, ze plati:
]FlC| + |FQC| =a+a= 2CL,

|F1D| + |FoD| = a+ a = 2a.

Body C, D jsou tedy body elipsy.
Zbyva dokazat, ze i ndmi zkonstruovany bod M;(Ms) ma soucet pruvodicu 2a. To je vSak

opét ztejmé ihned z konstrukce:
|FiM|+ |FoM| = |KM|+|ML| =|KL| = 2a.

]

Dvé poznamky na zavér této konstrukce. Pro spravné pouziti konstrukce je nutné si
jesté uvédomit, ze bod M nemiizeme na usecce K L volit zcela libovolné. V trojihelniku
FyFy M plati trojuhelnikova nerovnost, z ¢ehoz plyne, ze bod M musime volit tak, aby
(na tseCce AB) lezel mezi ohnisky elipsy. Pokud bychom na toto pravidlo nepamatovali,
mohlo by se stat, ze kruznice k4 a k5 by se ndm neprotly v zadném bodé.

Nakonec se jesté pozastavme nad vyuzitim této konstrukce v praxi. Pokud rysujeme
v programu Geogebra, muzeme si konstrukei velice usnadnit animaci bodu M po tsecce K L.
Kdyz budeme zaznamenavat stopu bodu M; a M,, vytvori se nam presna elipsa, kte-
rou hleddme. Pti klasickém rysovani se vSak konstrukce v této podobé prilis nepouziva.
Abychom dokézali nakreslit presnou elipsu, potfebujeme k tomu dostatek bodti, coz ovsem
vyzaduje velky pocet krokl a nakonec vede k neprehlednosti celé konstrukce. Mensi pocet

bodu by vsak na druhou stranu vedl k nepresnosti vysledné elipsy. K tomu navic elipsa
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prochézejici velkym poctem bodt zkratka neni prilis ,, hezkd*. Proto se tato konstrukce
nejcastéji spise kombinuje s konstrukei oskula¢nich, resp. hyperoskula¢nich, kruznic, kte-

rou si ukdzeme pozdéji [1, str. 31-32] [4], str. 36-37].

2.1.6 Trojihelnikova konstrukce elipsy

Trojihelnikovou konstrukeci vyuzijeme tehdy, kdyz zname stied elipsy a jeji hlavni
a vedlejsi vrcholy. Cil konstrukce je podobny jako u predchozi, tedy narysovat dostateéné
mnozstvi bodu elipsy, abychom mohli dokreslit plynulou kiivku, prochézejici témito body.
Predpokladejme tedy, ze zndme polohu stredu S, hlavniho vrcholu A a vedlejsitho vr-
cholu C. Pro tcely dikazu si zadani rovnou umistéme do soustavy souradnic tak, aby byl
stfed elipsy v pocatku a osy elipsy splyvaly s osami soustavy souradnic. Nalézt vrcholy B
a D je vzhledem k symetrii elipsy podle jejich os snadné. Ostatni body najdeme pomoci

nasledujictho postupu.
Postup konstrukce: Obr.
1. Nejprve sestrojime kruznice k, (S, |SA| = a) a k,(S, |SC| = b).

2. Na kruznici k, si zvolime libovolny bod K a nalezneme bod L, lezici na priniku

usecky SK a kruznice k.
3. Bodem K vedeme rovnobézku s osou y a bodem L vedeme rovnobézku s osou z.
4. N&$ hledany bod elipsy M lezi na pruniku téchto primek, a tedy plati ML||SA

a MK|SC.

Diikaz. Dokazme si nyni, ze takto zkonstruovany bod M je bodem elipsy, jejiz poloosy
maji délky a a b.
Nejprve si ozna¢me thel a = <ASK.

Odvodime si souradnice bodu M. Oznacme je takto:

M [vayM]'
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Obrazek 2.4: Trojuhelnikova konstrukce elipsy (GeoGebra)

Z trojuhelniku SPK s pravym thlem u vrcholu P mitzeme odvodit soutadnici zyy;.

Souradnici yy; odvodime z pravoihlého trojuhelniku SRL s pravym thlem u vrcholu R.

COSQ = 75— = —
|SK| a
ISL| ~ b

2 2
%\Q/[ + % = cos® a + sin? a,
B
az b
Tim jsme dokéazali, ze bod M je bodem néami hledané elipsy. O]

Na zaveér opét poznamka. Obecné Ize Tici, Ze je tato konstrukce presnéjsi oproti pfedchoz:iEI,

jelikoz pracuje pouze s rovnhobéznymi a kolmymi primkami. I v této konstrukci se vSak

3Samoziejmé za predpokladu, Ze nepracujeme napiiklad v programu Geogebra, kde se nemusime

potykat s rizikem nepfesného rysovani, zpusobeného lidskou chybou.
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pri velkém poctu krokii da ¢asem ztratit a proto ani ona neni samostatné prilis vhodné
pro konstrukci elipsy. Opét vsak muzeme tuto konstrukci doplnit konstrukei oskulac¢nich
kruznic a tim snizit naroky na pocet bodii, které je nutno takto zkonstruovat, abychom

odhalili drdhu ndmi hledané krivky [7, str. 42-43].

2.1.7 Konstrukce elipsy pomoci oskula¢nich kruznic

Jiz v prvni kapitole jsme poprvé uzili pojem ,,oskula¢ni kruznice*. Nyni si tedy pojdme
podrobnéji vylozit, o co se vlastné jednd a k cemu tyto kruznice slouzi.

Tyto kruznice jsou velice praktickym nastrojem pro rysovani elipsy. Miizeme jimi napo-
dobit priabéh elipsy v libovolném jejim bodé. Pokud tyto oskula¢ni kruznice konstruujeme
ve vrcholech elipsy, nazyvame je hyperoskula¢ni kruznice.

Jedna se o kruznice, které maji v daném bodé podobné zaktiveni, jako nami hledana
ktivka. Nejedna se vSak o libovolnou kruznici napodobujici chovani kiivky, ale o kruznici,
kterda nahrazuje kiivku v daném bodé ze vsech kruznic nejlépe. Oskulacni kruznice se
casto popisuje jako kruznice, kterda ma s danou krivkou spole¢nou dvojnasobnou te¢nu.
Blize se touto myslenkou budeme zabyvat v dikazu.

Stredy oskulacnich kruznic nazyvame stredy kiivosti a poloméry oskula¢nich kruznic
nazyvame poloméry ktivosti. Jiz jsme si v predchozi kapitole vylozili pojem kfivost a jeho
vypocet. Pripomenme, ze kiivost ktivky lze vypocitat pomoci vzorce

k= lim ——.
As—Aq AlAQ

Pokud vezmeme do tvahy tento vrozec a definici oskula¢nich kruznic, dojdeme snadno
k zavéru, ze kiivost kiivky v daném bodé se rovna prevracené hodnoté poloméru oskulacéni
kruznice, ktera krivku v daném bodé nahrazuje.

Pojd'me si nyni vylozit, jak se tyto oskulacni kruznice konstruuji, konkrétné provedeme
konstrukci hyperoskulacnich kruznic, které se vyuzivaji pti konstrukci elipsy nejcastéji.
Nasledné si pak dokazeme, ze takto zvolené kruznice skutecné napodobuji elipsu ve vr-

cholech.
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Postup konstrukce: Obr.
1. Stred elipsy oznac¢ime S, hlavni vrcholy A, B a vedlejsi vrcholy C, D.
2. Sestrojime obdélnik ASC'E a jeho uhlopricku AC.

3. Vedeme kolmici bodem E na tsecku AC. V mistech, kde se tato kolmice protne
s osami elipsy lezi stiedy oskulacnich kruznic (Sa, S¢). Dalsi dva stiedy (Sg, Sp)

nalezneme bud obdobnou konstrukei nebo pomoci symetrie elipsy podle jejich os.

4. Vysledné kruznice maji stfed v nalezenych bodech a prochéazeji prislusnym vrcholem

elipsy.

Obrazek 2.5: Konstrukce pomoci oskula¢nich kruznic (GeoGebra)

Oskulacni kruznice na sebe nenavazuji a proto se konstrukce casto jesté doplnuje
konstrukei nékolika samostatnych bodt, na obr. [2.5] se konkrétné jedna o body M a N.

Vyslednou elipsu nasledné konstruujeme pomoci kiivitka tak, aby prochazela nalezenymi

body a dotykala se oskula¢nich kruznic [5l str. 132-133].

Diikaz. Nejprve si uvedomme, ze kazdé kruznice, kterd se dotyka elipsy naptiklad v jejim

vrcholu, ji priblizné v okoli tohoto vrcholu nahrazuje. My ovSem hledame kruznici, ktera
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elipsu v jejim vrcholu nahrazuje ze vSech nejlépe. UzZijeme k tomu nasledujici ivahu.
Polozme si elipsu do soustavy souradnic tak, aby jeji stfed byl v poc¢atku a osami elipsy
byly osy x a y. Pak kazd4 kruZznice kg, ktera se dotyka elipsy v bodé A m4 stted Sy [0, 0]

(razny od vrcholu A) a jeji rovnici muzeme zapsat ve tvaru
(. — 20)* +y? = (a + x0)*.

Mnozinu bodu, které lezi na kruznici kg i elipse najdeme pomoci feseni soustavy téchto
dvou rovnic:

(x — x0)2 +y? = (a+ x0)2,
v’a? + o’y = a’b’.

Prvni rovnici vyndsobime éislem —a?, se¢teme ji s druhou rovnici a pfevedeme vse na
levou stranu.

—a?(x — z0)? + b%2% 4 a*(a + 20)* — a*b* = 0.
Umocnime a roznasobime zavorky, vytkneme b% a a? a vyraz upravime.
b (2 — a®) + a*(a® — 2* + 2x(x + a)) = 0.
Vytknutim vyrazu (z + a) nakonec ziskdme
(z+a)- (62-(:(;—a)+a2~(a+2x0—x)) =0.
Spole¢né body kruznice kg a elipsy tedy lezi na dvou primkach. Jednou z nich je
r+a=0,

coz znamena, ze kruznice ko se skutecné dotyka elipsy v bodé A.

Druhou ptrimkou je
[62-(a:—a)+a2-(a+2xo—x)} =0. (2.1)

Abychom ziskali kruznici, ktera bude elipsu v bodé A nahrazovat ze vSech nejlépe, musi
také vsechny ostatni pruseciky kruznice kg a elipsy splyvat s bodem A, coz znamena, ze

i druha pfimka musi odpovidat rovnici z + a = 0. Toho miZzeme ovSsem docilit vhodnym
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dosazenim do [2.1] za .
Nyni se tedy na chvili pozastavme a odvod'me si soufadnici stfedu S4, ktery jsme nalezli

pomoci vyse popsané konstrukce. Z podobnosti AAS E a ASCA plyne, ze plati

S| |SC)
|AFE)| |AS|
Po upravé dostavame
b2
|AS4l = —,
a

a umisténi bodu Sy na ose x uréime nasledovneé:

b2 b —a? e?
—a+ — = = ——
a a a

o2 2
Oskulac¢ni kruznice k, ma tedy stied v bodé S [—, 0| a polomér —.
a a

2

) € .. , ‘oz
Dosadme tedy o = —— do . Rovnici pak upravime a dostavame
a
b’z 4 ab® — a® — o’z = 0.

Dale muzeme jesté vytknout vyraz (z + a) a celou rovnici vydélit ¢islem (b* — a?), ¢imz
ziskdme rovnici

z+a=0.

Timto jsme dokézali, Zze nami sestrojena kruznice k, skutecné nahrazuje elipsu v jejim
vrcholu A, a to lépe, nez kterdkoliv jind kruznice. Je tedy oskulaéni kruznici elipsy ve

vrcholu A.

Z toho zaroven plyne, ze kiivost elipsy ve vrcholu A je rovna ;—2.
Obdobné bychom vedli dikaz i pro kruznici k. [T}, str. 38]. O

2.2 Hyperbola

2.2.1 Definice

Hyperbola je mnozina vsech bodi, které maji od dvou pevngch rizngch bodu staly kladny

rozdil vzddlenosti, ktery je mensi nez vzddlenost danych pevngch bodii.
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Definice hyperboly je velice podobna definici elipsy a stejné tak se budeme setkévat
s mnoha pojmy a vztahy, které jsme si zavedli jiz u elipsy. Pevné body napriklad také
znacime F a F, a nazyvame je ohniska. Nyni se podrobnéji zamérme na definici hyperboly.

Kdybychom nepozadovali, aby byl rozdil vzdalenosti kladny, pripoustéli bychom, ze
muze byt i nulovy, ¢imz bychom vsSak ziskali osu soumérnosti tsecky FjF,. U definice
elipsy jsme pripustili, aby mohly ohniska splynout v jeden bod, ¢imz jsme ziskali kruznici.
V tomto pripadé bychom vsak timto krokem pouze pripustili, Ze staly rozdil vzdalenosti
muze byt nulovy, pricemz v takovém pripadé by definici odpovidaly vSechny body roviny.
Jako posledni upozornime na to, ze pozadujeme, aby body mély vzdalenosti ,, mensi nez“.
Kdybychom tuto podminku vynechali, pripustili bychom moznost, Ze rozdil vzdalenosti
miize byt roven vzdalenosti F}F,. V takovém pripadé bychom vsak ziskali primku F} F5,

ze které bychom vyjmuli body usecky FjFy [1I, str. 40].

2.2.2 Zakladni pojmy a vlastnosti

Jak jsme jiz tekli, dané dva pevné body z definice se nazyvaji ohniska a znaci se Fy a Fy.
Obdobné se od elipsy prenasi také pojem privodi¢, kterym oznacujeme vzdalenost bodu
hyperboly od jednoho z ohnisek.

Body A, B nazyvame wvrcholy hyperboly. Ptimka F}F, se oznacuje jako hlavni osa
hyperboly, osa soumérnosti tsecky FiF, jako wedlejsi osa. Prisecik obou os nazyvame
stredem hyperboly a znacime S.

Vzdalenost vrcholt hyperboly od jejiho sttedu nazyvame délka hlavni poloosy, vzdalenost
vrcholu AB pak délka hlavni osy a pouzivame zavedené znaceni |AB| = 2a.

Absolutni hodnota rozdilu privodici libovolného bodu hyperboly se musi rovnat ve-
likosti hlavni osy, tedy |F1M — FyM| = 2a.

Vzdalenost ohnisek od stiedu hyperboly nazyvame excentricita a znac¢ime e.

Délku wvedlejsi osy nemuzeme vyjadrit tak snadno jako u elipsy, jelikoz hyperbola
nema se svou vedlejsi osou zadny spoleény bod (vedlejsi osa je mnozina bodi, které maji
nulovy rozdil vzdédlenosti od ohnisek). Muzeme ji vsak vyjadrit hodnotami a a e pomoci
pravothlého trojihelniku SBE (viz obr. 2.6). Pak je tedy b = v/e2 — a2. Trojithelnik SBE

nazyvame charakteristicky trojihelnik hyperboly.

26



Obrézek 2.6: Hyperbola

Hyperbola je osové soumérnd podle svych os a sttedoveé soumérna podle jejich priseciku
(stfedu hyperboly).

Podle definice 1ze rozdélit body do dvou skupin. Pro jednu bude platit rovnost | Fy M |—
| Fo M| = 2a a pro druhou rovnost |Fo M| —|Fy M| = 2a. Je zfejmé, Ze pro zadny bod hyper-
boly nebudou platit obé tyto rovnosti soucasné a proto hyperbolu tvori dvé tzv. vetve hy-
perboly, které se v zadném bodé neprotinaji.

Dvé primky uy a ug, k nimz se vétve hyperboly neomezené blizi se nazyvaji asymptoty
hyperboly. Tyto ptimky prochazeji stfedem hyperboly S a s hlavni osou hyperboly sviraji
thel «, pro ktery plati tga = Z. Tento vztah lze snadno odvodit z charakteristického
trojuhelniku. Hyperbolu nazveme rovnoosou, jestlize jeji asymptoty budou svirat pravy

tihel, coz nastane pravé tehdy, kdyz bude platit a = b [I}, str. 40-41] [4, str. 56-58].

2.2.3 Rovnice hyperboly

Rovnici hyperboly 1ze opét snadno odvodit z definice. Odvodime si rovnici hyperboly,

jejiz stred umistime do poc¢atku soustavy souradnic a jejimi osami budou osy z a y. Hlavni
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body takovéto hyperboly maji soutadnice, které vidime na obr. 2.7]
Z definice vime, ze bod M [z, y| bude bodem hyperboly pravé tehdy, kdyz

|MFy| — [ME|| = 2a.

Tuto rovnost si nejprve rozepiseme pomoci vzorce pro vypocet vzdéalenosti dvou bodu

Vv Tovine.

‘\/(x—e)2+y2—\/(x+e)2+y2 = 2a.

Vyraz stejné jako u elipsy dvakrat umocnime a upravime.

22 (e —ad?) —y*a® = a® - (e* —a?).

2

7Z charakteristického trojihelniku jsme si jiz odvodili vztah b* = e — a?. Mizeme tedy

vyuzit tuto rovnost a rovnici jesté dale upravit.
220 — 2a? = a2b?

Posledni tipravou ziskavame nami hledanou rovnici.

Obrézek 2.7: Hyperbola umisténa v poc¢atku souradnicové soustavy.
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2.2.4 Bodova konstrukce hyperboly

Tuto konstrukci pouzijeme v pripadé, kdy znadme ohniska hyperboly a staly rozdil
pruvodicii jejich bodl. Nicméné stejné jako u elipsy se tato konstrukce samostatné prilis
nepouziva a vetsinou slouzi jen jako pomocna konstrukce pri konstrukei pomoci oskulacnich
kruznic. Déle je také vhodné si pri jakékoliv konstrukei elipsy pomoct konstrukei asymptot.

Nyni si vsak vylozme, jak tedy zkonstrukovat jednotlivé body.

Postup konstrukce: Obr.

1. Ohniska ozna¢ime Fj a Fy a staly rozdil privodi¢a 2a.

2. Sestrojime usecku KL, |KL| = 2a a stied S tsecky FFy.

3. Vrcholy hyperboly A, B nalezneme jako pruseciky kruznice k; (S, %|K L|) a piimky F} Fs.
4. Na primce F|Fy si zvolime bod R tak, aby lezel mimo tusecku FiFs.

5. Dalsi body hyperboly (M, Ms, M3, M,) nalezneme jako priseciky dvou kruznic,
které volime nasledujicim zptisobem: Jedna kruznice bude mit stied v ohnisku Fi,
druhd v ohnisku F;. Jedna z téchto kruznic bude mit polomér |AR|, druha |BR)|.
Kombinacemi téchto parametrt mtizeme pro jeden bod R nalézt 4 body hyperboly,

které budou soumérné podle os hyperboly a jejiho stredu.

Diikaz. Nyni si dokazme, ze takto zkonstruované body skuteéné odpovidaji nami hledané
hyperbole s ohnisky F; a F, a rozdilem pravodic¢t 2a.
Pro body A, B plati:

|BA| — | R All = |AB| = |KL| = 2,

||FAB| — |F3B|| = |AB| = |KL| = 2a.

Body A, B tedy splnuji definici hyperboly.
Zvolme si ted jeden konkrétni bod M, ktery lezi na priniku kruznic my(Fy, |BR|)
a ma(Fy, |AR]). Pro néj plati:

|FLML | — [F2My| = || BR| — |AR|| = [AB| = |K'L| = 2a,
z ¢ehoz plyne, ze bod M; také spliuje definici hyperboly. O
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Obrazek 2.8: Bodova konstrukce hyperboly (GeoGebra)

Jak jsme jiz predeslali, konstrukci 1ze doplnit o asymptoty, které lze snadno zkonstru-
ovat pomoci charakteristického trojihelniku.

Jesté se ale pozastavme nad tim, pro¢ je nutné, aby bod R, voleny na primce F}F5,
lezel mimo tsecku FiF5. V trojuhelniku £ F5 M, plati trojuhelnikova nerovnost, a tedy
plati

|11 — 74 < | FLF| < rp .

Pokud bychom tuto nerovnost porusili zvolenim bodu R na tsec¢ce F} F5, dané kruznice se
sttedy Fy, Fy a poloméry |AR|,|BR| by se ndm neprotly v zadném bodé. Pokud nastane
rovnost (v piipadé, ze bod R zvolime piimo v ohnisku hyperboly), hledané kruZnice se

protnou pouze v jednom bodé, a to pravé ve vrcholu hyperboly [I], str. 40-41]. [4, str. 56]
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2.2.5 Konstrukce hyperboly pomoci oskula¢nich kruznic

Co jsou oskulaéni kruznice a k ¢emu slouzi jsme si jiz vylozili u elipsy. Proto u hy-

Vv

v poc¢tu hyperoskulacnich kruznic, které konstruujeme. Zatimco u elipsy jsme hledali
¢tyTi tyto kruznice, u hyperboly hleddme pouze dvé. Tyto dvé jsou vsak jeSté navic osove
soumérné, takze hledame pouze jeden stfed jedné z téchto kruznic, a to nasledujicim

zpusobem:
Postup konstrukce: Obr.

1. Predpokladejme, Ze zname polohu ohnisek F; a Fy, rozdil pruvodici 2a, a tedy také

vrcholy elipsy A, B.

2. Sestrojime charakteristicky trojuhelnik ASE. Bod E najdeme jako prisecik kruznice
k.(S,|SF1|) a kolmice k, vztyCené ve vrcholu A na piimku Fi Fs.

3. Na primce SFE vztycime kolmici [ v bodé E.

4. V misté, kde se kolmice [ protne s hlavni osou (pfimkou F;Fj) lezi stred S; hy-

peroskulac¢ni kruznice ky, kterd nahrazuje hyperbolu ve vrcholu A.

5. Analogickym postupem nebo s vyuzitim symetrie podle osy y najdeme druhou

kruznici ks se stifedem Ss.

Diikaz. Polozme hyperbolu do soustavy soutradnic tak, aby jeji stfed lezel v pocatku
a osami hyperboly byly osy soustavy souradnic x a y.

Obdobnou tivahou jako u elipsy dojdeme k soustavé dvou rovnic
2 .2 2
(x —20)* + vy = (a+ x0)",
Ba? — a®y? = a2,
Prvni rovnici vynasobime éislem a? a po vSech tpravach ziskdme

(x+a)-[b2(x—a)+a2-(a:—2x0—a)} =0.
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Obrazek 2.9: Konstrukce hyporboly pomoci oskula¢nich kruznic (GeoGebra)
Opét jsme tedy ziskali dvé primky, pricemz hledame takové xg, aby se primka
[b2(x —a)+a* (v —2x0 — a)} =0 (2.2)

rovnala ptimce z + a = 0.

Urcime souradnice naseho sestrojeného stiedu S;. Z podobnosti AS1AE a AEAS plyne,

ze plati
AS)| _ |AE|
|AFE| |AS|
Z této rovnosti odvodime polomér oskulaéni kruznice (polomér kiivosti hyperboly v daném
vrcholu).
b2
a

Dopocitame umisténi stiedu S; na ose x:

Zbyva uz jen dosadit do a overit, ze kruznice k; nahrazuje hyperbolu ve vrcholu A.
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Po tpravach dostavame

b2x 4 ab® + o’z + a® = 0.

Vytkneme vyraz (x + a) a celou rovnici vydélime éislem (a2 + b?). Ziskali jsme
r+a=0,

¢imz je dikaz pro kruznici k; dokoncen a ki skutecné je oskulac¢ni kruznici.

a
Dokazali jsme tedy zaroven, ze kiivost hyperboly v jejich vrcholech je rovna =k
Pro kruznici ko bychom vedli dikaz zcela obdobné. O]

2.3 Parabola

2.3.1 Definice

Parabola je mnoZina vsech bodu, které maji od pevného bodu a pevné primky, kterd
timto bodem neprochazi, stejné vzdalenosti.

Pokud bychom z definice vypustili podminku, aby dana piimka neprochézela pevnym
bodem, pripustili bychom, Ze parabolou muze byt také kolmice na danou primku vedend

pevnym bodem. [1], str. 45]

2.3.2 Zakladni pojmy a vlastnosti

Pevnou primku z definice nazyvame ridici primka a znac¢ime ji pismenem d. Pevny
bod z definice nazyvame ohnisko a znac¢ime F'.

Vzdalenost ohniska F' od tidici pfimky d nazyvame parametr a znac¢ime p.

Privodice r a ry jsou vzdalenosti bodu od ohniska a od ridici pfimky. Jeden privodic¢
je tedy spojnice bodu a ohniska a druhy pravodic je spojnice bodu a paty kolmice, vedené
danym bodem k tidici primce.

Parabola je osové soumérna podle kolmice vedené ohniskem k tidici primce. Tato osa
soumeérnosti se nazyva také osa paraboly a znaci se pismenem o.

Prusecik paraboly a jeji osy nazyvame wvrchol paraboly V' [1, str. 45].
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Obrazek 2.10: Parabola

2.3.3 Rovnice paraboly

Opét odvodime rovnici pouze pro specialni pripad, kdy si parabolu vhodné polozime
do soustavy soufadnic. Necht osa paraboly splyva s osou z soustavy soufadnic, vrchol
paraboly lezi v pocatku a kladna poloosa x prochazi ohniskem. 7 ostatnich vlastnosti
elipsy pak muzeme odvodit souradnice dalsich bodu (viz obr. .

Z definice vime, ze bod M [z,y| bude bodem paraboly pravé tehdy, kdyz

IMF| = |Md|.
Tuto rovnost si miZzeme prepsat na |M F| = |M P| a pouzit vzorec pro vzdalenost dvou

=) el )

Po umocnéni a tpravé ziskame

y* = 2pu,

coZ je rovnice nami zvolené paraboly.
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P[-p/2, ]

DI-p2,0]  V[0,0] FIp/2,0]

Obréazek 2.11: Odvozeni rovnice paraboly

2.3.4 Bodova konstrukce paraboly

Stejné jako u predchazejicich kuzelosecek si nejprve ukazeme, jak sestrojit jednotlivé
samostatné body paraboly, jestlize zname ohnisko a ridici primku. Opét vsak plati, ze
pri konstrukci paraboly je vhodnéjsi zvolit kombinaci této konstrukce s konstrukeci hy-

peroskulac¢ni kruznice.

Postup konstrukce: Obr.

1. Ohnisko oznac¢ime F' a tidici primku d. Z bodu F vedeme kolmici na ptimku d

a prusecik této kolmice a ridici primky oznac¢ime D.
2. Vrchol V sestrojime jako stied usecky F'D.
3. Na poloptfimce V F' libovolné zvolime bod R a vedeme jim kolmici r na primku F'D.

4. Libovolny dalsi bod elipsy nalezneme jako prisecik primky r a kruznice k; (F, |DR)).
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Obrazek 2.12: Bodova konstukce paraboly |(GeoGebra)

Diikaz. Dokazme, ze takto zkonstruované body splnuji definici paraboly.

Vrchol V' je stfedem usecky DF, a tedy plati [VF| = |Vd| a V je bodem paraboly
s ohniskem F' a tidici primkou d.

Body M, a M; lezi na rovnobézce s primkou d a kruznici se stredem F'. Z téchto konstrukei

plynou rovnosti

|rd| = [Myd| = |Myd| = |RD| = |F M| = |F M|

a body M, M5 jsou tedy body hyperboly. O

2.3.5 Konstrukce paraboly pomoci oskula¢ni kruznice

U paraboly lze sestrojit celkem jednu hyperoskula¢ni kruznici, a to ve vrcholu V.
Jeji konstrukei nebudeme rozebirat nijak do podrobna, jelikoz je velice prosta. Stfed této
oskula¢ni kruznice lezi na poloptimce V' F' a jejim polomérem je parametr paraboly p, tedy

vzdélenost ohniska od ridici primky. [I, str. 44]

Diikaz. Uzijeme stejnou polohu paraboly, jako pri odvozovani jeji rovnice, tedy stejnou

jako na obr. [2.11]
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Obrazek 2.13: Konstrukce paraboly pomoci oskulaéni kruznice |(GeoGebra)
Stejnou tvahou jako u predchazejicich kuzelosecek dojdeme k soustavé dvou rovnic.
(x — 20)* +9° = 7,
y2 = 2pz.
Rovnice od sebe odec¢teme a upravime na
x - (x—2x0+2p) =0.

Nami sestrojena kruznice mé polomér p a jelikoz predpoklddame, ze vrchol V' lezi v poc¢atku
soustavy souradnic, stfed kruznice S ma soufadnice [p, 0]. Pokud dosadime x¢ = p do rov-
nice

(x — 2z + 2p) =0,
ziskdme x = 0, ¢imz jsme dokézali, ze kruznice k(S,p) je oskulaéni kruznici paraboly

ve vrcholu V' a kfivost paraboly v jejim vrcholu je rovna —. O]
p
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Kapitola 3
Cyklické krivky

Nez se za¢neme vénovat konkrétné cyklickym krivkam, zavedeme si nejprve nékolik
pojmu z kinematické geometrie, které budeme v nésledujicim textu pouzivat.

Cyklické a dalsi kinematické kiivky se vzdy definuji pomoci pohybu, ktery budeme po-
pisovat pomoci pevné a hybné polodie. Jak nazvy jiz napovidaji, pevnéa polodie bude vzdy
upevnény (nepohyblivy) objekt v roviné a hybné polodie pohybujici se objekt v roviné.
Pro samotny pohyb pak budeme casto uzivat pojem wvaleni, respektive kotaleni.

Dalsim pojmem, ktery se pak muze v nasledujicim textu objevit je vratny pohyb. Vratny
pohyb vznikce z daného pohybu tak, ze zaménime role polodii, tedy pevna polodie se stane
hybnou a naopak [2, str. 237, 240].

V ucebnicich deskriptivni nebo kinematické geometrie bychom nalezli mnohem po-
drobnéjsi rozbor téchto a mnoha dalsich pojmt, nam vsak pro potieby dalstho vykladu
postaci tento spiSe intuitivni pristup.

Nyni tedy jiz konkrétné k cyklickym k¥ivkdm. Jedna se o krivky, které vznikaji tzv. cyk-
lickymi pohyby, coz jsou pohyby, pii kterych jsou jednotlivé polodie bud kruZnice nebo
piimka (ovSem ne soucasné obé primky). Samotnd kiivka pak pfi tomto pohybu vzniké
jako trajektorie zvoleného bodu.

Cyklické pohyby (kfivky) lze rozdélit do péti zékladnich kategorii na cykloidélni,
epicykloidalni, hypocykloidalni, pericykloidalni a evolventni. V nésledujicich podkapi-
tolach se témto jednotlivym pohybtm (kfivkdm) budeme vénovat kazdému zvlast [2)

str. 247-250].
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3.1 Cykloida

Cykloidy vznikaji pii kotaleni kruznice po ptimce. Tento pohyb se nazyva cykloidalni,
pevnou polodii zde predstavuje ptimka p, hybnou polodii je kruznice k. Body, které opisuji
cykloidy jsou pevné spojeny s hybnou polodii, v tomto pripadé s kruznici k.

Na obr. vidime, ze pomoci tohoto pohybu mohou vzniknout t¥i rizné tvary cyk-
loidy. Bod A, vnitini bod kruznice k (A # O), opisuje kiivku, kterou nazyvame zkrdcend
cykloida. Bod B, bod nélezici kruznici k, opisuje prostou cykloidu a bod C| lezici vné
kruznice k, opisuje prodlouZenou cykloidu. Specialnim pripadem je pak jesté bod O, stred

kotélejici se kruznice, jelikoz jeho trajektorii je primka rovnobézna s pevnou primkou p.

A g

" \

Obréazek 3.1: Typy cykloidy

Cykloidu muzeme také popsat pametrickymi rovnicemi. Polozme si ptimku p a kruznici k
do pravouhlé soustavy souradnic tak, aby bod B lezel v poc¢atku a primka p splyvala

s osou x. Pak parametické rovnice cykloidy jsou

r = r-08—wvsinp,
& & (3.1)
y = r—uwvcospf,

pricemz r > 0 je polomér hybné polodie, S je tihel otoceni hybné polodie a v > 0 je
vzdélenost bodu cykloidy od stfedu hybné polodie [2, str. 247|. Lze snadno nahlédnout,
ze bude-li v < r, rovnice budou definovat zkracenou cykloidu, pro v = r ziskdme prostou
cykloidu a pro v > r prodlouzenou cykloidu.

Ukazme si nyni jeden ze zpusobi, jak tento pohyb zkonstruovat (v programu GeoGe-

bra) a dokazme si, ze tento pohyb skuteéné odpovidd danym parametrickym rovnicim.
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Obrazek 3.2: Konstrukce cykloidy (GeoGebra)

Postup konstrukce: Obr.
1. Nejprve si zadefinujeme dva parametry. Parametr r (polomér hybné polodie) a d.

2. Za primku p si zvolime osu x a na ose y zkonstruujeme kruznici k, pro kterou plati,

ze jeji stted lezi na ose y, jeji polomér je r a dotyka se primky p v bodé B.

3. Sestrojime bod P na pfimce p, pficemz bude platit |[BP| = d. Déle sestrojime
kruznici £, pro jejiz stied O’ bude platit OO’||BP a OB||O’P. Diky této konstrukci

se ndm pri animaci parametru d bude kruznice k£ pohybovat po ptimce p.

4. Uz zbyva dokonéit jen pohyb bodu B. K tomu nam pomiize nasledujici ivaha: Z defi-
nice cykloidniho pohybu je ziejmé, ze délka oblouku BB” se rovna délce tusecky BP.

Pomoci vzorce pro délku kruhového oblouku odvodime nasledujici rovnost:
d
p=1.
r

d
Bod B’ zadefinujeme jako rotaci bodu P okolo bodu O’ o tthel ——.
r
5. Pokud si nechdme zobrazit stopu bodu B’ a budeme ménit parametr d (respektive

spustime jeho animaci), bod B’ ndm opiSe prostou cykloidu. Zkracenou ¢i prod-

louzenou cykloidu pak muzeme najit pomoci volby bodi A a C' na polopiimce OB.
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Diikaz. Dokazme nyni, ze dany pohyb odpovida parametrickym rovnicim cykloidy.

Vzhledem k tomu, Ze pii odvozovani obecnych soutradnic bodu B’ (bodu prosté cykloidy)
by se ndm obtizné rozliSovaly hodnoty r (polomér hybné polodie) a v (vzdélenost tvoriciho
bodu cykloidy od stfedu hybné polodie), odvodime obecné souradnice bodu C’. Poslouzi

nam k tomu obr. 3.3

Obrazek 3.3: Souradnice bodu C' prodlouzené cykloidy

Pro souradnice bodu C’ plati:

v = [BP|=|CP| =d—|CoP| =15 —|C'C,yl,
y = [PO+]|0C|=r+]|0C,]

(3.2)

Nyni vyuzijeme vlastnosti pravoihlého trojihelniku O'C,C". Z néj odvodime nasledujici

vztahy:
c,0
cos(m — ) = ‘|O€C’\”
, c'c
sin(m — 3) = ||O’Czj|| :
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Vzdalenost bodu O a C” oznac¢ime jako v a vyuzijeme zdkladni vlastnosti goniometrickych
funkci. Ziskame tyto rovnosti:

|0'Cy| = —v - cosp,
|IC'Cy| = v - sin .
Dosazenim do souradnic bodu C” (3.2]) ziskdme rovnice

r=rf—wv-sinf,

Yy=1—1"-cosp,
coz jsou pravé parametrické rovnice cykloidy (3.1) [6 str. 34-35]. ]

Nyni je na misté, abychom se jesté jednou zamysleli nad korektnosti tohoto dikazu. Dikaz
™

jsme totiz provedli pro tthel 5 € (2, ’/T), ovsem rovnice |) by v jinych polohdch bodu B’

vypadala jinak. A proto se ptame, zda jsme neukondéili ditkaz piilis brzy. Odpoved je nikoli,

dukaz je korektni. Zduvodnime si proc. Rozebereme si vsechny ostatni polohy bodu B’.

wiy
......
- "

-'._.‘ C1

i W

=

Obrézek 3.4: 5 € (0, )

Pro g € <0, ;T) (obr. budou mit rovnice {) tvar

T = Tﬁ - |C/Cy|>
=r—10'Cy.
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Prvni rovnice je stejna jako v diikazu, druha ma jiné znaménka. Ovérime, ze druha rovnice

bude také odpovidat rovnici cykloidy. V trojihelniku C'C,Or plati
|0'Cy| = v -sinf.

Po dosazeni ziskame y = r — v - cos 3, tedy druhou rovnici cykloidy.

Obréazek 3.5: 5 € (7?, %7?)

3
Pro g € <7r, 27r> (obr. budou mit rovnice 1} tvar

z=rB+|C'Cyl,

y=r+|0'C,l.

Druha rovnice je stejna jako v ditkazu, prvni m4 jiné znaménka. Ovérime, ze prvni rovnice

bude také odpovidat rovnici cykloidy. V trojihelniku C'C,Or plati
|C'Cyl = v -sin(f —m) = —v-sinf.

Po dosazeni ziskdme x = r§ — v - sin 8, tedy prvni rovnici cykloidy.

3
Pro g € <27r, 27r> (obr. budou mit rovnice 1) tvar

z=rB+|C'Cyl,
y=r—10'Cy|.
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Ani jedna z téchto rovnic neni stejnd jako v dikazu. Z trojihelniku C'C,O/ odvodime
vztahy
|IC'Cy| = v -sin(2r — B) = —v - sin §,

|O'C,| = v -cos(2m — 3) = v - cos .

Po dosazeni ziskdme rovnice cykloidy.

Obrézek 3.6: 8 € (3w, 2r)

Jak jde tedy vidét, v diukazu nezdlezi na umisténi bodu B’, jak by se mohlo na prvni

pohled zdat.

3.2 Epicykloida

Epicykloidy vznikaji pri kotaleni vnéjstho obvodu kruznice k; po vnéjsim obvodu
kruznice k,. Tento pohyb se nazyva epicykloidalni a pevnou i hybnou polodii tohoto
pohybu jsou kruznice.

Na obr. miizeme vidét tii razné tvary epicykloidy, rozlisené obdobné, jako u cyk-
loidy. Tedy, zkrdcenou epicykloidu opisuje bod A, ktery je vnitinim bodem hybné polo-
die ky, prostou epicykloidu opisuje bod B, ktery je bodem hybné polodie a prodlouzenou
epicykloidu opisuje bod C, vnéjsi bod hybné polodie. Specidlnim pripadem je trajektorie

bodu Oy, stiedu hybné polodie, jelikoz ten opisuje soustfednou kruznici k pevné polodii &,,.
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Obréazek 3.7: Typy epicykloidy

Jestlize polozime epicykloidu do pravothlé soustavy souradnic tak, aby stred pevné

polodie k, lezel v poc¢atku, pak parametrické rovnice epicykloidy jsou

r,+r
r = (rp—i-?"h)cosa—v-cosp—hoz,
r
" (3.3)
. . Tyt
y = (rp—i—rh)sma—v-smr—a,
h

kde 1, > 0 a r, > 0 jsou poloméry pevné a hybné polodie k,, k, a v > 0 je vzdéalenost
tvorictho bodu epicykloidy od stfedu hybné polodie [2, str. 247-248]

Dané parametrické rovnice budou definovat zkracenou epicykloidu, jestlize bude platit
v < rp. Pokud v = rp,, bude se jednat o rovnice prosté epicykloidy a jestlize v > r,, dané
rovnice budou definovat prodlouzenou cykloidu. Pro specialni pripad v = 0 ziskame rovnici
kruznice o polomeéru (r, + 7).

V pripadé r, = r, nazyvame epicykloidy Pascalovy zdvitnice . V pripadé, kdy
rp, = 2 -1y, se prosté epicykloidy nazyvaji nefroidy [2, str. 248].

Postup konstrukce prosté epicykloidy je velmi podobny konstrukci prosté cykloidy.
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Obréazek 3.8: Pascalovy zavitnice a nefroida

Obrazek 3.9: Konstrukce epicykloidy
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Postup konstrukce: Obr.

1. Zvolime si parametry r,, 1, a polohu stfedu O, pevné polodie. Sestrojime kruznici

kp(Op, ).
2. Na kruznici k), si zvolime libovolny bod B.
3. Zavedeme parametr d, pomoci kterého budeme pohybovat bodem B po kruznici k,.

4. Bod B’ zadefinujeme jako rotaci bodu B kolem bodu O, o thel %. Nésledné

provedeme konstrukei kruznice kj prochézejici bodem B’, a pro kterou plati, Ze

‘OpOh’ =Tp -+ 7.

5. Méame tedy sestrojen pohyb kruznice kj; po kruznici k,. Zbyva dodefinovat pohyb
bodu B” po kruznici kj,. Bod B” zadefinujeme jako rotaci bodu B’ kolem bodu Oy,

o thel <.
Th

6. Zaznamenavanim stopy bodu B” pri animaci parametru d ziskame prostou epicykloidu.
Zkréacenou ¢i prodlouzenou epicykloidu muzeme ziskat vhodnym zvolenim bodu A

a C' na na poloptimce O, B".

Uvédomme si jesté nekolik vlastnosti epicykloidy, které mizeme vyuzit pii volbé para-
metra konstrukce. Pri konstrukci ma velky vyznam pomeér poloméri polodii, tedy ¢islo
t=""
Tp
Bude-li ¢islo t iraciondalni, kiivka se nikdy neuzavie. Naopak, jestlize zvolime polomeéry
kruznic tak, aby bylo ¢islo ¢ raciondlni, kiivka bude uzaviena [2l, str. 248]. Zaroven bude
platit, Ze jestlize prevedeme dany zlomek do zakladniho tvaru %, bude platit, Ze ¢islo 7 je
pocet, kolikrat hybné polodie kj; obkrouzi pevnou polodii k,, nez se kiivka uzavie a Cislo
s bude pocet hroti (bodi vratu) u prosté epicykloidy, respektive uzli u prodlouzené

epicykloidy, které bude epicykloida mit [6], str. 35].
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Obrazek 3.10: Souradnice bodu C” prodlouzené epicykloidy

Diikaz. Dokazme si nyni, ze body v tomto pohybu skutecné opisuji ktivky popsané para-
metrickymi rovnicemi .

Uzijeme k tomu prodlouzenou epicykloidu, kterou opisuje bod C”. Epicykloidu si opét
vhodné polozime do pravouhlé soustavy souradnic tak, aby stfed pevné polodie lezel
v pocatku soustavy. Ostatni dilezité body oznacime tak, jak je vidét na obr. [3.10

Pro souradnice bodu C” plati:

xr = Sx+|OhV|,
y = S,+|VC"|,

(3.4)

kde S, a S, jsou souradnice bodu Oy,. Z pravouhlého trojihelniku 0,5, 0}, s pravym thlem

u vrcholu S, dokadzeme vyjadrit hodnotu S, :
Sy =cosa- (ry,+1p).
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Z pravothlého trojuhelniku Op,S,0, s pravym thlem u vrcholu S, dokadzeme vyjadrit
hodnotu Sy:

Sy =sina - (1, +rp).

Zbyvé urcit vzdéalenosti |0,V | a |V C"|. Obé tyto vzdalenosti uréime pomoci pravothlého
trojihelniku O,V C” s pravym thlem u vrcholu V. Budeme k tomu vsak potiebovat
znat velikost 1hlu u vrcholu Oy. To je vsak prosté, tento tthel mtzeme vyjadrit jako

f—% — (5 — «a). Pak jiz mizeme odvodit tyto vztahy (vzdalenost |O,C”| oznacime v):
|OLV] =v-cos(a+ f—7) =—v-cos(a+ ),

VC"| =v-sin(a+p —7) = —v-sin(a + F).

Z konstrukce je nam také zfejmé, ze plati a - r, = [ - 1y, a proto muzeme thel (a + )

vyjadrit jako
Th Th

Nyni postupné zpétné dosadime odvozené vztahy do souradnic bodu C” ([3.4]) a upravime.

T+ T
x=cosa- (ry+r) —v-cos 2—"a,
T'n
T, + T
y=sina- (r,+1) —v-sinuoz
T
Ziskali jsme parametrické rovnice epicykloidy definované v (3.3)) [6l str. 37-38]. [

Obdobné jako u cykloid se zde muzeme ptét, zda je dikaz nezavisly na poloze bodu C”.
Odpovéd je opét ano. Diivod je obdobny jako u cykloidy, ale vzhledem k jeho vétsi
narocnosti jej zde uvedeme. U dalsich obdobnych dikazu vsak budeme tento krok jiz
nepripominat.

Pro ptehlednost rozdélme polohu bodu C” na ¢tyri kvadranty podle bodu Oy,. Predchéazejici
dukaz je tedy provedem pro pripad, kdy je bod C" v prvnim kvadrantu.

Pro bod C” ve druhém kvadrantu (obr. budou mit rovnice (3.4]) tvar

xr = Sx — |OhV’,

y=5,+|VC".
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Druha rovnice je stejna jako v ditkazu, prvni ma jiné znaménka. Ovérime, ze prvni rovnice

bude také odpovidat rovnici epicykloidy. V trojuhelniku C”V O, plati
0LV | =v-cos(2mr —a — ) = v - cos(a + B)

Zbyly postup je stejny jako v dikazu.

n k
Cyu— _____ C h
| 3
——y —— o )
Sy Vr o 9“
I |
I
| |
|
| |
| |
| 1
| |
| |
| |
| I
o | |
: L l
OP C’x Sx }

Obrazek 3.11: C" ve druhém kvadrantu

Pro bod C” ve tietim kvadrantu (obr. [3.12) budou mit rovnice ([3.4]) tvar
Tr = Sx — |OhV|,

y=2S,—|vVC"|.

Ani jedna z téchto rovnic neni stejnd jako v dikazu. Z trojihelniku C”"V Oy, plati
|OWV| = v - cos(a+ 3),

VC"| = v -sin(a + 3).

Zbyly postup je stejny jako v dikazu.
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Obrazek 3.12: C" ve tfetim kvadrantu

I"I"l
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Obréazek 3.13: C” ve ¢tvrtém kvadrantu
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Pro bod C” ve ¢tvrtém kvadrantu (obr. [3.13)) budou mit rovnice (3.4]) tvar
r = Sx + ’OhV|,

y=.2S,—|vVC"|.

Prvni rovnice je stejna jako v ditkazu, druhd ma jiné znaménka. Ovérime, ze druha rovnice

bude také odpovidat rovnici epicykloidy. V trojihelniku C”V Oy, plati
VC"| =wv-sin(r —a — ) =v-sin(a + 3).

Zbyly postup je stejny jako v dikazu.

3.3 Hypocykloida

Hypocykloidy vznikaji pii kotaleni vnéjsitho obvodu kruznice k;, po vnitfnim obvodu
kruznice k,. Tento pohyb se nazyva hypocykloiddlni a pevnou i hybnou polodii tohoto
pohybu jsou kruznice [2, str. 248].

Analogicky k predchozim cyklickym krivkam, i zde rozlisujeme tii zakladni typy hypo-
cykloidy, které muzeme vidét na obr. [3.14] Bod A, vnitin{ bod hybné polodie ky,, opisuje
zkrdcenou hypocykloidu, bod B, lezici na kruznici kj, opisuje prostou hypocykloidu a bod C,
vnéjsi bod hybné polodie kj, opisuje prodlouZenou hypocykloidu. Stejné jako u epicykloidy,
i zde nastava specialni pripad pro bod Oy, stted hybné polodie, ktery neopisuje zadny
typ hypocykloidy, nybrz soustfednou kruznici s kruznici &, (pevnou polodif).

Polozime-li hypocykloidu do pravotuhlé souradnicové soustavy tak, aby stied pevné

polodie O, lezel v pocatku, budou mit parametrické rovnice hypocykloidy tento tvar:

T, —T

x = (r,—ry)cosa+uv-cos L—"a,
r

" (3.5)

Tp—Th

y = (rp,—rp)sina—v-sin a,

Th
kde r, > 0 a r, > 0 jsou poloméry pevné a hybné polodie k,, k, a v > 0 je vzdélenost
tvorictho bodu hypocykloidy od stfedu hybné polodie [2] str. 248,249]. Navic jesté musi

platit 7, > r,. Z klasifikace typt hypocykloid plyne, Ze pro v < 7}, se jednd o rovnice
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Obréazek 3.14: Typy hypocykloidy

zkracené hypocykloidy, pro v = r, se jednd o rovnice prosté hypocykloidy a pro v > ry
jde o rovnice prodlouzené hypocykloidy. Snadno Ize také nahlédnout, Ze pro v = 0 ziskame
vyjadreni kruznice o poloméru (r, — rp).

I zde plati, ze je-li pomér r, : r), iraciondlni ¢islo, pak kiivka neni uzaviena (je tedy
tzv. transcendentni). Naopak je-li dany podil racionalnim ¢islem, kiivka bude uzaviena
(algebraickd) [2], str. 249]. Déle také plati, ze jestlize prevedeme zlomek :—z na zlomek
v zékladnim tvaru %, pak cislo r bude pocet otoceni kruznice kj, kolem cel¢ho obvodu k,
nez se kiivka uzavie a ¢islo s bude pocet hrott (vratnych bodi) u prosté hypocykloidy,
respektive uzlii u prodlouzené hypocykloidy.
polodii r, : 7, = 1 : 2, jedna se o tzv. elipticky pohyb a vyslednou zkracenou i prod-
louzenou hypocykloidou tohoto pohybu je elipsa, jak mtizeme vidét na obr. [3.15] Dale
pak rozliSujeme jesté dva specidlni typy prosté hypocykloidy. Je-li 74, : 1, = 1 : 3, pak

prostou hypocykloidu nazyvame Steinerova hypocykloida. Je-1i ry, : r, = 1 : 4, nazyvame
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prostou hypocykloidu astroida. Obé tyto prosté hypocykloidy jsou zobrazeny na obr. 3.16
[2, str. 249].
Konstrukce prosté hypocykloidy je velice obdobna konstrukei prosté epicykloidy.

Obréazek 3.15: Elipsa vytvorena hypocykloidnim pohybem

Obrazek 3.16: Steinerova hypocykloida a astroida
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Postup konstrukce: Obr.

1. Zvolime si parametry r,,7, a polohu stfedu O, pevné polodie. Sestrojime pevnou

polodii k,(Op, 7).
2. Na kruznici k,, si zvolime libovolny bod B.

3. Zavedeme parametr d, pomoci jehoz animace budeme pohybovat bodem B po

kruznici k,. Bod B’ tedy zadefinujeme jako rotaci bodu B okolo bodu O, o thel

a=2.
Tp
4. Sestrojime kruznici kj,, kterd bude mit polomér rj, a bude mit vnitini dotyk s kruznici &,

v bodé B’. Pro stiedy kruznic k, a k;, plati 0,04 =1, — 7.

5. Zbyva dokoncit pohyb bodu B” po kruznici kj,. Zadefinujeme bod B” jako rotaci
bodu B’ kolem bodu O, (stfedu hybné polodie kj,) o thel g = —%.

6. Zaznamenavanim stopy bodu B” pri animaci parametru d ziskdme prostou hypocy-
kloidu. Zkracenou ¢i prodlouzenou hypocykloidu lze ziskat vhodnym zvolenim bodi

A a C na polopiimce O} B”.

Diikaz. Stejné jako u predchozich konstrukei dokadzeme, ze dany pohyb odpovida para-
metrickym rovnicim hypocykloidy . Opét dikaz provedeme pro prodlouzenou hypo-
cykloidu, pro prostou ¢i zkracenou lze vést ditkaz zcela obdobné.

Hypocykloidu si polozime do pravouhlé soustavy soutadnic tak, aby stied pevné polo-
die O, lezel v pocatku. Uréime souradnice bodu C” prodlouzené hypocykloidy. Ostatni

dtlezité body oznac¢ime tak, jak je vidét na obr. |3.18|

Pro souradnice bodu C” plati:

v = S, —|C"V|,
y = Sy— VO,

kde S, a S, jsou soutfadnice bodu Oy,.
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Obrazek 3.17: Konstrukce hypocykloidy

Obrazek 3.18: Souradnice bodu C” prodlouzené hypocykloidy
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Tyto soufadnice ur¢ime pomoci pravoihlého trojihelniku O,5,0), s pravym thlem u vr-
cholu S,. Z néj plyne, ze

Sy = (rp, —rp) - cosa,
Sy = (rp —rp) -sina.

Zbyva ur¢it vzdalenosti |C"V| a [VOy;|. Ty ur¢ime pomoci pravoihlého trojihelniku
s pravym thlem u vrcholu V. Uhel ZVO,C" = B —a — 7§, z ¢ehoz plyne, Ze thel
|ZV "0y = m — B + a. Vzdélenost |C"O},| oznacime jako v a vyuzitim thlu u vrcholu
C" ziskdme
|IC"V] =wv-cos(m — B+ a) = —v-cos(f — a),
VO,| =v-sin(r — f+a) =v-sin(f — a).

Stejné jako v predchozich dikazech jesté vyuzijeme vztah o -1, = 8- 7, k tomu, abychom

upravili vyraz f — «, a to nasledovné:

a-r Tp —Th
f—a= L —a=a 2—=.
T'h T'h

Zpétné nyni vse dosadime do (3.6) a upravime na

rp—T
x=(r,—1y) cosa+uv-cos L ",
Th
Ty —T
y=(rp—rp)-sina—uv- sin 2—"q,
Th
coZ jsou parametrické rovnice hypocykloidy z (3.5) [6, str. 40]. [

3.4 Pericykloida

Pericykloida vznikne pri kotaleni vnitfniho obvodu kruznice h po vnéjsim obvodu
kiuznice p. Obé polodie jsou tedy opét kruznice. Tento pohyb se nazyva pericykloidalni
a je vratnym pohybem hypocykloidalniho pohybu.

Touto ktivkou se nebudeme zabyvat tak podrobné jako ostatnimi cyklickymi k¥ivkami,
a to zejména proto, Ze plati tato véta: KazZda pericykloida je epicykloida, a naopak [2,
str. 249]. Pro pochopeni dikazu této véty je vsak potfeba znat hlubsi zédklady kinematické

geometrie, které tato prace neposkytuje, a proto danou vétu uvedeme bez diukazu.
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Samotna konstrukce pericykloidy je zcela totozna s konstrukei hypocykloidy. Nabizi se
tedy otdzka, jak rozpoznat, kdy konstruujeme hypocykloidu a kdy pericykloidu. Odpovéd
je snadna. Necht 7, je polomér pevné polodie a r;, polomér hybné polodie. Pak, jestlize
rn < 7Tp, vysledny pohyb bude hypocykloidni. Jestlize r;, > r,, vysledny pohyb bude
pericykloidni.

Specialnim pripadem pericykloidniho pohybu je pripad, kdy pomér poloméru
rn : Tp = 2 1. Tento pohyb se nazyva kardiodicky a jedna se o vratny pohyb k eliptickému
pohybu (hypocykloidni pohyb s pomérem polomért ry, : r, = 1 : 2). Kfivky vznikajic
pti kardiodickém pohybu se nazyvaji Pascalovy zavitnice (jiz jsme se jim vénovali u elip-

tického pohybu, viz obr. [2, str. 242-243, 249].

3.5 Evolventa kruznice

Evolventa kruznice vzniké pii valeni primky po kruznici. Tento pohyb se nazyva evol-
ventni, jeho pevnou polodii je kruznice k a hybnou polodii je ptfimka p. Jedna se tedy
o vratny pohyb k cykloidnimu pohybu, se kterym jsme se jiz seznamili v podkapitole
B.1] Muzeme se vSak setkat i s evolventami jinych kiivek. Obecny evolventni pohyb je
jakykoliv pohyb, kdy je hybnou polodii pfimka a pevnou polodii libovolna kfivka. Tra-
jektoriim bodi tohoto pohybu pak fikame evolventy kiivky. My se vsak budeme zabyvat
pouze evolventou kruznice [2], str. 250].

Na obr. [3.19|miiZzeme vidét, Ze lze rozliSovat t¥i typy evolventy kruznice. Bod A” opisuje
prodlouzenou evolventu kruznice, bod B” opisuje prostou evolventu kruznice a trajekto-
rii bodu C” nazyvame zkrdcend evolventa kruznice. Tyto t¥i pripady se rozlisuji pomoci
polohy tvoriciho bodu vzhledem k hybné polodii A. P¥imka h rozdéluje rovinu na dvé po-
loroviny. Jestlize zvolime tvorici bod na piimce h, ziskdme prostou evolventu, zvolime-li
jej v poloroviné, do které nalezi stted O pevné polodie k, ziskdme prodlouzenou evol-
ventu kruznice a nakonec, zvolime-li tvorici bod v poloroving, do které nenalezi stted O

kruznice k, jeho trajektorii bude zkrdcena evolventa kruznice [2, str. 250].
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Obrazek 3.19: Typy evolventy kruznice

Specialnim pripadem evolventy kruznice je Archimedova spirala, kterou mizeme vidét
na obr. [3.20] Tuto evolventu ziskdme polozenim tvoticiho bodu piimo do stfedu O pevné
polodie & [2, str. 250].

Polozime-li evolventu do pravouhlé souradnicové soustavy tak, aby stred pevné polo-

die k lezel v poc¢atku, budou mit parametrické rovnice takovéto evolventy tvar

r = vcosa+ rasina,
(3.7)

Yy = vsina — racosa,

kde r > 0 je polomér kruznice k£ a v > 0 je vzdalenost tvorictho bodu evolventy od
stfedu pevné polodie (bodu O). Pro v < r se bude jednat o rovnice prodlouzené evolventy
kruznice, pro v = r o rovnice prosté evolventy a pro v > r o rovnice zkracené evolventy

[2] str. 250).

Pojd'me si nyni nastinit konstrukci prosté evolventy kruZnice.
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Obrazek 3.20: Archimedova spiréla

Obrazek 3.21: Konstrukece evolventy kruznice
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Postup konstrukce: Obr.

1. Zvolime si v roviné bod O a sestrojime kruznici k£ se stfedem v bodé¢ O a po-

lomérem 7.
2. Na kruznici k£ si umistime bod B a zavedeme parametr d.

3. Bod B’ zadefinujeme jako rotaci bodu B okolo stfedu O o thel a = %. Nésledné

vedeme bodem B’ teénu kruznice k, kterou oznacime h.

4. Nez budeme pokracovat v konstrukci, uvédomme si, ze evolventa kruznice je vzdy
slozena ze dvou symetrickych casti. Tyto dvé ¢asti jsou spiraly, pricemz jedna je
pravotoc¢iva a druhd levotociva. V tomto okamziku konstrukce je vhodné konstrukci
rozdélit na prave dvé konstrukce, které se budou samostatné vénovat jedné z téchto
casti. Déle tedy uvedeme pouze konstrukci levotocivé ¢asti evolventy, pravotocivou

bychom konstruovali zcela obdobnym zptisobem.

5. Sestrojime bod B”, ktery bude lezet na pruniku polopfimky BP a kruznice se

stfedem B’ a polomérem d.

6. PTi animaci parametru d bude bod B” opisovat prostou evolventu, respektive jeji

levotocitou cast.

Diikaz. Dokazme, ze dany evolventni pohyb odpovida parametrickym rovnicim defino-
vanym v (3.7). Odvodime soufadnice bodu A” prodlouzené evolventy kruznice, jejiz stied
polozime do poc¢atku pravouhlé soustavy souradnic. Bod A volime na ose x ve vzdalenosti v
od stfedu O. Ostatni dilezité body, které vyuzijeme v ditkazu jsou vyznaceny na obr. |3.22|

Souradnice bodu A” muzeme vyjadiit takto:

r = F,+|HA"|
Yy = Fy_|FH’7

(3.8)

kde F, a F), jsou soufadnice bodu F'.

61



Obrézek 3.22: Souradnice bodu A” prodlouzené evolventy

Soufadnice F) a F, vyjadiime pomoci pravouhlého trojihelniku OF, F, s pravym thlem

u vrcholu Fj. Z néj plynou nasledujici rovnosti:
F,=v-cosa,

F,=v-sina.

Velikosti zbylych dvou tsecek vyjadiime pomoci shodnosti pravothlych trojuhelniku £ H A”
a B'GB". Z kostrukce evolventy vime, ze délka oblouku |BTB’ | = |B’B"|. A tedy také plati

|B'B"|=d=r-a=|FA"|.

Jelikoz je primka h v kazdé své poloze teénou kruznice k, miizeme snadno odvodit, ze tihel

|/B"B'G| = «, a tedy také thel |[ZHFA"| = a. K vyjadreni vzdélenosti |HA”| a |FH|

nyni jiz nic dalsitho nepotirebujeme a z trojuhelnimu FHA” s pravym thlem u vrcholu H

odvodime rovnosti

" .
' )
|[HA"| = ra-sina

|FH|=ra-cosa.
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Dosadime zpétné do (3.8) a ziskdme

r = v-cosa+ra-sina,

Yy = v-sina—ra-cosa,

coz jsou parametrické rovnice evolventy z (3.7) [0, str. 43-44].
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Kapitola 4

Konchoidy

Dalsim prikladem kinematickych ktivek jsou konchoidy, vznikajici pti konchoidalnim
pohybu. Tento pohyb je definovan v roviné nasledovné. Necht P je pevny bod roviny
a m pfimka, prochazejici bodem P. Déle necht je g rovinnna kiivka a bod @ leZi na kiivce ¢
a zaroven na primce m. Jestlize plati, ze pri otdc¢eni primky m kolem bodu P, bod @
opisuje trajektorii k¥ivky ¢, nazyvame tento pohyb konchoidélni a trajektorii zvoleného
bodu v tomto pohybu nazyvame konchoida.

Bod P se nazyva pol konchoidalniho pohybu a kiivka ¢ se nazyva ridici krivka kon-

choidélniho pohybu [2] str. 243-244].

Obréazek 4.1: Konchoidalni pohyb
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Jestlize zvolime bod, ktery bude lezet na primce m (M; na obr. , budeme jeho
trajektorii nazyvat primd konchoida. V opaéném piipadé (M) se konchoida nazyva sikmd.
Déle také mizeme konchoidy délit podle krivky ¢. Je-li napriklad ktivka ¢ primkou,
mluvime pak o konchoidé primky. My se v této praci zamérime na primou konchoidu

primky a kruznice [2] str. 243-244].

4.1 Prima konchoida primky

Konchoida ptrimky, téZ znama jako Nicomedova konchoida, ma vzdy dvé vétve, jejichz
asymptotou je primka ¢. Vzdalenost bodu P od ridici primky ¢ budeme znacit v > 0
a konstantni vzdélenost tvorictho bodu M (M, My, M3 na obr. od pohybujiciho se
bodu ) budeme znacit d > 0.

Jestlize d < v, bod P bude uzlovym bodem konchoidy, pro d = v bude vratnym bodem
a pro d > v izolovanym bodem [I], str. 244].

Jestlize polozime ptimou konchoidu ptimky do pravouhlé soustavy souradnic tak, aby

ridici primkou byla osa x a pol P lezel na ose y, rovnice této konchoidy bude mit tvar

2y + (y +0)*(y* — d?) = 0, (4.1)

Obrézek 4.2: Ptima konchoida primky
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Postup konstrukce: Obr.
1. Zvolime si polohu ptimky ¢ a bodu P. Na pfimku ¢ umistime bod Q.
2. Sestrojime primku m prochazejici body P a Q.
3. Zavedeme si parametr d a sestrojime kruznici kq(Q, d).

4. Nalezneme pruseciky kruznice k4 a ptimky m. Tyto body (M;, Ms) ndm budou pri

animaci bodu () po pfimce ¢ opisovat trajektorii nami hledané konchoidy.

Obrézek 4.3: Konstrukce pfimé konchoidy primky (GeoGebra)

Diikaz. Dtkaz provedeme nikoli pro prostou, ale pro zkracenou konchoidu, abychom
dokazali rozlisit hodnoty v a d. O bodech konchoidy zname dvé zésadni informace. Vime,
ze lezi na primce m a jejich vzdalenost od bodu @ je rovna d. Konchoidu polozime do
pravouhlé souradnicové soustavy tak, jak vidime na obr. Odvodime nejprve rovnice
kruznice k4(Q, d) a ptimky m. Naslednym fesenim soustavy téchto dvou rovnic nalezneme
rovnici konchoidy [0, str. 30-31].

Rovnice kruznice k; se stfedem v bodé @ [g,0] a polomérem d m4 tvar
(z—q) +y* =d”
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Rovnice primky m prochéazejici body P [0, —v] a @ [g,0] ma tvar
vr —qy —vqg = 0.
Z rovnice primky m vytkneme ¢ a dosadime do rovnice kruznice k4. Ziskdme

2
(x_ vx > +y2:d2'
Yy+v

Po upravach pak jiz ziskdme nami hledanou rovnice z (4.1):

2y + (y +0)’(y* — d%) = 0.

Obrézek 4.4: Zkracenad konchoida umisténé v poc¢atku soustavy souradnic

4.2 Prima konchoida kruzZnice

Konchoidy kruznice 1ze rozdélit do dvou zédkladnich skupin, podle polohy bodu P. Lezi-
li bod P na kruznici k, vyslednou trajektorii bude jedna z Pascalovych zavitnic (obr. .
Nelezi-li bod P na kruznici k, vyslednd konchoida se rozdéli na dvé ¢asti (vétve), jak

muZeme vidét na obr. [4.6] [2 str. 244].
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Obrazek 4.5: Pfima konchoida kruznice, P € k (GeoGebra)

Obrézek 4.6: Primé konchoida kruznice, P ¢ k
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Jelikoz je postup konstrukce primé konchoidy kruznice zcela obdobny predchozi kon-
strukci primé konchoidy primky, nebudeme zde tento postup znovu opakovat. Podivame
se ovsem na dikaz konstrukce Pascalovych zavitnic pomoci pravé tohoto pohybu.

Nejprve si jesté ale feknéme, jak vypada rovnice Pascalovy zavitnice. Pokud bychom
Pascalovu zavitnici polozili do pravotuhlé soustavy souradnic tak, aby bod P lezel v pocatku

soustavy a stfed kruznice k lezel na kladné poloose x, pak by tato krivka méla rovnici
(2 +y* — 2rz)? = d*(2* +47). (4.2)

kde r > 0 je polomérem kruznice k a d > 0 je vzdalenost tvotictho bodu Pascalovy

zavitnice od bodu @ [2] str. 243].

Diikaz. Polozime si kruznici k£ a bod P do soustavy soutradnic tak, jako u definice rovnice

Obrézek 4.7: Prima konchoida kruznice v pocatku soustavy souradnic

Mnozinu vSech bodi X nalezneme pomoci vzorce pro vzdalenost bodi |QX|:

d=/(z — 212 + (y — y)*. (4.3)
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K urceni této rovnice ale potiebujeme znat souradnice bodu ). Ty muzeme ziskat sou-
stavou dvou rovnic o dvou neznamych. Prvni z nich bude rovnice kruznice se stredem S

a polomérem r, druhd bude rovnice pfimky m, prochazejici body P a @ [6, str. 28].

2, 2
(x1 = 7)" +yi =12
Y1 =19
Ze druhé rovnice vytkneme y; a dosadime do prvni. Dostaneme se k rovnici

2.2 2 2 2
xir” — 2z r + 27y” = 0,

ze které muzeme dalsimi Upravami vyjadrit z;. Zpétné dosadime a ziskdme soutadnice

bodu Q:
22 _ 2ayr
T2 2 yl_x2+y2‘

X1

Nyni muzeme jiz dosadit do (4.3). Vzhledem k naroc¢nosti algebraickych tprav budeme
nasledujici ipravu rovnice provadét podrobnéji nez obvykle. Nejprve tedy dosadime a rov-

nici umocnime, abych odstranili odmocninu. Ziskame:

20%r 1\’ 2xyr \’
d’ = (55—22) +<y—2y2>
vty Tt +y

Vyrazy umocnime a secteme zlomky se stejnym jmenovatelem.

dar - (2 + y?) N 42%r? - (22 + y?)
12 +y2 (.’I’2 +y2)2

d* =2° +y?
Zlomky zkratime a vyndsobime vyrazem (z? + y?).
d* - (2® + ) = (2® +yP)? — dar - (2 + y7) + a2

Nyni uz sta¢i si jen povSimnout, Ze na pravé strané rovnice mame algebraicky vzorec

(a* — 2ab + b*). Posledni tipravou ziskdme
& (P +y7) = (2® +y* — 2ar)?,

tedy rovnici Pascalovy zavitnice z (4.2)). O
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Cilem této bakalarké prace bylo prehledné sepsat diikkazy vybranych konstrukei z des-
kriptivni a kinematické geometrie. V prvni kapitole jsme tedy nejprve rozebrali kuzelo-
secky. Predstavili jsme jejich definice a zakladni vlastnosti, odvodili jejich rovnice a po-
psali a dokazali jednak jejich bodové konstrukce, jednak jejich konstrukce pomoci hy-
peroskulacnich kruznic. V souvislosti s tim jsme se také zabyvali hlubsim pochopenim
krivosti a jeji roli mezi kivkami a oskula¢nimi kruznicemi danych kfivek.

Treti kapitola byla vénovana cyklickym kiivkdm. Nejprve jsme zavedli pro nas nej-
nutnéjsi pojmy z kinematické geometrie a nasledné se vénovali konstrukcim definovanych
pohybt a jejich dikaztim. V dikazech téchto konstrukei jsme kladli diraz na to, abychom
pouzivali pouze elementarni prostiedky, které budou srozumitelné napriklad i pro zaky
sttednich skol. Ve ¢tvrté kapitole jsme pak pokracovali dalsimi kinematickymi kiivkami,
a to konchoidami.

Prvni kapitola byla vénovana pojmum kfivka a krivost. V tomto ohledu se jako cenny
zdroj ukazala ucebnice od B. O. I'opjona s ndazvem Kypc HageprarebHOt TeoMeTpun, ve
které autor vysvétluje tyto pojmy na jednoduchych prikladech.

Co se tyce zdroju k ostatnim kapitolam, cennym zdrojem ke konstrukcim kuzelesecek
byla, v tvodu jiz zminéna, uc¢ebnice Deskriptivni geometrie I. od prof. RNDr. Aloise
Urbana. Déle jsme ale také vyuzili nékolik dalsich u¢ebnic deskriptivni geometrie, z nichz
nejvétsi vyznam méla ucebnice Deskriptivni geometrie pro stredni skoly od RNDr. Evy
Pomykalové.

Pro definice kinematickych ktivek jsme vyuzili zejména ucebnici Deskriptivni geomet-
rie II. od prof. RNDr. Aloise Urbana. Pro dikazy kinematickych kiivek jsme pak vyuzili

diplomovou prace Kinematickd geometrie v rovine od Be. Zdenky Javorské. I kdyz je
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tato prace psana jazykem kinematické geometrie a nevénuje se piimo jednotlivym kon-
strukcim, mtzeme v ni nalézt odvozeni rovnic nasich vybranych kinematickych kiivek,
coz jsme vyuzili pro dikazy nékterych konstrukei v této praci.

U programu GeoGebra se ukazalo, Ze neni pouze pomocnikem pii konstrukeich kine-
matickych kiivek, nybrz je taky skvélym nastrojem pro tvorbu obrazkového materialu do
této prace. Vsechny obrazky obsazené v této préaci byly vytvoreny v programu GeoGebra
piimo pro tucely této prace.

Tato prace nemusi slouzit pouze jako doplinkovy ucebni text zakim stfednich skol, ale
muze také motivovat ucitele matematiky pro praci s Geogebrou nebo poslouzit naptiklad

jako podklad pro napln specialnich hodin ¢i seminaiti.
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Priloha

GeoGebra — Kniha

Prace je doplnéna konstrukcemi v programu GeoGebra, které jsou dostupné v online
knize https://www.geogebra.org/m/hewpwing. V textu prace se pod nékterymi obrazky
vyskytuji odkazy praveé na tyto jednotlivé konstrukce.

V konstrukcich je mozné zobrazovat a skryvat objekty, ménit parametry zadani a co je pro

ucely této prace hlavni, spoustét animace a zaznaménavat drahu pohybujiciho se bodu.
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