JEDNODUCHE HLADKE KRIVKY

Jejich parametrizace. Usecka, kruznice, elipsa, Sroubovice. Graf funkce jedné
proménné. Kfivka se zadanou parametrizaci.




JEDNODUCHA HLADKA KRIVKA

Necht' P(t) = [@(t), P (t)], resp. P(t) = [@(t), ¥ (t),9(t)] je spojité zobrazeni intervalu {a, b) C
R do Ej, (kde k = 2 nebo k = 3, ¢, ¥, jsou soufadnicové funkce, t je parametr). Pfedpoklddejme,
Ze:

zobrazeni P je v intervalu {(a, b) prosté, s moZnou vyjimkou pfipadu, kdy P(a) = P(b) a
P md omezenou, spoijitou a nenulovou derivaci P’ v otevieném intervalu (a, b).

Mnozinu viech bod0 P(t) pro t € (a, b) (tj. obor hodnot zobrazeni P) pak nazyvdme jednoduché
hladkd kfivka v E. Zobrazeni P nazyvdme parametrizace.

Uvedenou jednoduchou hladkou kfivku nazyvdme uzavienovy, je-li P(a) = P(b).

* Kazdd jednoduchd hladkd kfivka mdé nekoneéné mnoho parametrizaci. Neméla by obsahovat bod
vratu ani uzlovy bod.



TECNY VEKTOR, ORIENTOVANA JEDNODUCHA
HLADKA KRIVKA

Pfedpoklddejme, zZe P je parametrizace, definovand v intervalu {(a, b), jednoduché hladké k¥ivky C
v E}.. Pak vektor P'(t) ma pro kazdé t € (a, b) teény smér ke kfivce C. Vektory +P'(t)/||P'(t)||
maji oba rovnéz teény smér ke kfivce C a navic maji jednotkovou délku.

Jednoduchou hladkou kfivku C nazveme orientovanou jednotkovym teénym vektorem T , pokud
zvolime:

a) T = P'(t)/||P'(t)|| ve viech bodech P(t), odpoviddgijicich t € (a, b),

jednoduchd hladkd kfivka C je orientovand souhlasné s parametrizaci P,
P(a) nazyvdme poéateéni bod kfivky C, P(b) je koncovy bod kfivky C

b) nebo T = —P'(t)/||P'(t)]|| ve viech bodech P(t), odpovidaijicich t € (a, b).
jednoduchd hladkd kfivka C je orientovand nesouhlasné s parametrizaci P,
P(b) nazyvdme poédateéni bod kfivky C, P(a) je koncovy bod kfivky C

* U uzavrené kfivky oba body P(a) a P(b) splyvaii.



JEDNODUCHA PO CASTECH HLADKA KRIVKA

Pfedpokladejme, ze (j, ..., C;, jsou jednoduché hladké kfivky v E;, takové, Ze
koncovy bod je totozny s pocéateénim bodem C; = C,, C;, = (3, ..., C,,_1 = C,

kromé bodlU zminénych v a) a kromé mozného pfipadu, kdy pocdateéni bod je koncovy bod C; =
C,, nemaji zadné dvé z kfivek (y, ..., C,; Zddny dalsi spoleény bod.

Pak sjednoceni C = U}, C; nazyvdme jednoduchou po &astech hladkou kfivkou v Ej.

Orientace jednoduché po édstech hladké kfivky C je ddna orientaci jejich jednotlivych hladkych éasti

Cl, nany Cn.
Jednoduchd po &astech hladkd kfivka C se nazyvda uzaviend, jestlize poddateéni bod je koncovy bod.

Jednoduchd po &dstech hladkd kfivka v E}, je omezenou méfitelnou mnoZinou v E}, jejiz k-rozmérnd
mira je rovna nule.



KRIVKOVY INTEGRAL SKALARNI FUNKCE NA
JEDNODUCHE HLADKE KRIVCE

Necht' C je jednoduchd hladkd kfivka v E5 nebo v E3 a P je jeji parametrizace, definovand v
intervalu {(a, b). Necht f je funkce, kterd je definovand a omezend na kfivce C. Existuje-li Riemanndv

b
integrdl fa f(P()) - |IP'(t)]l dt, pak o funkci f Fikame, Ze je integrovatelnd na kFivce C. KFivkovy
integrdl skaldrni funkce f na kfivce C pak oznadujeme fcf ds definujeme jej rovnici:

[.fds=[ fP®)-IIP'®Idt

* existence i hodnota kfivkového integrdlu f na C nezdvisi na volbé parametrizace kfivky C



KRIVKOVY INTEGRAL SKALARNI FUNKCE NA
JEDNODUCHE PO CASTECH HLADKE KRIVCE

Necht C je jednoduchd po &astech hladka kfivka v E5 nebo v E3, kterd je sloZena z jednoduchych
hladkych kfivek Cy, ..., C;,. Necht f je skaldrni funkce, kterd je definovand a omezend na kfivce C.
Je-li funkce f integrovatelnd na kazdé z kfivek C4, ..., Cy,, pak fikdme, Ze je integrovatelnd na kfivce
C. Kfivkovy integrdl skaldrni funkce f na kfivce C pak definujeme rovnici:

fodS — 1i1=1 fcif ds

* pro kfivkovy integrdl skaldrni funkce se éasto pouzivd nézev kfivkovy integrél 1. druhu
* integrdlem fC ds definujeme délku kfivky C, znaé&ime ji [(C)

Je-li C jednoduché p.é. hladkd kfivka a f je spojitd funkce na kazdé z jejich hladkych &éasti, pak f je
integrovatelnd funkce na C.

Ani existence, ani hodnota kfivkového integrdlu skaldrni funkce nezdvisi na orientaci krivky.



VYPOCET KRIVKOVY INTEGRAL SKALARNI FUNKCE

Pfedpoklddejme, Ze P = [, Y, I] je parametrizace jednoduché hladké kiivky C, definované v
intervalu (a, b). Kfivkovy integrdl funkce f na jednoduché hladké kfivce C pak mizeme vypocitat

b ' Ly . _
pomoci vzorce fcf ds = fa FP() - ||IP'(O)|l dt. f(P(t)) ziskdme tak, Ze do funkce f za promé&nné

x,y,Z dosadime x = @(t); y = y(t); z =9(t), za ds dosadime ds = ||P'(t)||dt =

(@’ (&), Y (t), 9" () ldt = \/¢’(t)2 + ' (t)? + 9'(t)? a integrujeme podle parametru t na

intervalu {(a, b), na kterém je definovand parametrizace kfivky C.



FYZIKALNT APLIKACE KRIVKOVEHO INTEGRALU
SKALARNI FUNKCE

hmotnost télesa: m = fC p(x,y)ds

staticky moment: m,. = [ .y - p(x,y)ds my, = [.x-p(x,y)ds
vvevyw m m
tézisté: x = Fy, Yyr = Fx

moment setrvacnosti:

Jx = [,y p(x,y)ds Jy = J.x* - p(x,y)ds Jo = J.(x* +¥%) - p(x, y)ds



FYZIKALNT APLIKACE KRIVKOVEHO INTEGRALU
SKALARNI FUNKCE

hmotnost télesa: m = fffMp(x, y,z)dxdydz, kde M C Esje méfitelnd mnozina a p(x,y, z) je hustota
staticky moment: vzhledem k rovin& xy: my,, = [[[ z - p(x,y,z)dxdydz
vzhledem k roving xz: my, = [[[ v - p(x,y,z)dxdydz

vzhledem k rovin& yz: my,, = [f[ x - p(x,y,z)dxdydz

vvewy v my,z m my
teziste: xT = Ty, yT = ﬂ, ZT = Y

moment setrvaénosti:

vzhledem k roving xy: [, = [[f,, 2% - p(x,y,2)dxdydz vzhledem k ose x: J, = [ff, (v* + z°) - p(x,y, 2)dxdydz
vzhledem k roving xz: J, = [f[,, v* - p(x, ¥, 2)dxdydz vzhledem k ose y: J,, = [[f, (x* + z%) - p(x,y, 2)dxdydz
vzhledem k roviné yz: J,,, = fffoz -p(x,y,z)dxdydz vzhledem k ose z: |, = fffM(xz +y2) - px,y,z)dxdydz

vzhledem k poéatku O: Jo = fffM(xz +y% +2%) - p(x,y,z)dxdydz



KRIVKOVY INTEGRAL VEKTOROVE FUNKCE/POLE
(KRIVKOVY INTEGRAL 2. DRUHU)

Necht C je jednoduchd p.é. hladkd kfivka v E5 nebo v E5 a f je vektorovd funkce, kterd je
definovand a omezend na C. Rikdme, Ze vektorovd funkce f je integrovatelnd na kfivce C, je-li
skaldrni funkce f - T integrovatelnd na C. Integrdl fcf - T ds nazyvdme kFivkovym integrélem

vektorové funkce f na kfivce C a oznadujeme jej kratdim zpisobem fcf - ds.

* kfivkovy integrdl fcf - ds definuje prdci, kterou vykond sila f pdsobenim po drdze C

* Jednotkovy teény vektor T nemusi existovat v téch bodech jednoduché p.é. hladké kfivky C, ve
kterych se stykaiji jednotlivé hladké krivky, ze kterych je p.¢. hladkd kfivka C slozena. Takovych bodd
je vSak konecné mnoho a kfivkovy integrdl na chovdni integrované funkce v koneé¢né mnoha bodech
nezaqvisi.

* jiny zdpis kfivkového integrdlu 2. druhu: fcf - ds = fC(U dx +V dy +W dz) ds,
kde f = (U,V, W)



KRIVKOVY INTEGRAL VEKTOROVE FUNKCE,
VYPOCET KRIVKOVEHO INTEGRALU VEKTOROVE FUNKCE

Je-li vektorovéd funkce f integrovatelnd na kfivce C, pak je integrovatelnd i na kfivee —C a

J.f-tds=—].f tds.

—> K¥ivkovy integrdl vektorové funkce zdvisi na orientaci kFivky.

— Zménou orientace se zméni i znaménko teéného vektoru T.



VYPOCET KRIVKOVEHO INTEGRALU VEKTOROVE
FUNKCE

Kfivkovy integrdl vektorové funkce f = (u, v, w) na jednoduché hladké kfivce C miZeme vypoditat
pomoci parametrizace. Pfedpoklddejme, Ze P je parametrizace kfivky C definovand v intervalu
(a, b). Pfedpokladdejme ddle, Ze kfivka C je orientovand souhlasné s parametrizaci P. Jednotkovy

teény vektor v kazdém bodé P(t) kiivky C, odpovidaiicim t € (a, b) (tedy

aZ na kraijni body kfivky C) Ize vyjadfit: T = P'(t)/||P'(t)||. Pouzijeme-li nyni formule [ f ds =
fff(P(t)) - |[P'(O)]] dta fo- ds = fC(U dx +V dy + W dz) ds (pfipadné& ds = ||P'(t)]||dt =
(@' (), Y’ (), 9" )ldt = /@' ()% + YP'(t)? + 9'(t)?), obdrzime:

[f-tds=[ fP®)-IP'@©ldt =[] [Ue'(®)+Vy'(t)+Wd(t)]de
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