Matematika 1
— derivace

a chovani

tfunkce




Véty pro derivace

« Definice derivace:
Derivaci funkce f v bodé x, nazyvame cislo, které oznacujeme f'(x,) a které
f(xo+ h) f(xo)

definujeme rovnici f'(xg) = lim , jestlize limita vpravo existuje

h—0
a je konecna.

— tedy plati stejné vlastnosti pro jednostranné derivace, jako u limit
« Tecna ke grafu funkce:

xg € D(f), ma-li funkce f v bodé x, derivaci k = f'(xy), pak teCnou ke
grafu funkce f v bodé [x,, f(xy)] je pfimka s rovnici

y—f(x0) = k- (x —x0)

* Rovnice normaly grafu funkce:

Yy = f(x0) = + (X = Xo) (teCna: y — f(xo) = f'(x0) - (x — X))

(x)



Véty pro derivace

« Véta o derivaci slozené funkce:
existuje-li ve vSech bodech x derivace g'(x) a f'(g(x)), pak funkce

y = f(g(x)) derivace y'(x) = [f(g(®)] = f'(g(x)) - g’ (x)

- Véta o derivaci inverzni funkce:
existuje-li k funkci f inverzni funkcef_jaje-liy =f_1(x) a f'(y) je
1 i

nenulova derivace, pak derivace f'__(x) = 1) Fr(fr @)

e Véta: Ma-li funkce f v bodé x, derivaci, je v bodé x, spojitd. Ma-li funkce f
derivaci zleva (resp. zprava) v bodé x,, je vtomto bodé spojitad zleva (resp.
zprava).



Véty pro derivace

- Diferencial funkce f v bodé x, je f'(x,) - dx, oznacuje se také dy nebo df.
Prox = xo + dx je f(xo + dx) = f(xy) + dy, kde dy = f'(x,) - dx

- Vypocet priblizné hodnoty funkce v malém okoli bodu x, |ze spocditat jako

f(x0) = f(x0) + f'(x0) - (x = xo)

 |"'Hospitalovo pravidlo:

Nechtc € R* a lim f(x) a lim g(x) jsou obé nulové nebo obé nekonecné, pak
X—C X—C

s S e
RSt }cl—rgg(x) }cl—%g’(x)'

jednostranné limity).

existuje-li limita vpravo (plati stejné také pro



Véty pro derivace

« Véta: Necht' funkce f a g maji derivace v bodé x a necht k € R. Pak také
funkcek-f, f+g,f —gaf g maji derivace v bodé x a plati:

[k - f1'(x) =k - f(x) [f +91'(x) = f'(x) + 9" (x)
[f —g9]'(x) = f'(x) —g'(x) [f - g]'(x) = f'(x) - g(x) + f(x) - 9" (x)
Je-li navic g(x) # 0, mé i podil f/g derivaci v bodé x a plati:

1o _ F10)-g@)=f(0)-g7(x)
[g] L) = g2(x) '




Vzorce pro derivace

(k)" = 0, kde k je konstanta (x))=1,x€eR

(a*) =a*-lna,x e R,a>0

x®) =a-x*LaeR x>0

(e*) =e¥,xeR

(sinx)’ = cosx (cosx)’ = —sinx
;L ,_
(tgx) ~ (cos x)?2 (COtgx) ~ (sinx)?
(arcsinx)’ = \/ﬁ, prox € (—1;1) (arc cos
;o
(arctgx)’ = o

(Inx)" = % pro x € (0; +o0)

(logax)’

(arccotgx) = —

x-ln a

: 1
= — = Prox € (-1;1)

1
1+x2

,proa>0,a #1,x € (0; +)



Véty pro derivace

- Véta o stredni hodnotné (Lagrangeova véta):

Necht funkce f je spojitd v uzavieném intervalu (a, b) a necht ma derivaci v
otevieném intervalu (a, b). Pak existuje bod & € (a, b) takovy, ze

’ _ fb)=f(a)
) = [OJ@

* Veéeta:
Necht f je spojitd funkce v intervalu |. Pak plati implikace:
a) f'(x) > 0 pro vSechna x € I° = f je v intervalu I rostouci
b) f'(x) = 0 pro vSechna x € I° = f je v intervalu I neklesajici
c) f'(x) < 0 provsechna x € I° = f je vintervalu I klesajici
d) f'(x) < 0 pro vSechna x € I° = f je vintervalu I nerostouci

e) f'(x) = 0 pro vSechna x € I° = f je v intervalu I konstantni.



Souvislost derivace a chovani tunkce

* Funkce f definovana na intervalu (a, b), kdy xy € (a,b) ma v bodé x,:
a) lokalni maximum (minimum), pokud 3P (x,) :: Vx € P(x) je f(x) <
f(x0) (resp. je f(x) = f(xo))
b) ostré lokalni maximum (minimum), pokud 3P(x,) :: Vx € P(x,) je

f(x) < f(xo) (resp. je f(x) > f(xo))

* Nutna podminka pro lokalni extrém:

Ma-li funkce f v bodé x, lokalni extrém a existuje-li f(xg), je f (x9) = 0.

e funkce muze |okalnich extrému nabyvat pouze ve vnitfnich bodech intervalu,

kde je f' = 0, NEBO ve vnitfnich bodech intervalu, kde f' neexistuje



Souvislost derivace a chovani tunkce

Postacujici podminka pro ostry lokalni extrém:

Je-li f'(xg) =0a f""(xy) >0, ma funkce f v bodé x, ostré lokalni minimum.
Je-li fl(xg) =0a f"(xy) <0, ma funkce f v bodé x, ostré lokalni maximum.
Nutna podminka pro existenci inflexniho bodu:

Je-li xy inflexni bod funkce f a existuje-li f""(xy), je f'' (xy) = 0.
Postacujici podminka pro existenci inflexniho bodu:

Je-li f"(xg) =0a f"""(x9) # 0, je x, inflexni bod funkce f.

funkce mize globalnich extrém nabyvat pouze ve vnitfnich bodech
intervalu, kde je derivace f' = 0, NEBO ve vnitfnich bodech intervalu, kde f’
neexistuje, NEBO v krajnich bodech intervalu (neni-li interval otevreny)




Souvislost derivace a chovani tunkce

* Funkce f je na mnoziné M c D(f):

a) ryze konvexni, pokud Vx;,x,,x3 € M :: x; < x, < X3 je [x3, f(x3)] pod primkou
danou body [x;, f(x1)] a [x3, f(x3)] (pouze konvexni, pokud je bod pod nebo na
primce)

b) ryze konkavni, pokud Vx;,x5,x3 E M :: x; < x5 < X3 je [x3, f(x3)] nad primkou
danou body [x;, f(x1)] a [x3, f(x3)] (pouze konkavni, pokud je bod nad nebo na
primce)

* Necht je funkce f spojitd na intervalu I, pak plati:
1) je-livx € I° f""(x) > 0, pak f je vI ryze konvexni
2) je-livx €I° f""(x) = 0, pak f je v I konvexni
) je-livx € I° f'"(x) <0, pak f je vI ryze konkavni
) je-livx eI’ f"(x) <0, pak f je vI konkavni
) je-livx €eI° f""(x) =0, pak f je v I linearni

B~ W

5



Souvislost derivace a chovani tunkce

* Nutna a postacujici podminka pro asymptotu:

y = kx + q je Sikma asymptota pro x — oo (resp.—o) & lim [ — k4

xX—>o0o X

lim f(x) —kx =q

X— 00

x = xo je svisla asymptota, jestlize alespon jedna jednostranné limita f v x,

J& 2



Postup pri vysetrovani prubehu funkce
1. uré¢ime defini¢ni obor (pfip. obor hodnot) funkce, jeji sudost, lichost,
periodicitu a spojitost (pripadné limity v krajich a v bodech nespojitosti)
2. stanovime prlseciky grafu se souradnicovymi osami

3. spocteme derivaci a jeji defini¢ni obor, zjistime intervaly (ryzi)

monotdnnosti a jeji typ a najdeme lokalni (prip. globalni) extrémy

4. vypocteme druhou derivaci a ur¢ime jeji defini¢ni obor, zjistime intervaly

(ryzi) konvexity a konkavity a ur¢ime inflexni body

5. stanovime asymptoty grafu a graf nacrtneme



Tayloruv polynom

- Taylorova véta:
Necht funkce f ma v intervalu (a, b) derivace az do radu n + 1 vcéetné a
necht x, € (a,b). Pak ke kazdému x € (a, b) existuje bod ¢ lezici mezi x a x,

3 (n+1)
tak, ze f(x) = T(x) + Rp41(x), kde Rp1(x) = (n+1§|€) = )"

Tayloruv vzorec Lagrangeuv tvar zbytku

T () = o) + 259 (o = xg) + 1200 (o — xg) 24 L2000 (o — )3 4 4

™ (x0)
= 2o (r = xXo)"



Maclaurinovy polynomy zakladnich funkci




Maclaurinovy polynomy zakladnich funkci
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