MATEMATIKA |
INTEGRALY .




VETY O PRIMITIVNI FUNKCI:

* O existenci primitivni funkce:
Je—li funkce f spojita v intervalu I, pak k funkci f existuje v intervalu I primitivni funkce.

* Je-li F primitivni funkce k funkci f v intervalu I a je-li C libovolna realna konstanta, pak
funkce F + C je take primitivni funkci k funkci f v intervalu I.

* Jsou-li F a G primitivni funkce k funkci f v intervalu I, pak existuje realna konstanta C
takova,ze G = F + C v intervalu [.

* Jsou-li F a G primitivni funkce k funkcim f a g vintervalu I, pak F + G je primitivni
funkci k f + g v intervalu [.]e-li F primitivni funkce k funkci f v intervalu I a «
libovolneé realné cislo, pak je a - F primitivni funkci k funkci o - f v intervalu 1.

s [[f)+g@)]dx=[f()dx+ [glx)dx  [oaf(x)dx=aff(x)dx x€I



PREHLED ZAKLADNICHVZORCU
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PREHLED ZAKLADNICH POSTUPU

* Véta o integraci per-partes:
Maji-li funkce u a v spojité derivace v intervalu I, pak v tomto intervalu plati:

fu'(x) cv(x)dx = u(x) - v(x) — f u(x) -v'(x)dx

resp. [ u(x) - v'(x) dx = u(x) - v(x) — [u'(x) - v(x) dx

* vychazi z integrace rovnice (u(x) - v(x))’ =u'(x) - v(x) +ulx) - v'(x)



PREHLED ZAKLADNICH POSTUPU

* Veéta o integraci substituci:
Predpokladejme, ze f(x) je spojita v intervalu [ a ze x = g(t) ma spojitou derivaci v
intervalu J a zobrazuje tento interval na I. Pak plati:

Jfegdx=[f(g®)-g'(®)dtprox €l,t €],x = g(t)

* Pokud vyuzivame substituci ve smyslu z pravé strany na levou, neni potreba spojitost,
stadi jen védét, ze funkce g zobrazuje interval /| do néjakého intervalu I',v némz je f
spojita.



PREHLED ZAKLADNICH POSTUPU

* Integrace jednodussich racionalnich funkci:
. 14 14 ] P A4 . 4 .
Racionalni funkce je funkce tvaru 0 kde stupen polynomu (@ je alespon jedna.
Pokud dostaneme zlomek do tvaru, kde P ma mensi stupen nez Q, prevedeme na soucet

parcialnich zlomka.
* Pokud Q(x) ma dvojnasobny koren a, nebo dva koreny a a :

P)__ P A A

Q(x) qox—a)?  x—a (x—a)?

P(x) _ A1 (%) pokud neni mozné najit koren a, tedy je to jiz
Q(x) ax?+bx+c parciilni zZlomek

P(x) _ P(x) _ Aq N A,

Q(x) qo(x —a)(x — ) x—a x—f

Podobné pro vyssi stupen polynomu.



PREHLED ZAKLADNICH POSTUPU

* Integrace funkci typu sin"x - cos™x:
a) alespon jedno z m cin je liche:
tedy ve tvaru 2k + 1 a Ize uzit substituci t = sinx (resp.t = cos x, je-li licheé n)

b) obé m in jsou suda:

1—cos(2x) 1+cos(2x)

pouZijeme vzorec sin’x = nebo cos?x = a substituci t = 2x

* Dalsi vzorce pro integrace racionalnich funkci obsahujicich goniometricke funkce:

2 X\ _ 1 . 2 (X _ 4 _ zf_tgz(g) , L X
coS (2) = e ® sin (2) =1—cos (2) = e ® (navic subst.: t = tg(z))

, (X o (x) _ 17tP Q) o (X)) X\ _ 2t9()
tedy: cosx = cos (2) sin (2)—1+tg2(§) sinx = 2 sm(z) cos (2)_1+tg2(§)



PREHLED ZAKLADNICH POSTUPU

ax+b
cx+d

* Integrace iracionalnich funkci typu R (x, >, kde ad — bc # 0:

ax+b
cx+d

» zavede se substituce t = a dopocte se dx (pozor na definicni obor

integrovaneé funkce, jen na ném vysledek plati)
» pokud ¢ = 0ad = 1,mame R(x,Vax + b) a Ize tedy vyuZit substituci t = Vax + b

* Pro typ R(x,Vax? + bx + ¢):
. proa<O0a koFeny a < B miZeme pro x € (a; B) prevést Vax?2 + bx + ¢ =

V—a(x — a) a substituci t = /5_; prevedeme na racionalni funkci
2. pro a > 0 se vyuZije Euleriv vzorec:Vax? + bx + ¢ =t ++/ax




RIEMANNUYV INTEGRAL

Mame omezeny, uzavieny a neprazdny interval {(a, b) a funkci f omezenou na tomto
intervalu. Dale mame déleni intervalu D:a = x; < x; < - < Xx,,_1 < Xy, = b ajeho

normu ||D|| = max (x; — x;_1) (tedy ,,jemnost” déleni).
i=1,..n
Riemannyv integral funkce f v intervalu {(a,b) jeCislo S = lim s(f,D,V),kde

ID||—=0+
S(f,D, V) = 7i1=1 f(gl) - Ax;, V je systém bodu qi S (xi_l,xi) aAx; = x; — X;_1. Integrél

pak oznadujeme f; f(x) dx.
Plati: [ f(x)dx = — [T f(x)dx a [ f(x)dx =0

Stfedni hodnota funkce f v intervalu {(a, b) je u = ﬁf; f(x)dx



VLASTNOSTI RIEMANNOVA INTEGRALU

O existenci integralu:

Necht’ je funkce f spoijita v intervalu (a, b), pak je v ném integrovatelna.

Je-li funkce f omezena a po castech spojita v intervalu {a, b), pak je v ném integrovatelna.
Je-li f integrovatelna v {(a, b) a (c,d) < (a, b), pak je v {c, d) integrovatelna.

Jsou-li funkce f a g integrovatelné v (a, b), pak f - g je v ném také integrovatelna.

Je-li f integrovatelna v {a, b) a lisi-li se funkce g od f v (a, b) jen v konecné mnoha bodech,
pak g je také integrovatelna v (a, b).

f; [f(x) + g(x)]dx = f:f(x) dx + f; g(x)dx (linearita integralu)
fla f@ydx=a- [ f(x)dx
[ dx+ [ f(x)dx =[] f(x) dx (aditivita integralu)



RIEMANNUYV INTEGRAL -VYPOCET

* Je-li f spojita v intervalu (a, b) a F primitivni funkce k f v (a, b), pak fff(x) dx = F(b) —
F(a).(Newton-Leibnizova formule)

* Véta o integraci per-partes:
Necht funkce u(x) a v(x) maji spojité derivace v intervalu (a, b), pak ff u -vdx =
[u-v]?— f; u- v dx.

* Veéta o integraci substituci:

Necht funkce g ma spojitou derivaci v intervalu {(a, b) a zobrazuje {a, b) do intervalu J, na
kterém je funkee f spojita, pak [ f(g(x))g'(x) dx = [ j(;")) £(s) ds.



RIEMANNUY INTEGRAL - APLIKACE

* Obsah rovinného obrazce mezi funkcemi f a g na(a,b)je S = f;g(x) — f(x)dx.

y
f(x)

>




RIEMANNUV INTEGRAL - APLIKACE

* Objem rotacniho télesa vzniklého rotaci funkce f na {(a, b) kolem osy x je V =

m [7 f2(x) dx. y




RIEMANNUY INTEGRAL - APLIKACE

* Objem rotacniho télesa vzniklého rotaci funkce f na {(a, b) kolem osy y je V =
b/
T [ R (y) dy.




RIEMANNUV INTEGRAL - APLIKACE

Povrch rotaéni plochy vzniklé rotaci f kolem osy x je P = 21 f;f(x)\/[f’(x)]2+1 dx.

Délka krivky, ktera je grafem funkce f v intervalu (a,b) je | = f; VI ()% +1dx.

Hmotnost krivky, na které je hmota rozlozena s hustotou p je
b 7

m=p-1=p [ JIFGOP+1dx.

Statické momenty krivky vzhledem k osam x a y jsou

= p [, FEOVIF @2+ dx my, = p f, 2/ [ P +1 dx.

A4 [ N W eow A 4 &) . m m
Souradnice tézisté krivky jsou T, = —=a T, = —=.
X m Y m

Momenty setrvacnosti krivky vzhledem k osam x a y jsou

=p [} F2COVIF ()17 +1 dx Iy =p [, 2J[F (O +1dx.




RIEMANNUV INTEGRAL - APLIKACE

Hmotnost rovinného obrazce, na kterém je hmota rozlozena s hustotou p je
b
m=p [ f(x)dx.

Statické momenty obrazce vzhledem k osam x a y jsou

1 b b
me =3p f, F(0)? dx my = p [, xf (x) dx.
A4 ° W wew \V4 . mx my
Souradnice tézisté obrazce jsou T, = —a T, = —.

Momenty setrvacnosti obrazce vzhledem k osam x a y jsou
1 b b
Je=3pl P00 dx = p [ a0 dx



RIEMANNUV INTEGRAL - APLIKACE

Hmotnost rotacniho télesa, vzniklé rotaci obrazce kolem osy x, na kterém je hmota

rozloZena s hustotou p je m = pV = pm f;fz(x) dx.

Statické momenty telesa vzhledem k rovinam xy, xz a yz jsou

b
My, =0 My, =0 my, = pm | xf*(x)dx.

m My
2aT,=—=

A\ 4 [ ] N WWeow A\ 4 . m
Souradnice tézisté obrazce jsou T, = ==, T, =
x y m m

m

v .y . 1 b
Moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose rotace x je J, = > PT fa f*(x) dx.



NEURCITY RIEMANNUYV INTEGRAL

A4 ’ 14 4 . b ) 4 . A4 ’
Predpokladame, ze je pro fa f(x) dx interval {(a; b) omezeny a f je v ném omezena.
Pokud je interval nebo funkce nebo oboji neomezenég, nazyva se integral nevlastni.

r [ O o / 4 ° r r r 7 e b
Nevlastni Riemannuyv integral se singularni horni mezi je fa f(x)dx =

tlirbn f;f(x) dx, pokud f je definovana v intervalu (a; b) a je integrovatelna v kazdém

podintervalu {(a; t) (kde a < t < b), dale pokud existuje limita tlirgl_ f;f(x) dx a interval

(a; b) neni omezeny nebo f neni omezena. (Analogicky pro singuldrni dolni mez.)

Pokud je integral f; f(x) dx koneény, konverguje, pokud je f: f(x) dx = +oo, integral
diverguje.



NEURCITY RIEMANNUYV INTEGRAL

r [ ] (o] [ 1 4 \ 4 (] [ J r r [ b
* Nevlastni Riemannuyv integral s obéma mezemi singularnimi je fa f(x)dx =

S F() dx + [ f(x) dx, pokud ¢ € (a; b) aintegraly [ f(x)dx a [, f(x) dx existuji a
jejich soucet ma smysl.

 Toto lze pouzit i pokud jsou singularni body uvnitr intervalu (a; b).

* Pokud jsou neomezene meze, integral nazyvame nevlastni integral vlivem meze, pokud je
neomezena funkce, integral se nazyva nevlastni integral vlivem funkce (je take mozna
kombinace obou).
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