Matematika 1
— limity




Posloupnosti

Definice:

Posloupnosti realnych cisel budeme nazyvat zobrazeni mnoziny
prirozenych cisel N do mnoziny redlnych cisel R. Posloupnost, kterd
kazdému n € N pfifazuje Cislo a,,, se znaci{aq, a,, as, ...} nebo struc¢néji
{a,}. Cislo a,, se nazyva n-tym élenem posloupnosti {a,}. Je-li M c R a

pro vSechnan € N je a, € M, pak{a,} nazyvame posloupnosti v M.

Definice:
Cislo a € R* nazyvame limitou posloupnosti {a,}, jestlize VU(a) 3n, € N

vneN: (n=>ny) = (a, € U(a)).



Posloupnosti

Definice:
Posloupnost {a,} nazyvame:

a) omezenou shora, existuje-li K € Rtak,ZeVneN:a, < K ;
b) omezenou zdola, existuje-liK e Rtak,zeVneN:a, = K;
c) omezenou, je-li tato posloupnost omezena shora i zdola;
d) rostouci, jestlize Vn e N:a, < a,;;

e) klesajici, jestlize Vn e N:a, > a,4q

t) neklesajici, jestlize Vn € N: a, < a4

g) nerostouci, jestlize Vn e N: a, = a,41

h) monotonni, je-li nerostouci nebo neklesajici;

i) ryze monotoénni, je-li rostouci nebo klesajici.



Posloupnosti

Definice:
Je-li limitou posloupnosti {a,} ¢islo z R (tedy nikoliv —c0o nebo +), fikdme, ze tato
posloupnost je konvergentni, nebo také, ze ma vlastni limitu. Je-li lim a, =400 (nebo

— ), fikdme, ze posloupnost {a, } ma nevlastni limitu. Posloupnost, kterd nema
zadnou limitu nebo ma nevlastni limitu, se nazyva divergentni.

Je-lilima, =aaac€R,fikime téz, ze posloupnost {a,} konverguje k Cislu a.

Veta:
Kazda posloupnost méa nejvyse jednu limitu.

Veta:
Ma-li posloupnost {a,} limitu rovnou a, pak jakdkoliv vybrand posloupnost z
posloupnosti {a,} mé tutéz limitu a.



Vzorce pro pocitani s limitami

- Véta o limité seviené posloupnosti:
Jestlize v okoli bodu a plati d(x) < f(x) < h(x) a plati
lim d(x) = lim h(x) = A, pak llm f(x) =

X—a X—a
« Véta o limité slozené funkce:

Bud’ f funkce spojitd v bodé A. Necht lim g(x) = A, potom hm flg(x)) =f(A).

X—a

« Véta o limité omezené funkce:
Necht funkce f je omezena na néjakém P(a), pak plati:

Je-li lim g(x) = + oo, pak llm fx) =0, je-li lim g(x) = 0, pak llm f(x) gx)=0

x—a —a g(x) x—a
« Véta (aritmetika limit):
Jestlize funkce f, g maji vlastni limity lim f(x) = A a lim g(x) = B, pak plati
xX—a xX—a
: fx)] _ A
)lclm If(x) tg(x)]=A+B 11m [f(x) g(x)] = lim [—] =—,proB #0

x—a Lg(x)



Vzorce pro pocitani s limitami
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Vzorce pro pocitani s limitami
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Funkce

* znat: co je funkce, defini¢ni obor, obor hodnot, graf funkce, operace s funkcemi, restrikce
funkce, inverzni funkce, slozena funkce, funkce suda. licha a periodicka

Véta:
Je-li funkce f rostouci, je inverzni funkce f~! také rostouci.

Veéta:
O funkci f frikdme, ze je:

a) shoraomezena, 3K e€R :: Vx € D(f): f(x) < K (K se nazyva ,,horni mez", ,,horni hranice”
nebo také , horni zavora” funkce f)

b) zdola omezena, 3 L €R :: Vx € D(f): f(x) = L (L se nazyva ,,dolni mez”, ,,dolni hranice”
nebo také ,, dolni zdvora” funkce f)

c) omezena, je-li f zaroven shora i zdola omezena

d) shora omezena na mnoziné M c D(f),3 K €R :: Vx € M: f(x) < K (tj. je-li restrikce f|y
shora omezenou funkci)

e) zdola omezena na mnoziné M ¢i omezena na mnoziné M (analogicky)



Funkce

Veta:
Rikdme, Ze funkce f nabyva v bodé x, € D(f) svého maxima, jestlize Vx € D(f): f(x) < f(x,).
PiSeme: f(xy) = max f.

Analogicky, funkce f nabyva v bodé x, € D(f) svého minima, jestlize Vx € D(f): f(x) = f(xg).
PiSeme: f(xy) = min f.

Predpokladejme, ze M c D(f). Rikdme, ze funkce f nabyvé v bodé x, € M svého maxima na
mnoziné M, jestlize Vx € M: f(x) < f(x(). PiSeme: f(xy) = maxy f. Dalsi pouzivana oznaceni

maxima funkce f na mnoziné M jsou: mﬂ?xf, mea}\;;f(x).
X

Podobné Ize definovat i minimum funkce f na mnoziné M. Pouzivdme pro né oznaceni:
miny, f, m}\}nf nebo min f(x). Maximum a minimum funkce f nazyvdme souhrnné extrémy

XEM
funkce f.



Funkce

Veta:
Podobné lze definovat i supremum funkce (tj. nejmensi horni mez) a infimum
funkce (tj. nejvétsi dolni mez).

* zatimco supremum a infimum funkce f (na celém defini¢nim oboru nebo

pouze na mnoziné M) vzdy existuji, maximum a minimum funkce f (na celém

D(f) nebo pouze na M) existovat nemusi

* Existuje-li max f, je sup f = max f. Podobné, existuje-li min f, je inf f = min f.



Funkce

Definice:
Necht f je funkce a M c D(f). Funkci f nazyvame:

a) rostouci na M, jestlize V x1,x, E M: x1 < x5, = f(x1) < f(x3)
b) klesajici na M, jestlize Vx,x, € M: x; < x5, = f(x1) > f(x3)

c) neklesajici na M, jestlize Vxq,x, € M: x1 < x5 = f(x1) = f(x3)
d) nerostouci na M, jestlize Vx;,x, € M: x; < x, = f(x1) < f(x3)
e) monoténni na M, je-li nerostouci nebo neklesajici

f) ryze monoténni na M, je-li rostouci nebo klesajici

* funkce, ktera je nerostouci i neklesajici, je konstantni

* funkce, ktera je ryze monoténni je prosta (a tudiz k ni existuje inverzni funkce)



Funkce

Definice (limita funkce):

Pfedpokladejme, ze x, € R*a ze defini¢ni obor funkce f obsahuje nékteré
prstencové okoli P(xy) bodu x,. Jestlize pro kazdou posloupnost {x,} v P(xy)

plati implikace x,, = xo = f(x,) — a, pak rikdme, ze funkce f ma v bodé x,

limitu rovnou a. PisSeme: lim f(x) = a.
X— X

Veta:

Funkce f muze mit v jakémkoliv bodé x, € R* nejvysSe jednu limitu.

*Je-li lim f(x) =aaje-lia€eR, rikdme, ze funkce f ma v bodé x, vlastni
o J 0
0

limitu. Je-lia = +o neboa = —om, fikdme, ze funkce f méa v bodé x, nevlastni

limitu.



Funkce

* analogicky limity funkce zleva a zprava

Veta:

Funkce f ma v bodé x; € R limitu rovnou a pravé kdyz ma v bodé x, limitu

zprava i limitu zleva a obé jsou rovné a.

Definice (spojitost funkce v bodé):

O funkci f rikdme, Ze je spojitd v bodeé xy € D(f), jestlize lim f(x) = f(xy).
X— Xg



Funkce

Definice:
O funkci f rikdme, ze je spojitd zprava (respektive spojita zleva) v bodé x, € D(f),
jestlize lim f(x) = f(xq) (respektive lim f(x) = f(xg)).

X— Xo—

X— X0+

* Funkce f je spojitd v bodé x, prave tehdy, je-li vtomto bodé spojitd zprava i zleva.

Definice:

Necht I je interval v R, ktery je ¢asti definiéniho oboru funkce f. Rikdme, Ze funkce f
je spojita v intervalu |, jestlize:

a) f je spojita v kazdém vnitfnim bodé intervalu I,
b) f je spojité zprava v levém krajnim bodé intervalu I (patfi-li tento bod do I),

c) f je spojitd zleva v pravém krajnim bodé intervalu I (patfi-li tento bod do I).



Funkce

Definice:

Jsou-li funkce f a g spojité v bodé x,, pak také funkce f +g,f —g,f -9, a |f]
jsou spojité v bodé x,. Za dodatecného predpokladu, ze g(x,) # 0 je i funkce
f/g spojitad v bodé x,.

* analogicky spojitost zprava, zleva a na intervalu

Véta (o spojitosti slozené funkce):

Je-li funkce g spojitd v bodé x, a funkce f je spojitd v bodé g(x,), je slozena

funkce f * g (tj. funkce y = f(g(x))) spojitd v bodé x,.



Funkce

Véta (Darbouxova vlastnost / o nabyvani mezihodnot):

Je-li funkce f spojitd v intervalu I a jsou-li x; a x, dva libovolné body z I, pak ke
kazdému Cislu n lezicimu mezi f(x,) a f(x;) existuje bod ¢ lezici mezi x; a x, takovy,

ze f(§) =

Véta (o spojitosti inverzni funkce):

Je-li funkce f spojitd a prostéd v intervalu I, f(I) =], pak inverzni funkce f~1 je spojita
v intervalu J.

Véta (o existenci maxima a minima):

Spojita funkce v uzavieném omezeném intervalu (a, b) nabyva v tomto intervalu

svého maxima i minima. (Tj. max X) a min x) existuji.)
J x€{(a,b) x€(a,b) J



Funkce

Veta:

Necht funkce f je spojitd v bodé x,. Je-li f(xy) > 0, pak existuje okoli U(xy) takové, ze
pro vsechna x € U(xy) plati: f(x) > 0.

Véta (1. véta o limité slozené funkce):

Necht lim g(x) =4, 4 € R a necht funkce f je spojitéd v bodé A. Pak plati:

X— X

lim f(g(x)) = f(4).

X— X

Véta (2. véta o limité slozené funkce):

Necht lim g(x) = +o (respektive —x). Necht lim f(y) =L (respektive lim f(y) =

X— Xo y— +00 y—> —0

L ). Pak plati: lim f(g(x)) = L.
X— Xg
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