Matematika 1 - matice

SOUHRN POTREBNYCH DEFINIC A VET



MATICE

Definice (matice):
Matici typu m X n nazyvame obdélnikove pole, tvorené z m - n realnych
Cisel (tzv. prvku matice), zapsanych v m radcich a n sloupcich.

Definice (rovnost dvou matic):

Dveé matice pokladame za sobe rovnée, jsou-li stejného typu a maji-li na
odpovidajicich si mistech stejne prvky.

Definice (hlavni diagonala):

Prvky a4, a,-, ... tvori v matici A tzv. hlavni diagonalu.

Definice (horni trojuhelnikova matice):
Jsou-li v matici A vSechny prvky pod hlavni diagonalou rovny nule,
nazyvame A horni trojuhelnikovou matici.



MATICE

Definice (nulova matice):
Matici, jejiz vSechny prvky jsou rovny nule, nazyvame nulovou matici.

Definice (transponovana matice):
Matici B = (b;;) typu n X m, pro jejiz prvky plati b;; = a;;,i =1,...,n;j =
1, ..., m, nazyvame transponovanou matici k matici A. Znac¢ime ji A”.

Definice (Ctvercova matice):
Matici typu n X n nazyvame ctvercovou matici.

Definice (Jjednotkova matice):

Ctvercovou matici, kterd méa na hlavni diagonale samé jednotky a viude
mimo hlavni diagonalu nuly, nazyvame jednotkovou matici. Tuto matici
oznacujeme E.



MATICE

* Definice (s€itani matic):
Jsou-liA = (a;;) a B = (b;;) matice stejneho typu m X n, pak jejich
souctem nazyvame matici C = (c;;) ktera je rovnez typu m X n a pro jeji
prvky plati: ¢;; = a;; + b;j,i = 1, ...,n;j = 1,..., m. Pouzivame zapis C =
A + B.

* Definice (nasobeni matic realnymi cCisly):
Je-liA = (a;;) matice typu m X n a 1 je realné Cislo, pak soucinem Cisla 4
a matice A (nebo take A-nasobkem matice A) nazyvame matici C = (¢;;),
ktera je rovnez typu m X n a pro jeji prvky plati: ¢;; = A-a;;,i = 1,...,n;j =
1,...,m. Pouzivame zapis C = 1- A.



MATICE

« Definice (nasobeni matic):
Je-li A = (a;;) matice typum Xn a B = (b;;) matice typu n X p, pak souCinem
matic 4 a B nazyvame matici C = (c;;) typu m X p, pro jejiz prvky plati: ¢;; =
ailblj XK Clizsz i et ainbmj,i =0 ...,Tl;j RIS PiSeme: C = A - B.
* Nasobeni matic neni komutativni!!!

* Definice (hodnost matice):
Maximalni pocet linearné nezavislych radku matice A (chapanych jako
aritmetické vektory) nazyvame hodnosti matice A. Znacime ji h(A4).
* Hodnost matice lze definovat | jako maximalni pocet linearné nezavislych

sloupcu.

» Veta:
Necht” A je horni trojuhelnikova matice typu m X n, ktera ma vSechny prvky na
hlavni diagonale ruzné od nuly. Pak h(4) = min{m; n}.



MATICE

« Ekvivalentni upravy matice:
Ekvivalentni upravy, které budeme pouzivat, jsou tyto:

a) zména poradi radkd,

b) vynasobeni néktereho radku nenulovym cCislem,

c) pficteni k nékterému radku linearni kombinace ostatnich fadku (specialné,
priCteni nasobku jiného radku),

d) vynechani radku, ktery je linearni kombinaci ostatnich fadku (specialné,
vynechani radku obsahujicino same nuly nebo vynechani radku, ktery je
nasobkem néjakeho jiného radku)

Postup, jak pomoci ekvivalentnich uprav preveést libovolnou matici na horni
trojuhelnikovou matici (s nenulovymi prvky na hlavni diagonale), se nazyva

Gaussuyv algoritmus.



MATICE

Definice (determinant):
Necht” A je Ctvercova matice. Determinantem matice A nazyvame Cislo,
které oznacujeme detA a ktere Ize matici A priradit podle téechto pravidel:

a) Je-li A = (a) Ctvercova matice typu 1 X 1, pak detA = a.

b) Je-li A = (a;;) Ctvercova matice typu n X n (pron > 1), vybereme
libovolny

radek matice A (oznaCime jej jako i—ty) a polozime detA = a;1A;; +
ajpAjp + -+ aj Ay, kde A;; je tzv. doplnek prvku a;; v matici A. Tento
doplnék je roven (—1)'*/- 4;;, kde 4j; je determinant étvercové matice
typu (n — 1) X (n — 1), ktera vznikne z matice A vynechanim i—teho radku
a j—teho sloupce.



MATICE

Souttu detAd = (=)' A% a; + (=12 ALa, + -+ (=1 AL a;y, Fikame
rozvoj determinantu podle i—teho radku.

Tedy pro pro ctvercovou matici A = (a;;) typu 2 X 2 plati: detA = a;,a;; —
A12021-

Determinant |ze dokonce rozvijet | podle libovolného sloupce, vysledek je opet
Stejn)’/. ail, @12, Q13

Sarussovo pravidlo: o PR o
PFi vypodtu determinant(i matic typu 3 x 3 Ize kromé /
rozvoje podle nekterého radku Ci sloupce pouzit
jeste tzv. Sarussovo pravidlo:

detA = a11Q32033 + A31032013 + A31A12023 — Q13022031 — A11032023 — A21012033-
* |detA| je obsah rovnobéznosténu (dané dimenze)




DETERMINANT - VLASTNOSTI

Obsahuje-li néktery radek (nebo sloupec) matice A samé nuly, je detA = 0
detA = detA”

Vymenime-li v matici A navzajem dva radky (nebo sloupce), pak determinant zméni znameénko
(tj. determinant nové matice roven —detA).

Jsou-li dva radky (nebo sloupce) v matici A stejné, je detA = 0.

Vynasobime-li néktery radek (nebo sloupec) matice A Cislem A4, je determinant nové matice
roven A - detA.

Je-li nektery radek (respektive sloupec) matice A nasobkem jineého fadku (respektive sloupce),
je detA = 0.

Je-li néktery radek (respektive sloupec) matice A linearni kombinaci ostatnich radku (respektive
sloupcu), je detA = 0.

Determinant se nezmeéni, pricteme-li k libovolnému fadku (respektive sloupci) linearni kombinaci
ostatnich fadku (respektive sloupcu).

Jsou-li A a B Ctvercové matice stejného typu, je det(A - B) = detA - detB.



MATICE

Definice (regularni a singularni matice):

Ctvercovou matici typu n x n, ktera” ma maximalni moznou hodnost (1. n)
nazyvame regularni matici. Ctvercovou matici, ktera neni regularni, nazyvame
singularni matici.

Definice (inverzni matice):

Predpokladejme, ze A a E jsou Ctvercove matice typu n X n, pricemz E je
jednotkova matice. Ctvercovou matici A~ typu n x n nazyvame inverzni matici
k matici A, jestlize plati A- A= = E.

Veéta:
Necht A je Ctvercova matice. Pak nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

a) Matice A je regularni.
b) detA # 0.

c) Inverzni matice A~! k matici A existuje.



MATICE

* Vypocet inverzni matice (pokud existuje):

1
detA

RS

1) Lze uzit vzorec A~ = ( ) kde A;; jsou doplriky prvku a;; v
e

matici A.

2) Pro vetsi matice je uziti vySe uvedeneho vzorce velmi pracné, vzhledem k

pracnosti vypocéta hodnot 4,4, 445, ... K vypodtu inverzni matice A1 k regularni

ctvercove matici A Ize ale pouzit i jinou, méne pracnou metodu, zalozenou na

podobném postupu jako je Gaussuv algoritmus a také jednotkové matici.

« Veta:
Jsou-li A a B regularni matice tehoz typu, je matice A - B rovnéz regularni. Plati:
Al R i B



MATICE A SOUSTAVA ROVNIC

Veta:
Je-li A regularni matice, pak A1 je také regularni matice a plati:
2B e S 5 L B S S

Véta (o jednoznacnosti inverzni matice):
Pokud ke ¢tvercové matici A existuje inverzni matice A~1, pak tato je urCena
jednoznacne.

Homogenni soustava ma vzdy alespon jedno reseni, tj. reseni nulove x; = 0,
x, =0, ..,x, = 0 (tzv. trivialni feseni).

Veta:

Mnozina vSech reseni homogenni soustavy A - X = O je podprostorem

n—rozmerného aritmetického prostoru R"™. Dimenze tohoto podprostoru je
n — h(A4).



MATICE A SOUSTAVA ROVNIC

» Véta (Frobeniova):
Soustava linearnich algebraickych rovnic A - X = B (pro n neznamych)
ma feSeni pravé tehdy, je-li h(4) = h(A|B).
Je-li h(A) = h(A|B) = n, ma soustava jediné reseni.
Je-li h(A) = h(4|B) < n, ma soustava nekone¢né mnoho reseni.

Pokud mame soustavu n rovnic pro n neznamych a matice soustavy 4 je
regularni, existuje jedine reseni.
V tomto specialnim pripade Ize k vyjadreni feseni pouziti tzv. Cramerovo

pravidio:
detA; ; : o > : , -
X = detA‘, kde detA; je determinant Ctvercove matice, ktera vznikne z

matice A po nahrazeni i—tého sloupce sloupcem pravych stran.



VLASTN| CISLA A VLASTNI VEKTORY. CTVERCOVYCH MATIC

* Definice (vlastni Cislo, vlastni vektor):
Komplexni Cislo A nazyvame vlastnim Cislem Ctvercové matice A existuje-

i nenulovy vektor X takovy,ze A-X =1 X.
Vektor X se nazyva vlastnim vektorem matice A odpovidajicim vlastnimu

Cislu A.

Vlastni vektor neni urCen jednoznacné (nebo-li az na nasobek), vzdy je
jich nekoneche mnoho.

Vlastni Cisla ziskame feSenim charakteristické rovnice: det(A — AE) =
0. K nim pfislusné vlastni vektory vypocitame z rovnice(A —1E) - X =0



VLASTNOSTI VLASTNICH CISEL A VLASTNICH VEKTORU

« Vlastni vektory X, X, matice A4, odpovidajici ruznym vilastnim ¢islum A, 4, jsou linearné
nezavisle.

« Matice A ma vlastni Cislo O prave kdyz je singularni.

» Je-li 1 vlastnim &islem matice 4 a X je pfislusnym vlastnim vektor, pak A je také
vlastnim Cislem matice A a X je prislusnym vlastnim vektorem.

e Je-li 1 vlastnim &islem matice A4 a X je prislusny vlastni vektor, pak A2 je vlastnim
cislem matice A a X je opét prislusnym vlastnim vektorem.

» Existuje-li inverzni matice A™*, je 1 vlastnim ¢islem matice 4 pravé kdyz %je vlastnim
¢islem matice A~1. Odpovidajici vlastni vektory jsou v tomto pfipadé stejné.

« Je-li A symetricka Ctvercova matice, pak vsechny jeji vlastni Cisla jsou realna. Vlastni
vektory, odpovidajici ruznym vlastnim ¢islum, jsou v tomto pfipadé kolmé.



NASLEDUJICI VYROKY JSOU EKVIVALENTNI PRO 4 (n X n)

- Matice A je regularni.

e detA + 0.

* Inverzni matice A~ existuje.

« Matice A ma hodnost n.

« Radky matice 4 jsou linearné nezavislé.

» Sloupce matice A jsou linearne nezavisle.

« Homogenni soustava linearnich algebraickych rovnic A - X = O ma jediné (a to
nuloveé) reseni.

« Obecna (tj. homogenni nebo nehomogenni) soustava linearnich algebraickych
rovnic A - X = B ma jediné reseni.

0 neni vliastnim cCislem matice A.
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