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Uvod

Toto skriptum obsahuje ptiblizny soupis definic a vét, se kterymi se studenti setkaji
v predmétu ,,Matematika I” v prvnim semestru studia, spolu se struénymi poznamkami,
komentaii a ilustrativnimi piiklady. Skriptum neni minéno jako zcela samostatna uceb-
nice, ale jako pomucka, kterd m& spolecné s vykladem na prednaskach a praci na
cvicenich studentum usnadnit pochopeni a zvladnuti pozadované latky. Tomu odpovida
zejména rozsah vykladu a omezeny pocet fesenych i nefesenych piikladi. V ramci studia
je tfeba si samostatné promyslet a spocitat podstatné vétsi mnozstvi prikladu. Vhodné
piiklady lze nalézt napiiklad ve sbirce [NK].

Ctenéfe, kteff maji zdjem se naucit anglickou matematickou terminologii, upo-
zoriiujeme na anglickou verzi ¢tvrtého vydani tohoto skripta (viz [Ne]), ktera obsahuje
i strucny anglicko—cesky slovnik uzitych matematickych pojmu.

Cisla odstaven nebo kapitol, jejichz obsah momentalné nepatii do pozadavki ke
zkousSce z Matematiky I, jsou vlevo nahote oznacena symbolem *. Kapitolu I1.4 o kvadra-
tickych plochach (takto oznacenou) pouzijete v Matematice II. Studenty bude zajimat,
ze dukazy vét nebo znalost odvozeni ruznych vzorcu se momentalné u zkousky z Mate-
matiky I rovnéz nevyzaduji. Ve skriptu jsou vsSak nékteré jednoduché dukazy nebo
mili, ze matematika je exaktni véda, za jejimiz tvrzenimi a vysledky logicky presna
odvozeni a dukazy vzdy stoji. Vérime, ze promyslet si a porozumét uvedenym dukazum
muze vyrazné prispét k celkovému pochopeni probirané latky.

Od skolniho roku 2007-08 je Matematika I na Strojn{ fakulté CVUT zkousena na
dvou tdrovnich: A (vyssi) a B (nizsi). Toto skriptum svym obsahem odpovida trovni
A. Latka, kterd je pozadovana ke zkousce urovné B, je redukovana co do rozsahu
cvicenich.

Odstavce, ve kterych definujeme nové pojmy, nejsou nazvany slovem ,,definice”,
ale jsou oznaceny nazvem zminéného pojmu. Pojem, ktery je v odstavci definovan, je
napsan lezatym pismem a je podtrzen.

Predpokladame, ze studenti jsou ze stiednich skol seznameni s pojmem mnoZina
a ze jsou jim téz zndmy operace s mnozinami (sjednoceni, prunik, doplnék a rozdil).
Pripomindme, Ze pradzdnd mnozina se znaci (). Mnozinu téch bodu z € A (tj. patiicich
do mnoziny A), které maji vlastnost V(z), znac¢ime {x € A; V(x) }.

Déle predpokladame znalost téchto pojmu:
o zobrazeniz mnoziny A do mnoziny B (ptifazeni, které kazdému prvku z € A piirazuje
nejvyse jediny prvek y € B — kratce to zapisujeme napiiklad takto: F': A — B),

o prosté zobrazent,

o zobrazeni mnoziny A na mnozinu B,

o wzdjemné jednoznacné zobrazeni mnoziny A na mnozinu B (prosté zobrazeni mno-
ziny A na mnozinu B),

o inverzni zobrazeni (znacime je F_y),

o sloZené zobrazeni (oznacujeme je F % G nebo F o G),
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o definicni obor zobrazeni (znacime jej D(F')),

o obor hodnot zobrazeni (znacime jej H(F')).

Dalsi latkou, kterou by ¢tenaii méli znéat ze stiedni skoly, jsou zédklady matematické
logiky. Jednd se zejména o pojem vyroku a o operace s vyroky:

o negace vyroku X (oznacujeme ji non X),

o konjunkce viyroki X a 'Y (znacime ji X AY a ¢teme ji jako ,,oba vyroky X a Y plati”,
,;oba vyroky X a Y jsou pravdivé” nebo pouze kratce , X a V"),

o alternativa (nebo také disjunkce) vgroki X a Y (znaéime ji X VY a Cteme
,»X nebo Y7),

o implikace (oznacujeme ji X = Y a ¢teme ,,z X plyne Y, . X implikuje Y, , plati-
li X, pak plati také Y, ,,X je postacujici podminka pro Y, .Y je nutna podminka
pro X”, .Y plati za predpokladu, ze plati X", atd.) a

o ekvivalence (oznacujeme ji X <= Y a ¢teme ji napiiklad: ,,X plati tehdy a jen
tehdy, plati-li Y7, |, X je ekvivalentni Y”, |, X je nutna a postacujici podminka pro
Y”, .Y je nutnd a postacujici podminka pro X7, atd.).

Casto budeme pouzivat tzv. kvantifikdtory:

o unwwersalni (nebo také obecny) kvantifikdtor je ozna¢ovan symbolem V a lze jej pouzit
napiiklad ve spojeni: Vx € I : V(x) — ¢teme: | pro kazdé = € I plati vyrok V (z)”
nebo ,.kazdé = € I ma vlastnost V(x)”,

o existencni kvantifikdtor je znacen 3 a pouziva se napiiklad ve vétach tohoto typu:
Jdx el : V(x) — cteme to takto: existuje x € I takové, ze pro né plati vyrok
V(z)”, ,existuje x € I, pro néz plati V' (z)”, apod.

Kvantifikatory se casto pouzivaji i ke konstrukci komplikovanéjsich vyroku a tvrzeni.
Nepodcenujte je! Jejich nespravné pouzivani muze zcela zménit smysl ruznych tvrzeni.
Porovnejte napiiklad tyto dvé véty, které se lisi pouze zdménou kvantifikdtoru: 1) ,,Ke
kazdému zenatému muzi existuje zena, kterd je jeho manzelkou.” 2) , Existuje takovy
Zenaty muz, ze kazd4a Zena je jeho manzelkou.”

Je-li n ptirozené ¢islo (znacime: n € N), pak mnozinu vsech usporddanych n-tic
realnych ¢isel budeme znacit symbolem R™. Specialné, mnozinu usporadanych dvojic
redlnych ¢isel budeme znacit R?, mnozinu uspoiddanych trojic redlnych éisel R3, atd.
Vyjimku budeme ¢init v pifpadé n = 1, kdy misto R! budeme vétsinou psat pouze R.
Prvky R™ budeme zapisovat napiiklad ve tvaru [ay,as], [1,3] (je-lin = 2), [x1, 29, 23]
(je-li n = 3), [x1,x2,...,2,] (pro obecné n), a budeme je nazyvat body nebo také
aritmetické vektory.

Ptijmeme-li dohodu, Ze za vzddlenost dvou libovolnych bodu X = [z, 29, ..., 2,] a
Y =[vy1,92,---,Yn] z R" budeme povazovat ¢islo

AX)Y) = V(m—y)® + (@2—12)? + .. + (20— yn)?

stava se z R" tzv. n—rozmérny Fukleidiv prostor, oznacovany jako E, . Vzdalenost bodu
X, Y z E, (definovanou vyse uvedenym vyrazem) budeme téz oznacovat || X — Y||. Ze
sttedni skoly je vam jisté znamo, ze [E; si lze predstavit jako ptimku, Es; jako rovinu,
apod.




I. Linearni algebra

1.1. Vektorové prostory

1.1.1. Aritmeticky n—rozmérny prostor. Definujme pro libovolné dva aritmetické

vektory (@1, o, ..., 20|, [Y1,Y2, -, Un| 2 R™ jejich soucet predpisem
[xlax27"'7xn] + [y17y27"'7yn] = [$1+y17aj2+y2a"'7$n+yn]
a pro libovolny aritmeticky vektor [zi,zs,...,2,] a libovolné redlné ¢islo A soucin
fodni
precpisem A [xy, x| = [Awy, Axg, L Ay,

Mnozinu R"™ s obéma takto zavedenymi operacemi nazyvame aritmetickym n—roz—

meérnym prostorem.

1.1.2. Vektory v E; a v E;. Orientované tisecky AB a C'D v Ey nazveme ekvivalentny,
jestlize rovnobéznym posunutim tsecky AB lze docilit jejtho ztotoznéni s tuseckou
CD. Mnozinu vSech navzajem ekvivalentnich orientovanych tsecek v E, nazyvame
volnym vektorem nebo kratce pouze wvektorem v Eo. Jakoukoliv dsecku z této mnoziny
nazyvame reprezentantem prislusného vektoru. Mnozinu vsech vektoru v Ey budeme
znacit V(E,).

Kazdy vektor v E; je jednoznacné uréen svym libovolnym reprezentantem. Vek-
tory budeme oznacovat malymi, silné tisténymi pismeny (napiiklad u, v, apod.). V ja-
kémkoliv pevné zvoleném kartézském souradném systému muzeme kazdému vektoru
jednoznacné priradit jeho souradnice — je to usporadand dvojice ¢isel (v kulatych
zéavorkach), kterou ziskdme tak, Ze za reprezentanta vektoru vezmeme orientovanou
usecku vychézejici z bodu [0, 0], souradnice koncového bodu této tsecky jsou pak
soufadnicemi vektoru.

Jsou-li u = (uy,us) a v = (vy,vy) dva libovolné vektory v Ey a A je libovolné redlné
¢islo, muzeme definovat soucet vektoru u a v a nasobek vektoru u a ¢isla A vztahy:
u + v = (u+vq, ug + v),

A-u = ()\ul, )\Ug)

Snadno muzeme ovérit, ze takto definované operace maji nasledujici vliastnosti:

(a) Pro libovolné vektory u, v € V(E;) a libovolné redlné ¢islo A patii soucet u+wv
i souc¢in A -u opét do V(E,).

(b) Pro libovolné vektory u, v, w € V(E,) a libovolna redlna ¢isla «, § plati:
(b1) u+v =v-+u,
(u4+v)+w =u+ (v+w),



(b5) a-(u+v) =au+a-v,
(b6) (a+pf)-u=ca-u+ f-u

(c) Existuje tzv. nulovy vektor o = (0,0); pro libovolny vektor u € V(E;) pak plati:

u -+ o = u.

(d) Ke kazdému vektoru u € V(E,) existuje vektor —u € V(E,) (tzv. opacny vektor
k vektoru u) tak, ze plati:
u + (—u) = o.

Vlastnosti (a) se tika ,,uzavienost V(E,) vuéi obéma operacim” (tj. vuci ,,scitani
vektoru” a vudi ,,ndsobeni vektoru realnymi ¢isly”).

Analogicky lze definovat i V(E3) a operace séitani vektoru a ndsobeni vektoru
redlnymi ¢isly v této mnoziné. Zminéné operace maji i ve V(E3) vlastnosti (a) — (d).

1.1.3. Vektorovy prostor. Vsimnéte si, ze operace s¢itani prvku a nasobeni realnymi
¢isly v aritmetickém n-rozmérném prostoru R™ maji také vlastnosti (a) — (d). Mnoziny
R"™, V(E;) a V(E3) jsou si tedy ur¢itym zpusobem podobné. Neprazdné mnoziny, ve
kterych jsou definovany operace séitdni prvku a ndsobeni prvku redlnymi ¢isly (s vlast-
nostmi (a) — (d) z odstavce 1.1.2), se v matematice vyskytuji velmi casto. Takové
mnoziny se nazyvaji vektorové prostory.

Prvky konkrétnich vektorovych prostoru nemusi byt vzdy klasické vektory, jako je
tomu ve V(Ey) a ve V(E3). Jako piiklady dalsich vektorovych prostoru muzeme uvést:

e mnozinu vSech polynomu stupné mensiho nebo rovného n (tj. funkei, které maji tvar
f(z) = ap+ a1z + -+ + ayx™, kde ag, ai, ..., a, jsou redlnd ¢isla),

e mnozinu vsech funkei, které maji tvar f(z) = ap + a1 - sin x + ag - cos z, kde
ag, a1, az jsou realna cisla,

e mnozinu vsech posloupnosti redlnych cisel, atd.

Rozmyslete si sami, jak lze v téchto prostorech definovat operace scitani prvku a
ndsobeni prvku redlnymi ¢isly tak, aby tyto operace mély jiz zminéni vlastnosti (a)
= (d).

Vratme se jesté k vektorovému prostoru V(E;). Dva vektory u = (uq,us), v =
(v1,v9) z V(Eg) jsou si rovny pravé kdyz jsou si rovny jejich odpovidajici si soutadnice,
tj. u1 = vy, uz = ve. Toto jednoduché tvrzeni plyne snadno z vlastnosti (a) — (d)
z odstavce 1.1.2. Obdobnd tvrzeni plati i pro V(E3) a pro R".

V dalsi casti této kapitoly se budeme zabyvat obecnym vektorovym prostorem V.
Bude-li se vam vyklad jevit ptilis abstraktni, predstavte si, ze na misté V stoji napriklad
V(E3) nebo V(E3). Prvky V budeme nazyvat vektory a budeme je znacit stejné jako
prvky V(E;), tj. malymi tu¢nymi pismeny. Nulovy vektor bude opét znacen o.

I.1.4. Véta (o jednoznaénosti nulového prvku). Ve vektorovém prostoru V exis-
tuje jediny nulovy prvek.

Dukaz: Predpokladejme, ze ve vektorovém prostoru V existuji dva ruzné nulové prvky
o a o'. Pak ale vzhledem k vlastnosti (c¢) z odstavce 1.1.2 mtzeme psit: o = o+ 0’ =

7



o'+ 0 = 0, coz je spor s predpokladem, ze nulové prvky o a o’ jsou ruzné. Navzajem
ruzné nulové prvky ve vektorovém prostoru tedy nemohou existovat. Il

1.1.5. Véta. Je-1i V vektorovy prostor, u € V a « je realné cislo, pak
1) 0-u = o, 2) (-1)-u=—u, 3) a-o0 = o.

(Dukaz této véty zde neuvadime. Lze jej vSak snadno provést s vyuzitim vlastnosti (a)
— (d) z odstavce 1.1.2.)

1.1.6. Linearni zavislost a nezavislost vektori. Je-li uy, u,,..., u, skupina vek-
toru ve vektorovém prostoru V a aq, as, ..., a, jsou redlna cisla, pak vektor

aru; + aguy + ... + a,u,

nazyvame linedrni kombinaci vektoru uy, us, ..., u, . (Linedrni kombinace vektoru z V
je opét vektorem z V. Je to snadny dusledek bodu (a) z odstavce 1.1.2.)

Skupinu vektoru uy, us,..., u, nazyvame linedrné zdvislou, jestlize existuji redalna
¢isla aq, ag, ..., o, (z nichz alespon jedno je ruzné od nuly) tak, ze

aru; + aue + ... + o1, = O.

Skupinu vektoru, kterd neni linearné zavisld, nazyvame linedrné nezdvislou.

1.1.7. Véta. Je-li jednim ze skupiny vektoru uy, us, ... , u, z vektorového prostoru V
nulovy vektor, je skupina uy, us, ... , U, linearné zavisla.

Diikaz: Necht napiiklad prvni vektor z uvedené skupiny je nulovy, tj. u; = 0. Pak ale
plati: 1-u; +0-ups +---+0-u, = o. Utvorili jsme tedy linearni kombinaci vektoru
uj, Uo, ..., U,, kterd je rovna nulovému vektoru a ptritom ne vSechny koeficienty v této
linearni kombinaci jsou nuly. Podle definice z odstavce 1.1.6 je tudiz skupina vektoru
uy, U, ..., U, linedrné zavisla. [

I.1.8. Véta. Skupina vektorii uy, ug,... , u, (kde n > 1) z vektorového prostoru V je
linearné zavisla pravé tehdy, je-li mozné alespon jeden z vektoru této skupiny vyjadrit
jako linearni kombinaci ostatnich vektoru skupiny:.

Dukaz: a) Predpokladejme, ze skupina vektoru uy, ua, ... , u, je linedrné zavisla. Pak
existuji ¢fsla aq, ag, ..., a, (z nichz alespon jedno je ruzné od nuly — necht je to
napiiklad aq) tak, ze aju; + asus + - - - + a,u, = o. Odtud lze vypocitat:

(6D) Qa3 ap
U — —— U — —Uuz — ...— —Uu,y.
ap g aq

Vektor u; je tedy linearni kombinaci ostatnich vektoru skupiny. Podobné, je-li as # 0,
je mozné vyjadrit us jako linedrni kombinaci ostatnich vektoru skupiny, atd.

b) Predpokladejme, ze napiiklad vektor u; je linedrni kombinaci ostatnich vektor, tj.

existuji ¢isla 5, ... , B, takova, ze u; = fous + ...+ Bu,. Polozime-li oy = —1, ay =
Ba, ..., ap = By, je minimalné jedno z téchto ¢isel nenulové a pritom je aju; + asus +
...+ ayu, = o. Skupina vektoru uy, uo,..., u, je tudiz linedrné zavisla. ]



1.1.9. Véta. Skupina vektori uy, us, ..., u, z vektorového prostoru V je linearné
nezavisla praveé tehdy, ma-li vektorova rovnice

(I.1.1) oau; + asuy + ...+ a,u, = 0

(pro neznamé oy, aw, ... , a,) pouze nulové reseni vy =0, ag =0, ..., a, = 0.
(Tvrzeni této véty je okamzitym dusledkem definice linedrni zavislosti a nezavislosti
vektoru z odstavce 1.1.6.)

I.1.10. Ptiklad. Skupina vektoru (1,1,0), (0,2,3) a (3,5,3) v E3 je linedrné zévisla.
Rovnice (I.1.1), kterd ma v nasem piipadé tvar

Qg - (17170) + as - (07273) + Qg - (37573> - (07070)7

ma totiz napiiklad toto nenulové feseni: oy = 3, ay = 1, a3 = —1. Linearni zavislost
zadané skupiny vektoru nyni plyne z véty 1.1.9.

I.1.11. Véta. Necht V je vektorovy prostor a uj, us,..., U, je skupina vektori
z V ktera je linedrné zavisla. Pak kazda skupina vektorti z V, obsahujici vektory
uy, U, ..., U,, je rovnéz linearné zavisla.

Dukaz: Skupina vektoru uy, ug, ..., u, je linedrné zavisla, tudiz existuji éisla a;, o,
..., o, (ze kterych alespon jedno je ruzné od nuly) tak, ze aju; + agug + -+ +
apu, = o. Necht vy, vo, ..., v, je skupina vektoru, kterd vektory uj, us, ..., u,
obsahuje. Predpokladejme, ze vektory vi, va, ..., v, jsou sefazeny tak, ze vi = uy,
Vo =Wy, ..., Vv, =u,. Pakale o;vi +aovo+---+a,v, +0-v, 1 +---+0-v,, =o0.
Z koeficientu aq, ao, ..., ay, 0,..., 0 je jisté alespon jeden nenulovy. Skupina vektoru
Vi, Vo,..., Vy, je proto linearné zavisla. [

1.1.12. Dimenze vektorového prostoru. Necht n je pfirozené ¢islo. O vektorovém
prostoru V fekneme, ze je n—rozmérny (neboli ze ma dimenzi rovnou n — pouzivame
zépis dimV = n), jestlize

a) v prostoru V existuje skupina n vektoru, ktera je linedrné nezavisla,
b) kazda skupina vice nez n vektoru ve V je linedrné zavisla.

Jinymi slovy: dimenze vektorového prostoru V je rovna maximalnimu poctu linedrné
nezavislych vektoru, které lze ve V nalézt.

1.1.13. Baze vektorového prostoru. Necht V je n-rozmérny vektorovy prostor.
Kazdou linearné nezavislou skupinu n vektoru z V nazyvame bdzi prostoru V.

1.1.14. Poznamka. Uvédomte si, ze pocet vektoru v jakékoliv bazi V je stejny a je
roven dimenzi V.

1.1.15. Véta. Je-liuy, us, ..., u, baze vektorového prostoru V, pak kazdy vektor z V
Ize vyjadrit jedinym zpiisobem jako linearni kombinaci vektori této baze.

Dukaz: a) Existence vyjddieni: Necht v je libovolné zvoleny vektor z V. Skupina
vektort uy, Uy,. .., U,,Vv je linedrné z4visla (nebot je skupinou vice nez n vektort).
Existuji tudiz ¢isla oy, s, ..., a,, 5 (ne vSechna rovna nule) tak, ze
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aju; + asuy + ... + a,u, + v = o.

Kdyby bylo g = 0, plynula by odtud linearni zavislost vektoru uy, us... , u,, coz by
byl spor s predpoklady véty. 5 je tedy ruzné od nuly a z vySe uvedené rovnice lze V

vyjadrit jako linearni kombinaci vektori uy, us, ..., w,:
. a7 (6%) (079
V——Eul—EUQ——Eun
b) Jednozna¢nost vyjaddieni: Predpoklddejme, Ze v lze napsat jesté jinym zpusobem
jako linearni kombinaci vektoru wuy, ug,..., u,: VvV = cu; + cuy + -+ + c,u,.

Odecteme-li prvni vyjadieni v od druhého, dostaneme:

g Qg Oy,
o = <cl—|——>u1 + <CQ+—)UQ+ R (cn—i——)un.

g B p
Z linedrni nezéavislosti vektoru uy, us, ..., u, plyne: ¢;+a1/=0,ca+ /=0, ...,
cn + o,/ = 0. Odtud ziskdme rovnosti ¢; = —ay /B, co = —an/B, ..., cn = —ay, /5,
které ukazuji, ze obé vyjadieni vektoru V jsou stejna. O

1.1.16. Poznamka. Vétu 1.1.15 je mozné ,,otocit”. Tim minime, Zze lze také dokéazat
spravnost opacné implikace: Je-1i V vektorovy prostor a uy, us, ... , u, je skupina vek-
torti ve V ktera ma tu vlastnost, ze jakykoliv vektor z V Ize vyjadrit jedinym zptisobem
jako linearni kombinaci vektorti této skupiny, pak vektory uy, us,..., u, tvori bazi
prostoru V.

I.1.17. Priklad. Vektory i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1) tvoii bézi vekto-
rového prostoru V(E3). Kazdy vektor a = (aq, as, a3) € V(E3) lze totiz zapsat jedinym
zpusobem jako linedrni kombinaci vektoru i, j, k: a =ay - (1,0,0) + az - (0,1,0) + a3 -
(0,0,1). Vzhledem k poznamce 1.1.14. zaroven dospivame k nikterak piekvapujicimu
zjisténi, ze prostor V(EE3) je trojrozmérny.

Podobné, aritmetické vektory e; = [1,0,...,0], e =[0,1,...,0], ..., e, =[0,0,...,1]
tvori bézi prostoru R™ (a tento prostor byl tedy v odstavei I.1.1. oprdvnéné nazvén n —
rozmérnym).

1.1.18. Poznamka. Baze vektorového prostoru neni urcena jednoznacné ! Muzete se
presvédcit o tom, ze napiiklad skupiny vektoru i = (1,0), j=(0,1) au=(2,-1), v=
(1,1) tvoii obé béze vektorového prostoru V(E,). Kazdy vektorovy prostor (s vyjimkou
tzv. trividlniho vektorového prostoru, tvoreného jedinym (a to nulovym) prvkem), mé
dokonce ruznych bazi nekoneéné mnoho.

Je-li V n-rozmeérny vektorovy prostor a je-li uj, up,..., u; (kde j < n) linedrné
nezavisla skupina vektoru ve V, pak tuto skupinu lze vzdy doplnit vhodnymi vektory
z V na bazi prostoru V.

1.1.19. Podprostor vektorového prostoru. Necht V je vektorovy prostor a necht
W je podmnozina prostoru V. Je-li W vektorovym prostorem (se stejné definovanymi
operacemi sc¢itani a ndsobeni vektoru redlnymi ¢isly jako v prostoru V), nazyvame W
podprostorem vektorového prostoru V.
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1.1.20. Jak poznat podprostor. Predpokladejme, ze W je podmnozina vektorového
prostoru V. Chceme zjistit, zda W je podprostor V. Operace sc¢itani vektoru z W a
nasobeni vektoru z W realnymi ¢isly jsou definovény, protoze tyto operace jsou defi-
novany ve VaW C V. K tomu, abychom zjistili zda W je samostatnym vektorovym pro-
storem (a tudiz podprostorem V), tedy staci ovérit uzavienost W vuéi obéma operacim.
(Tj. je tfeba zjistit, zda soucet dvou libovolnych vektoru z W je prvkem W a rovneéz
zda soucin libovolného vektoru z W a libovolného redlného ¢isla je opét prvkem W.)

1.1.21. Piiklad. Mnozina vSech aritmetickych vektoru, které lze napsat ve tvaru
[, B, 0] (kde a, 3 jsou realnd ¢isla), je podprostorem R3.

Mnozina v8ech aritmetickych vektoru, které lze zapsat ve tvaru [, 5, 7] (kde «, S,
7 jsou redlnd &isla, pficemz o > 0), nen{ podprostor R3.

*1.1.22. Poznamka. Zkuste si sami dokdzat tato jednoduchd tvrzeni:

a) Je-li V vektorovy prostor a je-li uy,...,u; skupina vektoru z V, pak mnozina vsech
moznych linedrnich kombinaci vektorii uy, ..., u tvori podprostor prostoru V. (Tento
podprostor je nazyvan linedrni obal skupiny vektoru uy,...,u.)

b) Je-li skupina vektoru uy,...,uy linedrné nezavisla, pak zdaroven tvori bazi svého
linearniho obalu a dimenze linedrniho obalu je tudiz rovna k.

1.2. Matice a determinanty

1.2.1. Matice. Matici typu m X n nazyvame obdélnikové pole, tvorené z m-n redlnych
¢isel (tzv. prukd matice), zapsanych v m fadcich a n sloupcich. Matice oznacujeme
velkymi pismeny. Pokud jejich prvky nevypisujeme piimo hodnotami, pak je znacime
obvykle stejnymi malymi pismeny se dvéma indexy: prvni index udava v jakém radku
se prvek nachazi a druhy index udava v jakém sloupci se prvek nachazi.

I.2.2. Priklad.

i, Qr2, ..., Qin 0, 2, 3, 4, 8, —5
asi, asg, ..., Aon, B — 2, 3, 5’ —17 9’ 17
: : : 3, =8, 7, 6, —4, 23

A =
m1, @m2, ---, Gmn

A je matice typu m x n, B je matice typu 3 x 6.
Je-li typ matice A zndmy, lze A zapsat Gspornéjsim zptusobem: A = (a;;).

1.2.3. Rovnost dvou matic. Dvé matice pokladame za sobé rovné, jsou-li stejného
typu a maji-li na odpovidajicich si mistech stejné prvky.

1.2.4. Hlavni diagonala, horni trojihelnikova matice, nulova matice,
transponovana matice. Predpoklddejme, ze A = (a;;) je matice typu m x n.

Prvky a1, age, ... tvori v matici A tzv. hlavni diagondlu.
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Jsou-li v matici A v8echny prvky pod hlavni diagondlou rovny nule, nazyvame A
horni trojuhelnikovou matici.

Matici, jejiz vSechny prvky jsou rovny nule, nazyvame nulovou matici.

Matici B = (b;;) typu n x m, pro jejiz prvky plati b;; = a;; (1 = 1,...,n; j =
1,..., m), nazyvadme transponovanou matici k matici A. Znacime ji AT. (1. sloupec
matice AT je stejny jako 1. fddek matice A, 2. sloupec matice AT je stejny jako
2. tadek matice A, atd. Jinymi slovy: transponovanou matici k matici A ziskame
”preklopenim”matice A kolem hlavni diagonaly.

1.2.5. Ctvercova matice, jednotkova matice. Matici typu n X n nazjvame
¢tvercovou matict. (Ctvercova matice mé stejny pocet fadku, jako sloupcu.)

Ctvercovou matici, ktera ma na hlavni diagondale samé jednotky a v§ude mimo hlavni
diagonalu nuly, nazyvame jednotkovou matici. Tuto matici oznacujeme E.

I.2.6. Scitani matic. Jsou-li A = (a;;) a B = (b;;) matice stejného typu m x n, pak
jejich souctem nazyvame matici C' = (¢;5), kterd je rovnéz typu m x n a pro jeji prvky
plati: ¢;j = a;;+b;; (i=1,...,m; j=1,..., n). Pouzivime zdpis C = A+ B.

I.2.7. Nasobeni matic redlnymi ¢éisly. Je-li A = (a;;) matice typu mxn a A je redlné
¢islo, pak soucinem cisla A a matice A (nebo také A\-ndsobkem matice A) nazyvame
matici C' = (¢;;), kterd je rovnéz typu m x n a pro jeji prvky plati: ¢; = A - a5
(t=1,...,n; 5=1,..., m). Pouzivdme zapis C' = \ - A.

1.2.8. Priklad.

L3022 2 (2 -1 o (1) _ (2

4, -1, 3 -1, 3, -8 ) \3, 2 -5’ 4 )  \ 8 )
1.2.9. Poznamka. Matice stejného typu také odcitat: Rozdilem matic A a B nazyva-
me matici C = A+ (—1) - B. Piseme C = A — B.

I.2.10. Nasobeni matic. Je-li A = (a;;) matice typu m x n a B = (b;;) matice typu
n x p, pak soucinem matic A a B nazyvame matici C' = (¢;;) typu m X p, pro jejiz
prvky platl: ¢;; = ;1 - by + g by + - F Qi by (E=1,...,m; j=1,...,p).
Pouzivame zapis: C' = A - B.

1.2.11. Poznamka. Definice ndsobeni matic se zdd na prvni pohled umeéla, proto se
k ni nyni jesté vratime. Diive se vSak seznamime s jednim pojmem:

Skaldrnim soucinem aritmetickych vektoru [uy, ug, ..., u,] a vy, va,..., v,] 2z R”
nazyvame ¢islo uy - vy + g - v + - + Uy - Uy .

Na fadky matice A muzeme hledét jako na aritmetické vektory z R™ (téchto radka
je m, kazdy z nich ma n prvku). Podobné, na sloupce matice B muzeme hledét jako
na aritmetické vektory rovnéz z R"™ (téchto sloupcu je p, kazdy z nich ma n prvkua).
Prvek ¢;; v matici C' nenf nic jiného, nez skalarni sou¢in i—tého fadku v matici A a
j—tého sloupce v matici B.

Abychom mohli utvorit sou¢in dvou matic A a B (v tomto poradi), musi mit matice
A tolik sloupcu, kolik ma matice B radku, tj. kdyz napiSseme typy matic A a B vedle
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sebe (naptiklad m x n, n x p), musi byt druhé a tieti ¢islo v zapisu stejné. Jinak matice
A a B nésobit (v tomto poradi) nelze.

1.2.12. Piiklad. Ovérte sami vypoctem, ze plati

3, 2, 5 1, 5 —1, 11 3, 5 . 19
2, —4, 6 3, =2 | = —22, 18 |, 6, —2 -(2): 14
1, 0, 0 —2, 0 1, 5 ~1, 0 ~3

1.2.13. Pravidla pro operace s maticemi. Predpokladejme, ze A, B a C jsou matice
a «, [ jsou redlna cisla. Pak kazdd z rovnosti

a) A+ B=B+ A, b) (A+B)+C=A+(B+0C),
c) a-(A+B)=a-A+a-B, d) (a+p)-A=a-A+[ A,
e) A-(B+C)=A-B+A-C, f) (A-B)-C=A-(B-C),
g) A-E=A, h) F-B=0B,
i) (A+ B)T = AT + BT, i) (A-B)f =BT. AT
plati, pokud typy matice jsou takové, ze operace na levych stranach maji smysl. Zkuste
za tohoto predpokladu platnost rovnosti a) — j) sami ovérit.
Nésobeni matic neni komutativni, tj. neplati obecné, ze A-B = B-A! Je-li naptiklad
matice A typu 3 x 5 a B matice typu 5 X 7, 1ze utvorit souc¢in A - B (je to matice typu

3 x 7). Sou¢in B - A vsak utvorit vibec nelze. Avsak i tehdy, kdy oba sou¢iny A - B i
B - A maji smysl, lze najit takové priklady, kdy A- B # B - A.

1.2.14. Hodnost matice. Maximalni pocet linearné nezavislych radku matice A
(chapanych jako aritmetické vektory) nazyvame hodnosti matice A. Znacéime ji h(A).

1.2.15. Piiklad. Necht 5

1, 5
A=11 3, 7
4, -3, 1

J

Naptiklad pomoci véty 1.1.9. lze zjistit, ze prvni dva fadky matice jsou linedrné nezavis-
16. Tteti Fadek je linearni kombinaci prvnich dvou (rovna se rozdilu 3-nasobku prvniho
fadku a 2-ndsobku druhého fadku). Vsechny tii fadky tvoii skupinu linedrné zavislou.
Maximalni pocet linedrné nezavislych radku je dva, proto je h(A) = 2.

1.2.16. Poznamka. Je prirozené polozit si otazku, zda by nebylo mozné definovat
hodnost matice A pomoci jejich sloupcu misto fadku (tj. jako maximalni pocet linedrné
nezavislych sloupcu matice A, hledime-li na tyto sloupce jako na aritmetické vektory).
Odpovéd je jednoduchd: ANO. ”Rédkova’i ”sloupcova” definice pFifazuje matici totéz
¢islo, jakozto jeji hodnost. Musime vSak upozornit ctenaie, ze dokazat exaktné, ze
pomoci obou definic skute¢né ziskame stejné hodnosti, neni zcela jednoduché.

VVVVVV

se nam ihned rozpoznat, které tadky tvoii linearné nezavislou skupinu a které jsou
naopak linearni kombinaci ostatnich radku. Proto se otdzce stanoveni hodnosti matice
budeme v nékolika nasledujicich odstavcich vénovat podrobnéji.
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1.2.17. Véta. Necht A je horni trojihelnikova matice typu m x n, kterd ma vsechny
prvky na hlavni diagonale riizné od nuly. Pak h(A) = min{m; n}.

Rozmyslete si sami, ze pro matici vyhovujici predpokladum této véty plati:
min {m; n} = pocet nenulovych fadku.

1.2.18. Piiklad. Misto obecného dikazu véty 1.2.17 se zabyvejme specialnim piikla-
dem: Ptedpokladejme, ze
3, 3, 5, 0, =3, 8
A=10 1, 7, —6, 4, 3
0, 0, 5, 14, 4, 2

Ukazme, ze fadky matice A jsou linedrné nezavislé. Sestavime vektorovou rovnici
a-(3,3,50, -3,8)+6-(0,1,7,—6,4,3)+~-(0,0, 5, 14, 4,2) = (0,0, 0, 0, 0, 0).

Rozepiseme-li tuto rovnici do soutradnic a postupujeme-li od prvni soutradnice, zjistime,
ze existuje jediné feSeni: = [ = v = 0. Linedrni nezavislost radku matice A nyni
plyne z véty 1.1.9. Tyto linedrné nezavislé fadky jsou tii, proto je h(A) = 3.

Podobné, matice

1, 3, =2 -2, 3, 0, 5 ( 2, 1 ) ) ( 1, 2, -5, 8 )
0, 4, 7 0, —1, 5, 0 0, 4 ) 0

0, 0, 5 |’ 0, 0, 15, 1 |’ 0|’

0, 0 0 0, 0, 0, 7 0

) Y

maji postupné hodnosti 3, 4, 2, 1, 1.

1.2.19. Ekvivalentni tpravy matice. Mame-li ur¢it hodnost obecné matice, pak
pomoci tzv. ekvivalentnich iprav (které neméni hodnost matice) prevedeme nejprve na
horni trojihelnikovou matici (s nenulovymi prvky na hlavni diagondle) a jeji hodnost
pak uréime pomoci véty 1.2.17. Ekvivalentni upravy, které budeme pouzivat, jsou tyto:

a) zmeéna poradi Tadki,

b) wyndsobeni nékterého Tdadku nenulovygm ¢islem,

c) pricteni k nékterému rddku linedrni kombinace ostatnich radku (specidlné, prictent
ndsobku jiného radku),

d) wynechdani radku, ktery je linedrni kombinacti ostatnich radki (specidlné, vynechdni
radku obsahujictho samé nuly nebo vynechani radku, ktery je nasobkem néjakého
jiného radku,).

Skutecnost, ze tyto tipravy neméni hodnost matice, dokazovat nebudeme. Upravy z bo-
du a) — d) lze provadét i se sloupci matice, hodnost se rovnéz neméni.

Postup, jak pomoci ekvivalentnich tiprav prevést libovolnou matici na horni trojuhel-
nikovou matici (s nenulovymi prvky na hlavni diagondle), se nazyva Gaussuv algorit-
mus. Tento algoritmus vysvétlime na prikladu:
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1.2.20. Priklad. Urcéime hodnost matice 2, —1, 1, 8, 2
4, =3, 5, 1, 7

A= 8, —6, 8, 12, 12

6, —4, 6, 9, 9

1. krok: Jelikoz aj; # 0, prvni tddek opiseme. (Kdyby bylo a;; = 0, pak bychom
zameénili tddky nebo sloupce matice tak, aby na misté aj; byl nenulovy prvek.) Pod
prvek a;; se nyni snazime dostat samé nuly. Proto nejprve 1. fadek nasobime ¢islem
(—2) a pricteme ke 2. fadku, poté 1. fadek ndsobime ¢islem (—4) a pricteme ke 3. fadku
a nakonec 1. fadek ndsobime ¢islem (—3) a pricteme ke 4. fadku. Ziskdme matici:

2, —1, 1, 8, 2
0, —1, 3, —15, 3
0, —2, 4, —20, 4
0, =1, 3, —15, 3

Y Y

2. krok: 1. radek opiseme. Jelikoz na misté 2,2 je nenulovy prvek, opiSeme i 2. radek.
Pod prvek na misté 2,2 se nyni snazime dostat samé nuly. To se podaii, jestlize 2. fadek
vynasobime ¢islem (—2) a pricteme ke 3. fadku a nakonec 2. fadek odecteme od 4. fadku.

Ziskdme matici:

2, —1, 1, 8, 2
0, -1, 3, =15, 3
0, 0, =2, 10, -2
0

, 0, 0, 0, 0

3. krok: Posledni radek obsahuje samé nuly, proto jej vynechame. Ziskame horni troj-

uhelnikovou matici:

2, —1, 1, 8, 2
0, —1, 3, —15, 3
0, 0, —2, 10, -2

Posledni matice ma podle véty 1.2.17 hodnost 3, proto i h(A) = 3.

1.2.21. Determinant. Necht A je étvercovd matice. Determinantem matice A nazy-
vame ¢islo, které oznacujeme det A a které lze matici A priradit podle téchto pravidel:

a) Je-li A= (a) ¢tvercovd matice typu 1 x 1, pak det A = a.

b) Je-li A = (a;;) ¢tvercova matice typu n xn (pron > 1), vybereme libovolny fadek
matice A (oznacime jej jako i—ty) a polozime

(121) det A = ;1 Ail + a;o - Ai2 + ...+ Q- Ain;

kde A;; je tzv. doplnék proku a;; v matici A. Tento doplnék je roven (—1)"* Ay,
kde Aj; je determinant ctvercové matice typu (n — 1) x (n — 1), ktera vznikne

z matice A vynechdnim i—tého fadku a j—tého sloupce.

I.2.22. Poznamka. Souctu (I.2.1.) fikdme rozvoj determinantu podle i—tého rddku.
Lze dokazat, ze nezdlezi na tom, podle kterého radku determinant rozvijime, vzdy
dospéjeme ke stejnému vysledku. Determinant lze dokonce rozvijet i podle libovolného
sloupce. Rozvoj determinantu podle j—tého sloupce vypada nasledovneé:
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detA:alj-Alj+a2j-A2j+...+anj-Anj.
Ovéfte sami, ze pro ¢tvercovou matici A = (a;5) typu 2 x 2 plati:
det A = a11 - A2 — A12 * A921.

Zapamatujte si tuto jednoduchou formuli!

Rozvojem determinantu podle nékterého radku nebo sloupce prevedeme otazku
vypoctu determinantu matice typu n X n na otazku vypoctu n determinantiu matic
typu (n — 1) x (n — 1). Kazdy z téchto determinantu lze opét rozvést podle nékterého
z jeho radku nebo sloupcu a tak problém ptevést na vypocet determinantu matic typu
(n —2) x (n — 2). Takto lze postupovat, az se dostaneme k maticim typu 2 x 2 (nebo
dokonce 1 x 1), jejichz determinanty umime pocitat jinak.

I.2.23. Poznamka. Determinant matice A = (a;;) ¢asto zapisujeme podobné jako
matici A, pouze misto kulatych zavorek pouzivame svislé ¢ary.

1.2.24. Sarussovo pravidlo. Prii vypoc¢tu determinanti matic typu 3 x 3 lze kromé
rozvoje podle nékterého fadku ¢i sloupce pouzit jesté tzv. ”Sarussovo pravidlo”:

det A = ay1-as-ass + a - ase - ars + as; - aio - Ay —

— Q13- Ag2 - 31 — Q11+ a32 - A3 — Q21 * A12 * A33-

Spravnost tohoto vzorce lze dokazat pomoci rozvoje podle nékterého radku ¢i sloupce
matice A. Vzorec si muzeme snadno zapamatovat pomoci nasledujiciho schématu:

aii, dar2, dais
21, ag22, a23
asi, as2, ass
ai, aiz2, i3

/
@ :? 15 )

/1)
@

1.2.25. Cviceni. Ovérte sami, ze

L s s 42 5 0

a) |25 _ by | % % o) |2 -1, 0, 2

‘3, 7‘_ L 5. —1, 0 |=215, 5 6 s o |=—90L
3, 2, -4 7,1, 0, 1

P1i vypoctu posledniho determinantu je vyhodné pouzit rozvoj podle 3. sloupce. (Proc¢?)

1.2.26. Geometricky vyznam determinantu. a) Ptedpokldadejme nejprve, ze A je
¢tvercova matice typu 2 x 2. Povazujme jeji fadky za vektory a; a as. Dopliime v roviné
E, oba vektory na rovnobéznik. Jednoduchym vypocétem se muzete presvédéit o tom,
ze plosny obsah tohoto rovnobézniku je roven | det A.

b) Nyni predpoklddejme, ze A je ¢tvercova matice typu 3 x 3, jejiz fadky tvoii vektory
vektory aj, as, ag. Doplnme v E3 tyto vektory na rovnobéznostén. Pak objem tohoto
rovnobéznosténu je roven | det Al.
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¢) Obecné, necht A je ¢tvercova matice typu n x n, jejiz fddky tvorf vektory ay, ...,
a,. Doplnme v E,, tyto vektory na n-rozmérny rovnobéznostén. Pak n—-rozmérny objem
tohoto rovnobéznosténu je roven | det Al.

Tvrzeni a), b), ¢) zustdvaji v platnosti, pracujeme-li se sloupci matice A misto

s jejimi radky.

1.2.27. Dulezité vlastnosti determinantu. Znalost nasledujicich vét je dulezita pii
vypoctech determinantu. Predpokladdme, ze A je ¢tvercova matice typunxn (n > 1).

a) Obsahuje-li néktery fadek (nebo sloupec) matice A samé nuly, je det A = 0.
(Je to patrné, rozvineme-li determinant podle nulového fadku nebo sloupce.)

b) det A = det AT

¢) Vyménime-li v matici A navzdjem dva fadky (nebo sloupce). je determinant
nové matice roven —det A.

d) Jsou-li dva faddky (nebo sloupce) v matici A stejné, je det A = 0. (Je to dusledek
bodu ¢): vyménime-li navzajem dva stejné fadky, je podle bodu ¢) determinant
nové matice roven — det A. Nova matice je ale stejna jako A, jeji determinant je
tudiz roven det A. Z rovnosti —det A = det A plyne: det A =0.)

e) Vyndasobime-li néktery rddek (nebo sloupec) matice A ¢islem A, je determinant
nové matice roven ) - det A. (Lze se o tom snadno presvédcit, rozvineme-li deter-
minant nové matice podle vynasobeného fadku nebo sloupce.)

f) Je-li nektery fadek (respektive sloupec) matice A ndsobkem jiného fadku (res-
pektive sloupce), je det A = 0. (Je to okamzity dusledek bodu d) a e).)

g) Je-li néktery fadek (respektive sloupec) matice A linedrni kombinaci ostatnich
radku (respektive sloupcu), je det A = 0. (Lze se o tom presvédéit, rozvineme-li
determinant matice A podle toho tadku (respektive sloupce), ktery je linedrni
kombinaci ostatnich fadku (respektive sloupci) a pouzijeme-li body e) a d).)

h) Determinant se nezméni, pficteme-li k libovolnému fadku (respektive sloupci)
linedrn{ kombinaci ostatnich fadku (respektive sloupcu).

i) Jsou-li A a B ¢tvercové matice stejného typu, je det(A - B) = det A - det B.

1.2.28. Poznamka. Determinant jednotkové matice typu n x n (pro libovolné n € N)
je roven 1.

Obecnéji: Determinant ¢tvercové matice, ktera méa bud pod hlavni diagondlou nebo
nad ni samé nuly (tj. také determinant ¢tvercové horni trojihelnikové matice) je roven
soucinu prvku na hlavni diagonale. Zkuste se o pravdivosti tohoto jednoduchého tvrzeni
sami presvedcit.

(Termin ,,¢tvercova horni trojuhelnikova matice” zni ponékud podivné, nicméné po
peclivém precteni definice ¢tvercové a horni trojuhelnikové matice uvidite, ze adjektiva
,,ctvercovd” a , horni trojihelnikovd” nejsou ve sporu.)

Determinant matice A typu n x n jsme definovali v odstavci [.2.21 pomoci rozvoje
podle tadku (nebo sloupce). Determinanty ,,mensich” matic lze pomoci téchto rozvoju

17



skutecné i pocitat. Vypocet determinantu ,,vétsich” matic pomoci rozvoju podle radku
nebo sloupcu by vsak vyzadoval provedeni nesmirné velkého mnozstvi operaci. (Napii-
klad pro matici typu 100 x 100 by na to ani modernim pocita¢um nestacila doba, po
kterou existuje nas vesmir.) Takové determinanty lze poécitat jinymi (tzv. numerickymi)
metodami. Napiiklad: Pomoci tiprav z bodu h) v odstavci 1.2.27 1ze determinant prevést
na determinant matice, ktera ma pod hlavni diagondlou samé nuly. Poté je mozné
vyuzit tvrzeni z prvni ¢asti tohoto odstavce. O numerickych metodach se dozvite vice
v predmétu ,,Numericka matematika” ve druhém rocniku studia.

1.2.29. Regularni a singularni matice. Ctvercovou matici typu n x n, kterd ma
maximalni moznou hodnost (tj. n) nazyvame requldrni matici.

Ctvercovou matici, ktera neni regularni, nazyvame singuldrni matici.

1.2.30. Inverzni matice. Predpokladejme, ze A a E jsou ¢tvercové matice typu
n X n, piicemz E je jednotkova matice. Ctvercovou matici A~ typu n x n nazyvame
inverzni matici k matici A, jestlize plati

A-A7l = FE.

Z néasledujicich odstavei je patrné, ze inverzni matice A~ nemusi existovat ke kazdé
¢tvercové matici A

1.2.31. Véta. Necht A je étvercova matice. Pak ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:
a) Matice A je regularni.
b) det A# 0.
c) K matici A existuje inverzni matice A™!.

(Dukaz této véty vynechdme. Tato véta mimo jiné iikd, kdy ke ¢tvercové matici A
existuje inverzn{ matice A1)

1.2.32. Véta. Jsou-li A a B regularni matice téhoz typu, je matice A - B rovnéz
regularni. Plati:
(A-B)y"'=pB"1.- AL

Dukaz: Matice A i B jsou regularni, podle véty 1.2.31 maji nenulové determinanty.
Z vlastnosti 1.2.27 h) plyne: det(A- B) = det A-det B, coz je ruzné od 0. Podle véty
1.2.31 je matice A-B regulérni. Vzorec pro (A-B)~! plyne z rovnost{ (A-B)-(B~'A™1) =
A-(B-BYHY-A'=A-FE-A'=A-A1'=F. O

1.2.33. Véta. Je-li A reguldrni matice, pak A™! je také reguldarni matice a plati:

a) (A™H)™t = A, b) A-A1=A"1. A=FE.
Diikaz: a) Kdyby A~! byla singuldrni matice, platilo by: 1 =det £ = det(A-A™1) =
det A-det A=' =det A-0 =0, coz ale neni mozné. Matice A™! je tedy reguldrni. Déle
ziejmé plati: (A7) =(A- A7) - (A H)1=A.-[A- (AH=A-E=A
b) Vzorec A- A™! = E je nam jiz zndmy. Zbyva tedy ukézat, ze také A1 A = E.
Oznatme B = A™!. Ziejmé plati: A™'-A=B-(A")"'=B-B'=F. O
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1.2.34. Véta. Pokud ke ¢tvercové matici A existuje inverzni matice A™!, je uréena
jednoznacné.

Dukaz: Predpokladejme, ze Al_l a AI_} jsou obé inverzni matice k matici A. Pak plati:
a) Al ACAR = (AN A) A = B AL = A
b) Ap' A A =Ap(ACAY) = AT E = A7

Odtud plyne, ze A;' = A;}. To znamend, Ze inverzni matice (pokud existuje) je uréena

jednoznacné. O

1.2.35. Vypocet inverzni matice. Praktickou otazkou je, jak k reguldrni matici A
typu n X n inverzni matici A~! vypoéitat. Lze napifklad dokazat, ze
T
Alla R Aln
-1 1 )

¢ Anla e Ann

kde A;; jsou dopliky prvki a;; v matici A (viz odstavec 1.2.21, bod b). Pouzivani
tohoto vzorce vSak pro vétsi n neni vyhodné vzhledem k pracnosti vypocti prvku
A;;. Na cviceni se proto sezndmite s méné pracnou metodou, zaloZzenou na podobném
postupu, jako je Gaussuv algoritmus popsany v prikladu 1.2.20. Metoda je téz vysvétlena
v piikladu 159 na str. 9 a 10 ve skriptu [NK].

1.3. Soustavy linearnich algebraickych rovnic

1.3.1. Zakladni pojmy. Soustavu rovnic

a1ry + appres + ... 4+ apr, = b
a9o1 L1 + 929 To 4+ ... + Aop Ty = bg
(1.3.1)
Am1T1 + GmaZTa + ... + QGunZn = bn
(kde a1, aia, .., Gmn, b1, ba, ..., by jsou zadand redlnd cisla a xq, zo, ..., x, jsou

neznamé) nazyvame soustavou linedrnich algebraickijch rovnic. Matice

a11, @12, ..., Qip a1y, Qi2, ..., Qin by

21, G22, ..., Q2 21, Q22, ..., Q2n by
A= : (A]B) =

Aml, Am2, .., Amn Am1, Qm2, ..., Amn bm

nazyvame matice soustavy (1.3.1) a rozsirend matice soustavy (1.3.1). Ozna¢me déle

T bl
T b
x=1 71, B=| "
Tp bm
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X jematice typu nx 1 a B je matice typu m x 1. Pomoci téchto matic mizeme soustavu
(I.3.1) zapsat podstatné dspornéjsim zpusobem:

(L3.1) A-X = B

Za teSeni soustavy (I.3.1) povazujeme kazdou uspotrddanou n—tici redlnych ¢isel
x1, Tay ..., T, kterd soustavé (1.3.1) vyhovuje. Na FeSeni soustavy lze tudiz nahlizet
jako na aritmetické vektory, tj. prvky R". Véfime, ze nemuze dojit k nedorozumeént,
budeme-li feSeni chapané jako aritmeticky vektor oznacovat stejné, jako reseni chapané
jako matice typu n x 1 (tj. v obou piipadech napiiklad jako X).

Jsou-li vSechna ¢éisla by, b, ..., b, rovna nule, nazyvame soustavu (1.3.1) homo-
genni. V opacném piipadé nazyvame soustavu (1.3.1) nehomogenni. Homogenni sou-
stavu muzeme uspornym zpusobem zapsat:

(1.3.2) A-X = 0,

kde O je nulova matice typu m x 1.

Nehomogenni soustava nemusi mit vzdy feseni. (Piiklad: x; + 23 =1,
x1 + x2 = 2) Naproti tomu homogenni soustava ma vzdy alespon jedno, a to nulové,
feseni: xy = w9 = -+ = x,, = 0 (téz nazyvané trividini reseni). Samoziejmé, v mnoha
pripadech ma i dalsi, nenulova feSeni.

Dvé soustavy rovnic se nazyvaji ekvivalentni, jestlize mnozina vSech teSeni jedné
soustavy je stejnd, jako mnozina vSech teseni druhé soustavy.

Nasim dalsim cilem bude naucit se nalézt vSechna feseni soustavy (1.3.1) a seznamit
se se strukturou mnoziny vsech feseni soustavy (1.3.1) (pfipadné (1.3.2)).

I.3.2. Gaussova elimina¢ni metoda. Touto metodou lze fesit soustavu (I1.3.1).
Podrobnéji se s ni seznamime na cviceni, zakladni kroky postupu jsou vsak tyto:

1. krok: NapiSeme rozsitenou matici soustavy. Tuto matici pfevadime na horni troj-
thelnikovou matici pomoci tprav, popsanych v bodech a) — d) v odstavci 1.2.19 a
v prikladu 1.2.20. (ijravy a) — d) provadime s fadky matice. Nékteré dpravy lze s
jistymi komplikacemi provadét i se sloupci, v tomto vykladu se takovymi piipady ale
nezabyvame.)

2. krok: K ziskané matici opét prifadime soustavu rovnic (ekvivalentni s puvodni

soustavou) a tuto soustavu resime postupné od posledni az po prvni rovnici. Na kazdou

z rovnic pfitom hledime jako na jednu rovnici pro jednu nezndmou — tu nezndmou,

kterda ma v rovnici nejnizsi index.

2a) Tento postup umozni v piipadé, kdy posledni rovnice ma tvar c,z, = v (kde
cn # 0) z této rovnice jednoznaéné spocitat x,,, po dosazeni za x,, do predposledni
rovnice odtud spocitat x,,_1, atd.

2b) Ma-li posledni rovnice tvar 0 =+, kde v # 0, soustava nema feseni.

2¢) Ma4-li posledni rovnice tvar cpzy + cpai1@pi1 + -+ + e = 7, kde ¢, # 0, pak
Thal, Thao, - - -, Tp polozime rovny obecnym parametrum (které muzeme znagéit
napiiklad py, po, ..., pp_pn). Z rovnice vyjadiime x; a v postupu pokracujeme
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dosazenim za xy, xpy1, ..., £, do pfedposledni rovnice. Soustava mé nyni neko-
necné mnoho feseni, ruzna konkrétni reSeni ziskame konkrétni volbou parametru

P1, P2y -5 Pn—h-

I.3.3. Poznamka. Zabyvejme se nejprve podrobnéji homogenni soustavou (I.3.2).
Pfi jejim feSeni Gaussovou elimina¢ni metodou samoziejmé nemuze nastat piipad 2b).
(Posledni sloupec rozsitené matice soustavy obsahuje samé nuly a dpravami z bodu a)
— d) z odstavce 1.2.19 na tom nic nezménime. Z tohoto duvodu pii Feseni homogenni
soustavy muzeme pracovat pouze s matici soustavy misto rozsifené matice soustavy).
Soustava ma tedy vzdy feSeni — jediné, trividlni (v ptipadé 2a), nebo nekonetné mnoho
feseni (v pripadé 2c¢). Néasledujici véta poskytuje dulezitou informaci o tom, jakou mé
mnozina vSech feSeni v tomto poslednim pripadé strukturu.

1.3.4. Véta. Mnozina vSech feseni homogenni soustavy (1.3.2) je podprostor aritme-
tického n—rozmérného prostoru R", ktery ma dimenzi rovnou n — h(A).

Dukaz: Mnozina vSech feSeni homogenni soustavy (I1.3.2) je podmnozinou R" (nebot
kazdy jeji prvek patii do R™). Jsou-li X a Y feseni soustavy (1.3.2), plati: A-(X+Y) =
A-X+AY =040 =0, tj. X+Y je také fesenim soustavy (1.3.2). Podobné, je-li X
feseni soustavy (1.3.2) a A je libovolné redlné éislo, je A-(AX) = A(A-X) =0 = O, tj.
AX je také fesenim soustavy (1.3.2). Mnozina vsech feseni homogenni soustavy (I1.3.2)
je tedy uzaviend vzhledem k operacim ,,s¢itani” a ,,nasobeni redlnymi ¢isly”. Proto je
podprostorem R”.

Tvrzeni o dimenzi tohoto podprostoru plyne z véty 1.2.17 a z postupu, popsaného
v odstavci 1.3.2. (Dimenze je rovna poctu parametru, které jsou v bodé 2¢) v odstavci
(I.3.2) oznaceny pi, pa, - .. , Pn_pn — zkuste si sami rozmyslet proc.) O

1.3.5. Piiklad. Resme soustavu rovnic r1 + x9 — 3xz3 = 0,
5r1 — 219 — 8I3 = 07
3.171 - 41‘2 - 21’3 = 0.

S matici soustavy provedeme dle ndvodu z odstavcu 1.3.2 a 1.2.19 tpravy:

1, 1, =3 1, 1, -3 1, 1, =3 1 1 _3
5 =2, -8 | ~ O, =7, T |~ | O =7, T | ~ ( 0’ _7’ 7)
3, —4, =2 0, =7, 7 0, 0, O ’ ’
Posledni matici muzeme zpétné priradit soustavu rovnic
r, + To — 3%3 = 0,
— Txg + Tx3 = 0.
Polozime z3 = p (kde p je parametr) a ze druhé rovnice vypocitame: zo = p. Po

dosazeni za x, a x5 do prvni rovnice vypocitdme: z; = 2p. Reseni tedy muzeme obecné
vyjadrit: [zq, xe, x3] = [2p, p, p] = [2, 1, 1] p. Odtud je téz patrné, ze feseni existuje
nekoneéné mnoho a mnozina vsech feSeni tvoii jednorozmérny podprostor R3, jehoz
bézi je aritmeticky vektor [2, 1, 1]. To koresponduje s tim, ze 1 =3 —2 (3 je pocet
neznamych, 2 je hodnost matice soustavy) — viz vétu 1.3.4.
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1.3.6. Poznamka. Je-li hodnost matice A rovna poctu neznamych, tj. n, pak mnozina
viech tTeseni homogenni soustavy (I1.3.2) je podprostorem R" dimenze n — n, tj. nula.
Takovy podprostor obsahuje jediny prvek — nulovy (tj. n—tici samych nul). Toto je tedy
presné ten piipad, kdy homogenni soustava (1.3.2) ma pouze trividlni (= nulové) feseni.

Popsany ptipad nastava naptiklad tehdy, je-li matice A ¢tvercova a regularni. Pak
homogenni soustava A - X = O ma jediné, a to nulové, feseni. Naopak, je-li matice A
singularni, je ¢islo n — h(A) kladné. Mnozina vSech feSeni soustavy A - X = O podle
véty 1.3.4 tvoii vektorovy prostor kladné dimenze — soustava tedy ma i nenulova reseni.

Nyni se vratime k obecné soustavé (1.3.1), kterd muze byt homogenni i nehomo-
genni. Nasledujici véta je velmi dulezita. Umoznuje totiz rozlisit kolik feseni soustava
ma, aniz ji fesime.

1.3.7. Frobeniova véta.
I. Soustava linedrnich algebraickych rovnic (1.3.1) (pro n neznamych) ma reSenf
praveé tehdy, je-li h(A) = h(A|B).
II. Je-li h(A) = h(A|B)=n, ma& soustava (1.3.1) jediné reseni.
Je-li h(A) = h(A| B) < n, ma soustava (1.3.1) nekonecné mnoho reseni.

*1.3.8. Poznamka. Zabyvejme se poslednim piipadem, kdy hodnosti obou matic jsou
rovny h, pricemz h < n. Ukazme, jakou ma mnozina vSech feSeni strukturu. Podle
véty 1.3.4 tvorl mnozina vSech feSeni piislusné homogenni soustavy (1.3.2) vektorovy
prostor (ktery je podprostorem R™) dimenze n — h. Je-li Xi, ..., X, béaze tohoto
prostoru, muzeme feseni homogenni soustavy (1.3.2) obecné vyjadiit ve tvaru Xy =
1 X1+ +cgXp_p. Znédme-li néjaké konkrétni feseni Y nehomogenni soustavy (1.3.1),
muzeme vSechna feSeni nehomogenni soustavy (1.3.1) symbolicky zapsat ve tvaru:

(133) X = Cle + ...+ Cn,thfh + Y.

To znamend (feeno ne zcela presné), ze probihaji-li ¢, ..., ¢, nezdvisle na sobé
mnozinou vsech redlnych ¢isel, probihd X mnozinou vSech feseni nehomogenni soustavy
(I.3.1). X se proto Casto nazyva obecné reseni soustavy (1.3.1).

1.3.9. Cramerovo pravidlo. Nyni se zabyvejme specialnim piipadem, kdy soustava
(I.3.1) je soustavou n linedrnich rovnic pro n nezndmych. Matice soustavy je v tomto
pripadé ¢tvercova. Z Frobeniovy véty bezprostiedné plyne toto dulezité tvrzeni:

Je-li matice A soustavy rovnic (I.3.1) regulédrni, ma soustava jediné feseni.

(Rozmyslete si sami, pro¢ tomu tak je.) Reseni lze v tomto piipadeé, kromé Gaussovy
elimina¢ni metody, také ziskat pomoci vzorcu

kde A = detA a A; je determinant ¢tvercové matice, kterd vznikne z matice A po
nahrazeni i—tého sloupce sloupcem pravych stran soustavy rovnic (1.3.1).

(Pii odvozovani tohoto vzorce lze vyjit z maticového zdpisu soustavy: A - X = B,
z nasledného zdpisu vektoru feseni ve tvaru X = A~!. B a z vyjadieni A~! pomoci
vzorce z odstavece 1.2.35.)
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1.4. Vlastni c¢isla a vlastni vektory ctvercovych matic

1.4.1. Motivace. V zijmu zjednoduseni zapisu bude v této kapitole vyhodné vektorem
rozumét n—tici ¢isel, zapsanych do sloupce. Na takovy vektor 1ze hledét jako na matici
typu n x 1. Vektory zde budeme proto znacit stejné jako matice, tj. velkymi pismeny.

Predpokladejme, ze A je ¢tvercova matice typu n X n. V matematice i jejich apli-
kacich se casto setkdvame s otdzkou, zda existuje nenulovy vektor X € V(E,) takovy,
ze soucin A - X je vektorem, lezicim na stejné piimce, jako X. Skutecnost, ze A - X lezi
na stejné piimce jako X, znamend, ze pro vhodné ¢islo A plati: A-X = AX. Dulezitou
otézkou nenf jenom nalezeni takovych vektora X, ale také piislusnych cisel A. Reseni
téchto problému ma velky vyznam napiiklad v teorii stability mechanickych soustav.

Protoze rovnice A-X = AX muze obecné mit komplexni feSeni, budeme v této ka-
pitole ptipoustét moznost, ze A je komplexni ¢islo a rovnéz soutradnice vektoru X nejsou
pouze realnd, ale i komplexni ¢isla. O ¢tvercové matici A, se kterou zde pracujeme,
vsak predpokladame, Zze jejimi prvky jsou pouze redlna cisla.

1.4.2. Vlastni cislo, vlastni vektor. Komplexni ¢islo A nazyvame wvlastnim cislem
¢tvercové matice A typu n X n, existuje-li nenulovy vektor X takovy, ze

A-X = )X.

Takovy vektor X se nazyva wvlastnim vektorem matice A odpovidajicim vlastnimu
¢islu .

1.4.3. Poznamka. Vlastni vektor neni urcen jednoznacné, vzdy je jich nekonecné
mnoho. Je-li totiz A- X = A X (tj. X je vlastnim vektorem matice A odpovidajicim
vlastnimu ¢islu \) a k € C, k # 0, pak také plati: A-(kX) = A(kX), neboli vektor
kX je také vlastnim vektorem matice A odpovidajicim vlastnimu ¢islu A.

1.4.4. Vypocet vlastnich éisel. Rovnici A - X = A X lze psat v ekvivalentnim
tvaru A- X —AE-X =0, neboli (A—AF)-X =0. (E je jednotkova matice typu
n xn a O je nulovy vektor, tj. nulovd matice typu n x 1.) Na vektorovou rovnici
(A= AE)-X = O lze hledét jako na soustavu homogennich linedrnich algebraickych
rovnic pro neznamé slozky vektoru X. Tato soustava ma nenulové teseni X pravé
kdyz hodnost matice soustavy, tj. matice A — \FE, je mensi nez n. (Viz vétu 1.3.4 a
poznamku 1.3.6.) Nerovnost h(A— AE) < n vyjadiuje pozadavek, aby matice A —A\F
byla singularni (viz odstavec 1.2.29). To je splnéno pravé tehdy, je-li

(1.4.1) det(A — \E) = 0.

(Viz vétu 1.2.31.) Nenulovy vektor X vyhovujici rovnici A - X = A X tedy existuje
pravé tehdy, plati-li (I.4.1). Rovnici (I.4.1) (pro nezndmou A ) nazyvame charakteris-
tickou rovnici matice A. Jejim feSenim ziskdme vsechna vlastni ¢isla matice A.

1.4.5. Priklad. Jaka mé vlastni ¢isla matice A = ( 2’ ;l ) ?

Reseni: Charakteristickd rovnice matice A m4é tvar
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3=\ 4

det(A — \E) = ’ 55

' = (3-\)-(-A)—4-5 = 0,

tj. A2 —8\—5 = 0. Refenije My =44+v21 a \=4— 21

1.4.6. Vypocet vlastnich vektort. Vlastni, vektory odpovidajici vlastnimu cislu A,
muzeme najit feSenim homogenni soustavy linedarnich algebraickych rovnic

(A—AE)-X = O

pro nezndmé xi,...,xT,, které jsou slozkami vektoru X.

I.4.7. Priklad. Najdéte vlastni vektory matice A z piikladu 1.4.5, které odpovidaji
vlastnimu ¢éislu A\ = 4 + +/21.

Regeni: Po dosazeni hodnoty 4 ++/21 za A do vektorové rovnice (4 — \E)-X = O
a po rozepsani do soutadnic obdrzime soustavu linearnich algebraickych rovnic

(—1—@)%1 -+ 4562 = 0,
51 + (].—\/ﬁ)l'g = 0.

Tato soustava mé nekone¢né mnoho feseni: z; = (1 —+/21)p, xo = —5p (kde p € C).
Kazdy vektor X s témito souradnicemi zy, 5 (kde p # 0 nebot X nesmi byt nulovym
vektorem) je hledany vlastni vektor.

1.4.8. Poznamka. Je-li \ realné vlastni ¢islo matice A, pak lze nalézt odpovidajici
vlastni vektor X, jehoz slozky jsou také redlnymi ¢isly. To znamend, ze k redlnym
vlastnim ¢islum lze nalézt redlné vlastni vektory.

1.4.9. Poznamka. Vlastni ¢isla a vlastni vektory ¢tvercovych matic maji radu dalsich

zajimavych vlastnosti. Napiiklad:

a) Vlastni vektory matice A, odpovidajici riznym vlastnim ¢islim, jsou linedrné
nezavislé.
(Ukazme to pro jednoduchost pouze pro skupinu dvou vlastnich vektora X; a Xo,
odpovidajicich vlastnim ¢islum A; a \o: jsou-li vektory linedrné zavislé, existuje k €
R, k 7é 0 takové, ze X2 = le Pak ale AXQ = Ak‘Xl = k‘AXl = k’)\le = )\1X2.
Odtud vidime, ze X5 je vlastni vektor, odpovidajici vlastnimu ¢islu A;. To znamena,
ze Ao = Ai. Naopak tedy plati: je-li A\; # Aq, pak vlastni vektory X; a X5 nemohou
byt linedrné zavislé.)

b) Matice A m4 vlastni ¢islo 0 pravé kdyz je singuldrni.
(A mé vlastni ¢islo 0 pravé kdyz existuje nenulovy vektor X takovy, ze A - X =
0- X = O. Na tuto vektorovou rovnici lze nahlizet jakozto na soustavu n linearnich
algebraickych rovnic se ¢tvercovou matici A. Takova soustava ma nenulové reseni
pravé kdyz matice A je singuldrni — viz poznamku 1.3.6.)

Dalsi jednoduchéa tvrzeni uvadime bez dukazu:

c¢) Je-li \ vlastnim ¢islem matice A a X je prislusny vlastni vektor, pak A je také
vlastnim ¢islem matice A a X je prislusnym vlastnim vektorem.
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d) Je-li \ vlastnim ¢islem matice A a X je piislusny vlastni vektor, pak \? je viastnim
¢islem matice A% a X je opét prislusnym vlastnim vektorem.

e) Existuje-li inverzni matice A™', je \ vlastnim ¢islem matice A pravé kdyz 1)\
je vlastnim ¢éislem matice A~'. Odpovidajici vlastni vektory jsou v tomto piipadé
stejné.

*f) Je-li A symetrickou étvercovou matici, pak vsechna jeji vlastni ¢isla jsou redlnd.
Vlastni vektory, odpovidajici riznym vlastnim ¢isliim, jsou v tomto pripadé kolmé.

1.4.10. Priklad. A je ¢tvercova matice typu 3 x 3. Rozhodnéte, zda muze mit tato
vlastni cisla, pripadné i vlastni vektory:

a) 2, 3 b) 3, 241, —3—2i ¢) 5+1i, 5—1, 7
—1 2 4
d) 4, 3—1i, 3+1i, 5 e) 7, 5, 1, 21, 131 (6
3 1 2

Redeni: a) Matice A miize mit vlastni ¢isla 2 a 3. Muze se ale stét, ze toto
nejsou vsechna vlastni ¢isla. Charakteristicka rovnice matice A je kubickou rovnici
a ta muze mit az tfi ruzné koteny.

b) Je-li 2 + i vlastnim ¢islem matice A, pak 2 — i je také vlastnim ¢islem A. (Viz
pozndmku 1.4.10, bod c).) Podobné, jelikoz —3 — 2i je vlastnim ¢éislem, je kom-
plexné sdruzené cislo —3 + 2i rovnéz vlastnim ¢islem. Matice A ale nemize mit
vlastni ¢isla 3, 2+1 a —3 + 2i, protoze téchto cisel je pét a A, jakozto matice typu
3 x 3, muze mit nejvyse tii vlastni ¢isla.

c) 5+1i, 5—1, 7 mohou byt vlastni ¢isla matice A.

d) Uvedend &isla jsou ¢tyfi, vlastni ¢fsla mohou byt nejvyse tii. Proto je odpoveéd
v tomto piipadé negativni.

e) Uvedend ¢isla mohou byt vlastnimi ¢éisly matice A. Cisla jsou riiznd, proto by
odpovidajici vlastni vektory mély byt linedrné nezdvislé. (Viz pozndmku 1.4.10,
bod a).) To vsak neni splnéno, protoze tieti vektor je dvojndsobkem druhého.
Odpoveéd je tedy negativni.

1.4.11. Cviceni. Najdéte vlastni cisla a odpovidajici vlastni vektory nasledujicich
matic.

@(i ;) b)(?: ;‘) c)(_gz g)(a#O) ) —?: gi o

1, 2, -1

Vysledky: a) A\ =3, X1 = (g), Ay =1, Xy = (_g); b) =7, X;= (g)

—4 )
Ay=-2, Xp= ( p>; c) Aigp=*+ai, Xip= <j:ppi>;

d) A=2, X = p | (Parametry p, ¢ mohou byt libovolnymi komplexnimi
q ¢isly, prislusny vlastni vektor vsak musi byt nenulovy.)
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1.5. Prehled ekvivalentnich vlastnosti ¢tvercové matice

V této kapitole se neseznamime s zadnym novym pojmem, ani s zadnou novou vétou

nebo metodou. Vse, co zde nasleduje, jiz znate. Nicméné, pokud se s linedrni algebrou
seznamujete poprvé, je mozné, ze vase védomosti nejsou dosud dostatecné utiidéné a
propojené. Abyste si dobre uvédomili souvislosti ruznych tvrzeni a vét, uvadime v této
kapitole znovu piehled ekvivalentnich vyroku, které lze utvorit o ¢tvercové matici A.
(To znamend, Ze pro kazdou konkrétni ¢tvercovou matici A bud jsou vsechny uvedené
vyroky pravdivé nebo jsou vSechny nepravdivé.)

Piedpokladame, ze A je ctvercova matice typu n x n.

Pak nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

1.

2.

Matice A je regularni.

det A # 0.
(Viz veétu I.2.31.)

Inverzni matice A™! existuje.
(Viz vétu I.2.31.)

. Matice A ma hodnost n.

(Viz definici reguldrni matice v odstavci I.2.29.)

. Radky matice A jsou linearné nezavislé.

(Viz definici hodnosti matice v odstavci I.2.14 a vyrok 4.)

. Sloupce matice A jsou linearné nezavislé.

(Viz pozndmku I.2.16 a vyrok 4.)

Homogenni soustava linearnich algebraickych rovnic A-X = O ma jediné
(a to nulové) feseni.

(Viz poznédmku I.3.6.)

. Obecné (tj. homogenni nebo nehomogenni) soustava linedrnich algebraickych

rovnic A- X = B ma jediné reseni.
(Viz Frobeniovu vétu I1.3.7.)

. 0 nen{ vilastnim ¢islem matice A.

(Viz pozndmku I.4.9, bod b).)

Pochopitelné, ekvivalentni jsou i negace vsech vyse uvedenych vyroku. Utvoite a napiste
si sami tyto negace.
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II. Analyticka geometrie v Eg

I1.1. Neékteré zakladni pojmy

II.1.1. Kartézské souradnice v Ez. K popisu polohy bodu a dalsich objektu ve
trojrozmérném FEukleidové prostoru Es pouzivame tfi navzajem kolmé souradné osy,
protinajici se v jednom bodé. Oznacujeme je Oz, Oy, Oz nebo pouze x, y, z nebo x1,
X9, x3. Jejich orientaci volime tak, aby tvorily tzv. pravotocivy systém. To znamena, ze
kdyz drzite pravou ruku tak, ze prsty smétuji od kladné ¢asti osy x ke kladné ¢asti osy
Y, pak palec mifi stejnym smérem, jako kladna ¢ast osy z. Spoleény prusecik vsech os
se nazyva pocdtek souradného systému.

Kazdému bodu v E3 muzeme jednoznacné priradit jeho kartézské souradnice — jsou
jimi postupné vzdalenosti kolmych projekci tohoto bodu na osy z, y, z od pocatku,
brané se znaménkem ,,+” nachéazi-li se projekce na kladné ¢édsti osy a se znaménkem

2

,,— Vv opactném piipadé.

Podobné muzeme prifadit jednozna¢né kartézské souradnice i kazdému volnému
vektoru v [E3 — vektor umistime tak, Zze jeho pocatecni bod je v pocatku soutradného
systému, kartézské souradnice jeho koncového bodu pak prohldsime za kartézské sou-
fadnice vektoru. (Viz téz odstavec 1.1.2.)

Abychom rozlisili body a volné vektory v Es, zapisujeme kartézské souradnice bodu
v E3 v hranatych zavorkach (napiiklad [1,2,3]) a kartézské souradnice vektortu v ku-
latych zavorkach (naptiklad (1,2, 3)).

I1.1.2. Délka vektoru v Es. Je-li u = (uy,us,u3) vektor v E3, pak jeho délkou

nazyvame cislo
lull = vt + 3 +ul.

I1.1.3. Skalarni soucin vektoru v Es. Jsou-li u = (uj,ug,u3) a v.= (vy,vs,03)
vektory v Eg, pak jejich skaldrnim soucinem nazyvame ¢islo

u-v = Uy 01 + Uy -V + Uz - V3.

(Srovnejte se skalarnim souc¢inem prvku z R", tj. aritmetickych vektoru, definovanym
v odstavei 1.2.11.)

11.1.4. Véta. Jsou-li u a v nenulové vektory v E;z a je-li ¢ tihel, ktery tyto vektory
sviraji, pak

wv = [l v cose
Dukaz: Zvolme v E3 libovolné bod A a polozme B = A+ u a C = A+ v. Vektor

B — C lze ziejmé psat téz jako u — v. Aplikaci kosinové véty na trojihelnik ABC
dostavdme: ||B — C|> = ||B — A|*> + ||C — A|]*> — 2||B — A||||C — A|| - cos ¢, neboli:

lu — v|*> = |lull> + ||v]> = 2|[ul| [|[v]| - cos ¢. Rozepsénim této rovnosti obdrzime:
(ur — v1)? + (ug — v2)* + (ug — v3)? = ui + uj + u3 + vi + v3 +v3 — 2||ul| ||v] cose.
Odtud jiz snadno plyne zadany vzorec. O
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I1.1.5. Poznamka. Nenulové vektory u, v jsou tudiz kolmé pravé kdyz u-v = 0.

I1.1.6. Jiny zapis vektoru v E;. Ozna¢me i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1).
Je-li u = (uq, ug, u3) vektor v Eg, pak pomoci vektort i, j, k 1ze u zapsat nasledujicim
zpusobem: U = uji+ usj + usk.

I1.1.7. Vektorovy souéin vektort v Ez. Necht u = (u1, uz, uz) a v = (v1, v2, v3) jsou
vektory v E3. Vektorovym soucinem vektoru u, v (v tomto poradi) nazyvame vektor,
ktery zna¢ime u x v a pro ktery plati:
i, j, k
uXxXv=|u, u, uz| = (ugv3 —ugve)i + (uzv; —uqv3)j + (ugv2 — ugvq) k.
vy, U2, U3

I1.1.8. Véta. Jsou-li u a v nenulové vektory v E3 a je-li ¢ thel, ktery tyto vektory
sviraji, pak

a) Vektor u x v je kolmy k obéma vektorim u, v.
b) flux v = [[af fv] sine.

(Dukaz této véty neuvadime. O tvrzeni a) se lze vSak presvédéit vypoétem skaldrnich
soucinu (u x v) - u, (u x v) - v, které jsou rovny nule.)

I1.1.9. Soucet bodu a vektoru. Je-li A = [ay,as,a3] bod v E3 a u = (uy,us,us)
vektor v [E3, pak souctem bodu A a vektoru u nazyvame bod

B = [ay + w1, ag + ug, az + us |
v E3. PisSeme: B = A+ u.

Naopak, rozdilem dvou bodi B = [by,by,b3] a A = [ay, as,a3] v E; (v tomto potadi)
je vektor

u= (b1 —ay,by —ag, bz — CL3)~

Piseme: u= B — A.

I1.1.10. Vzdalenost dvou bodu. Pripomindme, ze jsou-li A = [ay,a2,a3] a B =
[b1,b9,b3] dva body z Eg, je jejich vzdalenost ||B — Al|| ddna rovnosti

1B — Al = /(b — a1)? + (by — a2)? + (bs — a3)?.
(Je to délka vektoru B — A.)

II.1.11. Vzdalenost bodu od mnoziny a vzdalenost dvou mnozin. Je-li A =
[ai,as,a3] bod v E3 a je-li M C Ej, pak vzddlenosti bodu A od mnoziny M nazyvame
¢islo

d(A, M) = inf {||[A—X||; X e M}.

(Pojem ,,infimum” je vysvétlen na str. 46.) Vzddlenosti mnozin M a N v Ez nazyvame
¢islo

d(M,N) = inf { | X -Y|; Xe M, YeN}
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11.2. Primky v E;

I1.2.1. Piimka v E;. Je-li A = [ay,a2,a3] bod v E3 au = (uy, ug, uz) nenulovy vektor
v E3, pak mnozinu p={X € E3; 3t R: X = A+t -u} nazyvame primkou v Es.
Rovnici

(11.2.1) X=A+tu teR

nazyvame parametrickou rovnici ptimky p. Tato rovnice byva casto uvadéna téz ve
tvaru, ktery vznikne rozepsanim do soutadnic:

(1122) Ty =a1+tu, To=as+1tuy, xT3=a3+1u;s; t e R.

Vektor u nazyvame smérovym vektorem primky p.

Neni-li parametr ¢ v rovnici (I1.2.1) vybirdan z celé mnoziny redlnych cisel R, ale
napiiklad pouze z intervalu (—1,5), je (I1.2.1) parametrizaci nikoliv piimky, ale pouze
usecky. Jeji koncové body jsou A —u a A + 5u. Podobné, bude-li ¢ probihat napiiklad
interval (1, +00), bude (I1.2.1) parametrizaci polopiimky, atd.

I1.2.2. Vzdalenost bodu od piimky. Necht p: X =A+tu; t € R je pifmka
v E3 a M je bod v Es, nelezici na piimce p. Jak vypocitdme vzdalenost d(M, p)?

1. zpusob: Ozna¢me P bod na primce p, ktery je ze vSech bodu piimky p nejblizsi
k M. (Lze dokazat, ze takovy bod existuje a ze vektor (M — P) je kolmy k piimce p.)
Pro néjakou hodnotu (ndm dosud nezndmou) parametru ¢ plati: P = A+tu. Vzhledem
k tomu, ze vektor (M — P) je kolmy k piimce p, plati: (M — P)-u = 0. Dosadime-li
do této rovnice vyjadieni bodu P, dostavdame: (M — A)-u — (u-u)t = 0. Odtud
vypocitame hodnotu t a dosadime ji do vyjadieni bodu P. Vzdalenost d(M,p) je pak
rovna ||P — M||.

2. zpusob: V pravoihlém trojihelni-
ku APM plati:

d(M,p) = [|M—Pl|| = [[M—Al| sinep.
Podle véty 11.1.8 plati:
[(M = A) xul| = [[M = A [lu]| sine.

Vyjadiime-li odtud sin ¢ a dosadime-
li do ptedchazejici rovnosti, obdrzime A P
vzorec:

(I12.3)  d(M,p) = Obr. 1

I1.2.3. Vzajemna poloha dvou piimek. Nechf p a ¢ jsou piimky v Es, které maji
parametrické rovnice

p: X=A+4+tuw tekR, qg: Y=B+sv; seR.

Piimky p, ¢ nazyvame
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totozné, maji-li nekone¢né mnoho spolecnych bodu,

)

b) riuznobézné, maji-li pravé jeden spoleény bod,
) rovnobéziné, nemaji-li zadny spoleény bod a jsou-li vektory u a v linedrné zavislé,
)

mimobézné, nemaji-li zadny spolecny bod a jsou-li vektory u a v linedrné neza-
vislé.
Zabyvejme se nyni otdzkou, jak v konkrétnim ptipadé zjistit, kterd z uvedenych
moznosti nastane. Hledejme spolecné body piimek p, ¢. To odpovida tomu, ze hledame
takové hodnoty parametru ¢, s, po jejichz dosazeni do pravych stran parametrickych
rovnic ziskame tentyz bod, tj. X = Y. Porovnanim pravych stran dostaneme: A-+t-u =

B+s-v. Rozepsanim do soutadnic obdrzime soustavu tii linedrnich algebraickych rovnic
pro neznamé t, s:

a1+t-u1:b1+s-v1, a2+t'U2:bQ+S'Ug, a3+t-u3:b3+s-v3.
Po upravé dostavame: U+t — vi-s = by —ay,
UQ't — V2S5 = bg—ag,
Ug't — V3-S = bg—ag.

Ma-li tato soustava rovnic nekonetné mnoho feseni, maji ptimky p, ¢ nekonecné
mnoho spolecnych bodu a jsou tudiz totozné.

Ma-li vyse uvedend soustava rovnic jediné feseni, maji primky p, ¢ jediny spolec¢ny
bod a jsou tudiz ruznobézné.

Nem4-li soustava rovnic zadné teSeni, nemaji primky p, ¢ zadny spolecny bod.
Jsou-li v tomto piipadé vektory u, v linearné zavislé, jsou piimky p, ¢ rovnobézné.
Jsou-li vektory u, v linedrné nezavislé, jsou primky p, ¢ mimobézné.

11.2.4. Pfimka zadana dvéma body. Jsou-li A a B dva ruzné body v Es, pak primku
prochazejici témito body muzeme parametrickou rovnici popsat napriklad takto:

(11.2.4) X=A+t-(B—A); teR

11.2.5. Poznamka. Predpoklddejme, ze A, B, C, D, E jsou navzajem ruzné body,
lezici vsechny na téze piimce p. Polozme napiiklad u= B — A, v=2-(B — D). Pak
rovnice

X = A+t-(B-A); teR,
Y B+s-(C—A); seR,
A D+r-u relR,
X = EF+a-v; aceR

jsou vSechny parametrickymi rovnicemi piimky p. Rozmyslete si sami, proc.
11.2.6. Pricka dvou primek. Prickou dvou piimek p, ¢ nazyvame jakoukoliv
piimku, kterd je s obéma pifmkami p, ¢ ruznobézna (tj. mé s kazdou z nich préve

jeden spole¢ny bod).

11.2.7. Priklad. Piimky p, g jsou zaddny parametrickymi rovnicemi
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p: X=A4+t-u; teR, q: X=B+s-v; tekR,

kde A =[3,0,—1],u=(2,1,1), B=[1,1,1], v = (1, 3, —2). Naleznéte piicku piimek
P, q, kterd prochazi bodem M = [—7,—6,5].

Resenf: Oznaéme P (respektive Q) prisecik hledané pifcky s pifmkou p (respektive
q ). Pro néjaké hodnoty parametru ¢ a s pak plati:

(I1.2.5) P=A+t-u, QQ =B+s-v.

Body P, Q, M lezi na jedné pifmce (na hledané pifcce) a M # @, nebot bod M
nelezi na piimce ¢. (To snadno ovérime: Kdyby totiz platilo M € ¢, pak by vektory
(M —B)=(-8,-7,4) av = (1,3,—2) byly linedrné zavislé, tj. jeden by byl ndsobkem
druhého, coz ale neni pravda.) Existuje tedy ¢islo r € R takové, ze

P—M=1r-(Q—M).
Dosadime-li do této rovnice vyse uvedené vyjadieni bodu P a @, obdrzime rovnici:
A+t-u—M =r-(B+s-v—M).

Rozepiseme-li tuto rovnici do souradnic a dosadime-li zadané souradnice bodu A, B,
M a vektoru u, v, dostaneme po tpravé soustavu tii linearnich algebraickych rovnic
pro neznamé t, rs, r:

2t —rs —8r = —10, t—3rs—Tr=—6, t+2rs+4r =6.

Tato soustava ma jediné teseni t = 2, rs = —2, r = 2. Odtud vypocitame: s = —1.
Dosazenim do (I1.2.5) dostaneme: P = [7,2,1], @ = [0,—2,3]. Parametrickou rov-
nici pricky muzeme nyni napsat napiiklad pomoci (I1.2.4), tj. jako rovnici piimky,
prochazejici dvéma znadmymi body P, Q:

X=P+a (Q—P); ack
X =[721] 4+ «a-(-7,-4,2); acR.

Posledni rovnici jesté muzeme rozepsat do souradnic:

r=7—"Ta, Ty = 2 — 4a, r3 =14 2q; a € R.

I1.2.8. Vzdalenost dvou piimek. Predpoklddejme, ze piimky p: X = A+t-u; t €
R aqg: Y =B+s-v; s €R jsou mimobézné nebo rovnobézné. Jak muzeme vypocitat
jejich vzdalenost d(p, q)?

Hledejme nejprve pricku piimek p, ¢, kterd je k obéma piimkam p, ¢ kolma.
Oznacme P, (Q pruseciky pricky s pfimkami p, ¢. Pro vhodné hodnoty parametru ¢, s
pak plati: P=A+t-u, Q = B+s-v. Smérovym vektorem piicky je napiiklad vektor
@ — P. Tento vektor musi byt kolmy k vektorum u, v, tudiz plati: (Q — P)-u = 0,
(Q — P)-v =0. Dosadime-li do téchto rovnic vyjadieni bodu P a @), dostaneme po
snadné tprave:

(v.u)s — (u-u)t = —(B—A) - u, (v.v)s — (u-v)t = =(B—A)-v.
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Tuto soustavu dvou linearnich algebraickych rovnic pro neznamé ¢, s vytesime a za t, s
dosadime do vyjadreni bodu P, ). Vzdalenost primek p, ¢ nakonec vypocitame jako
vzdélenost bodi P, Q. Obdrzime d(p,q) = ||[P — Q|

11.2.9. Odchylka dvou piimek. Predpokladejme, ze p, ¢ jsou piimky v Eg, jejichz
parametrické rovnice jsou: p: X =A+t-wyteR a ¢q: X =B+s-v; s€R.
Vektory u, v sviraji thel ¢, jehoz kosinus lze vypocitat podle véty I1.1.4. Samotny
thel ¢ muze nabyvat hodnoty 0 az m (nakreslete si obrazek). Odchylkou primek p . q
nazyvame thel J, ktery je roven ¢, je-li ¢ € (0,7/2) a7 — ¢, je-li ¢ € (w/2, 7). Uzitim
veéty I1.1.4 lze ziskat formuli:

u-v|
(I1.2.6) cos ) = ———.
[[aff - [Iv]
I1.2.10. Cviceni. a) Vypocitejte odchylku piimek AB a CD, je-li A = [—1,2,0],

B=1[-2,0,2],C=[4,-4,5], D =[2,4,3].

b) Vypocitejte vzdalenost bodu M = [1,—6,8] od piimky AB, jestlize A = [2,1,3],
B=1[3,-1,6]

c) Vypocitejte vzdalenost piimek p: X =[6,4,3]+¢-(1,1,1); teR a

q: X=[7,0,—18]+s-(2,—1,4); s€R.

Visledky: a) cos ¥ =~/2/2, 9 =n/4 b)4.36 c)11.83

11.3. Roviny v E3

I1.3.1. Rovina v E3. Je-li A =[ay,a9,a3] bod v E3 a u= (uy,us, u3), v=(vy,vs,03)
dva linedrné nezavislé vektory v E3, pak mnozinu o0 = { X € E3; Ja € R, 35 € R :
X =A+a-u+ v} nazyvame rovinou v E3. Rovnici

(I1.3.1) X=A4+a-u+p-v; a, B eR

nazyvame parametrickou rovnici roviny o . S touto rovnici se casto setkavame ve tvaru,
ktery vznikne rozepsanim (I1.3.1) do soufadnic:

T1=a,+a-u + 8-
To=ay+a-uy+ -0y

r3=as+a-u3+ [ -vs; a, B €R.

I1.3.2. Rovina, zadana tfemi body. Nechf A, B, C jsou tfi navzdjem rtizné body
v E3, nelezici na jedné piimce. Rovinu, kterd témito body prochézi (budeme ji téz
nazyvat rovinou ABC') lze popsat parametrickou rovnici

(11.3.2) X=A4+a-(B-A)+8-(C-A); o ek

I1.3.3. Poznamka. Jedna rovina ma nekonecné mnoho ruznych parametrickych rovnic
(podobné jako piimka — viz pozndmku I1.2.5).

32



I1.3.4. Normdlovy vektor. Necht o je rovina, zadand parametrickou rovnic{ (I1.3.1).
Kazdy nenulovy vektor, ktery je kolmy k roviné o (tj. je kolmy k vektorum u, v),
nazyvame normdlovym vektorem roviny o .

Vzhledem k vété I1.1.8 je normalovym vektorem k roviné o naptiklad vektor n =
u X v. Dalsi normélové vektory k roviné ¢ maji tvar ¢-n, kde ¢ € R, ¢ # 0.

11.3.5. Jiny analyticky popis roviny. Je-li ¢ rovina zadana parametrickou rov-
nici (I1.3.1) a je-li n = (ny,n2,n3) jeji normalovy vektor, pak pro vsechny body X =
(21,29, 23] z E3 plati: X je bodem roviny o pravé kdyz (X — A) -n = 0. Po po-
drobnéjsim rozepsani skalarniho souc¢inu na levé strané této rovnice dostavame:

(x1 —ay) -ny + (xg — ag) -no + (3 —az) -ng = 0,

(1133) N1T1 +MNoTo+N3T3+q = 0,

kde ¢ = —aj;n; — asng — agns. Rovnici (I1.3.3) nazyvame rovnici roviny o .

Rovnici (I1.3.3) lze z parametrické rovnice roviny o (rozepsané do soutradnic)
ziskat vylou¢enim parametru « a (. Naopak, z rovnice (I1.3.3) lze ziskat paramet-
rické vyjadieni roviny o napriklad tak, ze najdeme tii ruzné body A, B, C roviny o
(tj. body, jejichz soutadnice rovnici (I1.3.3) vyhovuji) které nelezi na jedné pfimce a
pouzijeme (I11.3.2).

I1.3.6. Piiklad. Necht rovina ¢ md rovnici 521 — 32y + 723 — 12 = 0. Pak vektor
n = (5,—3,7) je normalovym vektorem této roviny.

11.3.7. Vzdalenost bodu od roviny. Piedpoklddejme, Ze rovina ¢ je zadand pa-
rametrickou rovnici (I1.3.1) a M je bod v E;. Odvodime, jak lze vypocitat vzdélenost
d(M,o).

Ze znamych vztahu mezi stranami
a uhly v pravouhlém trojihelniku
APM dostavame:

d(M, o)

= |[[M = P| = ||M - A| - cos .
Pomoci skaldrniho souc¢inu vektoru n
a (M — A) lze cos ¢ vyjadiit:

n- (M — A)|
|| - {|M — Al

cos p =

(Vektor n je libovolnym normalovym
vektorem k roviné o .) Odtud vyply-
V& vzorec:

Obr. 2
n- (M- A)

[l

(1I1.3.4) d(M,o) =
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Predpokladejme nyni, ze M = [my,mg, m3]. Pak plati: n- (M — A) = nymy +
nome+ngms+q (kde ¢ = —nq a3 —ng as —ng az). Dosazenim do (11.3.4) a rozepsdnim
|n|| dostdvame:

(I1.3.5) d(M, o) = |n1my 4+ nama + ng mg—l—q]'
7 i+ ni4n2

Tento vzorec je uziteény zejména, je-li rovina o zadéana rovnici (I1.3.3).

11.3.8. Poznamka. Prtedpokladejme, ze p je piimka, zadana parametrickymi rovni-
cemi (I1.2.2). Vylou¢enim parametru ¢ z téchto tii rovnic ziskdme dvé rovnice, které lze
po upravé zapsat ve tvaru

(1136) n’lxl + TLIZZEQ + ngajg + q' =0, n’llgpl + nng + ngq;?) + q” = 0.

Piimky byvaji casto zadavany pomoci takovych dvou rovnic. Kazda z nich je rovnici
roviny, piimka p je prunikem obou rovin. (Téz se uziva termin ,,prusecnice” obou
rovin.)

Je-li naopak pifmka zaddna dvéma rovnicemi typu (I1.3.6), pak jeji parametrickou
rovnici lze ziskat nasledujicim zpusobem: Na rovnice (I1.3.6) hledime jako na soustavu
dvou linearnich rovnic pro neznamé x, xy, 3. Tuto soustavu fesime. Nejsou-li roviny
odpovidajici jednotlivym rovnicim rovnobézné (nebo dokonce totozné), pak v souladu
s vysledky poznamky 1.3.8 se v zapisu obecného teseni vyskytuje jediny libovolné voli-
telny parametr. Zapisem obecného feSeni ziskdme parametrickou rovnici primky.

11.3.9. Priklad. Urcéime parametrické vyjadieni piimky, zadané rovnicemi
o1 + Txg — 4z +1 =0, 21 +4x9 — 43 — 2 =0.

Napriklad Gaussovou elimina¢ni metodou lze ziskat feSeni této soustavy: xy, = —2t — 3,
xo =2t+2, 3 =1t (t € R). Tyto tfi rovnice jsou parametrickymi rovnicemi uvazované
primky. Pochopitelné, parametrické vyjadreni muzeme zapsat téz ,,vektorové”, jednou
rovnici: X = A+t -u, kde A=[-3,2,0] au=(-2,2,1).

11.3.10. Vzajemna poloha piimky a roviny. Méjme piimku p arovinu o . Ohledné
vzajemné polohy pfimky p a roviny ¢ mohou nastat nasledujici tii pripady:

a) Piimka p lezi celd v roviné o .
b) Piimka p protind rovinu o v jediném jejich spolecném bodé.

¢) Primka p nemd s rovinou o zadny spoleény bod, neboli piimka p je s rovinou
o rovnobéznd.

Jak v konkrétni situaci zjistime, kterd z moznosti a), b), ¢) nastane? Zabyvejme
se napiiklad situaci, kdy pifimka p je zaddna dvéma rovnicemi (I1.3.6) a rovina o je
zaddna jednou rovnici (I1.3.3). Rovnice (I1.3.6) a (I1.3.3) tvoii dohromady soustavu ti{
linedrnich rovnic pro t¥i neznamé x, xs, 3. Tuto soustavu fesime. Existuji ti moznosti
(viz Frobeniovu vétu): 1) Soustava ma nekoneéné mnoho feseni. 2) Soustava m4 jediné
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feseni. 3) Soustava nemd feseni. Tyto t¥i moznosti postupné odpovidaji vyse uvedenym
pripadim a), b), ¢). V piipadé 2) feseni soustavy udavéd souradnice pruseciku piimky
p s rovinou o .

V prikladu I1.3.12 se budeme vzajemnou polohou piimky a roviny zabyvat znovu,
primka tentokrat bude zadana parametricky.

11.3.11. Odchylka primky od roviny. M¢jme piimku p a rovinu o . Neni-li primka
p k roviné o kolma, pak odchylkou primky p od roviny o nazyvame odchylku piimky
p od jejiho pravouhlého prumétu do roviny o . Je-li pfimka p kolma k roviné o, pak
odchylku pokladdme rovnou /2.

Jak v konkrétnim pripadé odchyl-
ku vypocitame? Z vyjadieni roviny
nejprve ur¢ime jeji norméalovy vek-
tor n (viz odstavec 11.3.4, eventu- P
4lné 11.3.5, 11.3.6). Necht ¢ je pii- 7
mka, jejimz smérovym vektorem
je n (viz obr. 3). Ozna¢me ¢ od-
chylku piimek p a ¢. (Jeji kosinus
vypocitame podle vzorce (11.2.6).)
Oznacime-li napiiklad ¢ hledanou
odchylku piimky p od roviny o,
je ziejmé: ¢ =m/2 — 0.

Obr. 3

11.3.12. Piiklad. Piimka p je zadana parametricky: x; =1+t 2o =2+ ¢, x3 = 3.
Rovina o je zaddna rovnici 2z + 4x9 + 423 + 2 = 0. Jakd je vzdjemna poloha a
odchylka piimky p a roviny o ?

Do rovnice roviny ¢ dosadime za x1, xo, 3 z parametrického vyjadieni piimky p.
Obdrzime rovnici pro neznamou ¢: 2+ 2t +8+44t+ 1242 = 0. Tato rovnice ma jediné

feSeni t = —4. Jelikoz TeSeni existuje a je jediné, maji pfimka p a rovina o jediny
spoleény bod. Souradnice tohoto bodu ziskdme dosazenim ¢ = —4 do parametrickych
rovnic ptimky p: xy = -3, 19 = —1, 23 = 3.

Normélovym vektorem roviny o je napiiklad vektor n = (2,4,4). Smérovym vek-
torem primky p je vektor a = (1,1,0). Odchylkou piimky p a piimky se smérovym
vektorem n je tihel ¥, jehoz kosinus vyjde pouzitim vzorce (I1.2.6) roven v/2/2. Jelikoz
¥ je dhel z intervalu (0,7/2), je ¥ = w/4. Odchylkou pfimky p od roviny o je thel 1,
pro ktery plati: v =7n/2 -0 =7n/2—7/4=mn/4.

I1.3.13. Vzajemna poloha dvou rovin. Dvé roviny v Es jsou bud totoiné, nebo
se protinaji v jedné primce, nebo jsou rovnobézné. Mame-li zadany dvé konkrétni rovi-
ny, pak postup vedouci ke zjisténi, ktery z vyse uvedenych pripadu nastane, zavisi na
tom, jak jsou roviny zadany. Dva mozné postupy ukazeme v ptikladech I1.3.15 a I1.3.16.

11.3.14. Odchylka dvou rovin. QOdchylkou rovin o a 1n rozumime odchylku libo-
volnych dvou piimek, z nichz jedna je kolméa k roviné o a druhd je kolma k roviné

n.
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11.3.15. Priklad. Vysetiime Vzajlemnou polohu a gypomtame odchf/lku rovin o a 7,
je-li o : XT1—Ty9+x n + Ty — T3

Soufadnice spoleénych bodu obou rovin musi vyhovovat obéma rovnicim. Tyto rov-
nice tvori soustavu dvou linedrnich rovnic pro neznamé xq, xs, 3. Snadno zjistime, ze

soustava ma feSeni z; = %, Ty = —% +t, 3 = t; t € R. Toto vyjadieni zy, xo,

x3 predstavuje parametrické rovnice primky, ktera je mnozinou vsech spoleé¢nych bodu
rovin o a 1.

Normalovym vektorem roviny o je vektor n’ = (1, —1,1). Normalovym vektorem
roviny 7 je vektor n” = (2,1, —1). Pouzitim vzorce (I1.2.6) zjistime, ze odchylka rovin
o a n jerovna /2.

I1.3.16. Cviceni. 1) Vypocitejte vzdalenost bodu M od roviny o, je-li

a) M=1[7,0,—-1], o: 3x;+29—223+5=0,

b) M=][2,3,-1], o: X=[1,0,-1]+a-(2,0,1)+5-(0,2,1); «a, 5 €R.
2) Jaka je vzdjemnd poloha, vzdélenost a odchylka rovin o a 7, je-li

a) o0: 3ry —6x9+623+9=0 a n: x; —2r3+ 223 —-3=0,

b) o1 20y —xo+a3—1=0 a n: r1+zy+223+1=07
3) Vypocitejte odchylku piimky AB (kde A=[2,—1,2] a B=[1,—1,1]) od roviny
o: x1 —r9—5=0.
4) Naleznéte kolmy prumét bodu A =[7,0,—1] do roviny o: 3x;+ x5 — 223+ 5 = 0.
5) Vysetiete vzdjemnou polohu piimky p a roviny o, je-li piimka p zaddna rovnicemi

51 + Txe — 4x3+ 15 =0, 1221 — 229 + 83+ 3 = 0 a rovina o je zadana rovnici
5x1 + Txy — 4x3 — 8 = 0.

6) Jakd je vzdjemnd poloha a odchylka rovin ABC a DEF, jelli A = [1,1,2],
B=[1,1,4], C=[1,2,1], D=[2,0,—1], E=[2,1,1], F=[4,-1,3]?

Visledky: 1a) 2¢/14  1b) 4/4/30

2a) Roviny jsou rovnobézné, jejich vzdalenost je 2. 2b) Roviny se protinaji v piimce
X =1[0,—-1,0] +¢t(—1,—1,1), jejich odchylka je 7/3 = 60°.

3) m/6 =30° 4)[1,-2,3]

5) Pifmka p a rovina o jsou rovnobézné, jejich vzdalenost je 23//90.

6) Roviny se protinaji v piimce X = [1,2,0] + ¢(0, 1, 2), jejich odchylka je 36,67°.

*11.4. Kvadriky v Es

11.4.1. Kvadriky v Ej3. Ze stiredni skoly zname kuzelosecky v E, a jejich rovnice.
Tyto rovnice jsou kvadratické. Podobné, v E3 lze kvadratickymi rovnicemi popsat tzv.
kvadratické plochy, neboli kvadriky. Obecna rovnice kvadriky ma tvar

(1141) aiq .TJ% + A1221 T2 + @13T1 T3 + Q922 Jig + Q93 T9 T3 + a3z x%—i—

+b11’1 + ngz + b3$3 4+ ¢ = 0.
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(Tvrzenim ,kvadrika o m4 rovnici (II1.4.1)” nebo ,kvadrika o je popsdna rovnici
(I1.4.1)”, apod., vyjadfujeme skutecnost, ze kvadrika o je mnozinou vsech bodu v Ej,
jejichz souradnice vyhovuji rovnici (I1.4.1).)

Lze dokazat, ze existuje takovy kartézsky soutadny systém ), x5, 2% v Ej, ktery je
vudi souradnému systému x1, zo, x3 pouze vhodné otocen, pricemz kvadratickou plochu
danou rovnici (I1.4.1) 1ze v novém systému ', x%, = vyjadiit rovnici, ve které se jiz
nevyskytuji smiSené souciny x| 4, x} xf, xf k.

V zadjmu zjednoduSeni se budeme dale zabyvat kvadrikami, které lze jiz v soufadném
systému 1, xo, x3 vyjadrit rovnici, ve které se nevyskytuji smisené souciny z xo, x1 T3,
2o x3. Tento pristup odpovida tomu, na co jste zvykli z analytické geometrie v roviné
ze stiedni skoly. Napiiklad elipsu v roviné z, y jste (vétsinou) popisovali rovnici, ve
které se sice vyskytovaly éleny 22 a 32, ale nevyskytoval se v ni smiseny souéin zy . To
znamend, ze jste se (vétsinou) omezovali na elipsy, jejichz osy byly rovnobézné s osou
x nebo s osou y.
pripadim rovnice (I1.4.1). Misto x1, 2, 3 budeme az do konce této kapitoly pouzivat
oznaceni x, y, 2.

11.4.2. Rotacni kvadriky. Plochu, ktera vznikne rotaci kuzelosecky kolem jeji osy,
nazyvame rotacni kvadrikou. Timto zpusobem obdrzime rotaci

— elipsy kolem své osy ............ ... ..., rotacni elipsoid,

— paraboly kolem své osy ................ rotacni paraboloid,

— hyperboly kolem vedlejsi osy ........... gednodilny rotacni hyperboloid,
— hyperboly kolem hlavni osy ............ dvojdilny rotacni hyperboloid,

— ruznobézek kolem osy symetrie
(lezici v jejich roving) .................. rotacni kuzelovou plochu,

— rovnobézek kolem osy
(lezici uprostfed mezi nimi) ............ rotacns valcovou plochu.

Prvni ¢tyti plochy jsou tzv. reqularni kvadriky, dalsi dvé jsou tzv. singuldrni kvadriky.

11.4.3. Jak poznat rota¢ni kvadriku. Vyskytuji-li se v rovnici kvadriky = a y
pouze jako soucésti vyrazu 2+ 42, je kvadrika rotaéni kvadrikou, jejiz osou rotace je
osa z.

Je tomu tak z nésledujictho diuvodu: 2% + 9? je druhd mocnina vzddlenosti bodu
[z,y,2] od osy z. Proto  a y v rovnici kvadriky vystupuji pouze prostiednictvim
vzdélenosti bodu [x,y, z] od osy z. Tato vzdélenost je stejnd na kazdé kruznici, kterd
se nachéazi v roviné kolmé na osu z a osa z navic prochazi jejim stiredem. To znamena,
7e bud kazdy bod takové kruznice vyhovuje rovnici kvadriky (a kazdy bod kruznice je
bodem kvadriky), nebo zadny bod této kruznice nevyhovuje rovnici kvadriky (a tudiz
zadny bod kruznice nenf bodem kvadriky).

Podobné, vyskytuji-li se v rovnici néjaké kvadriky naptiklad x a z pouze jako
soucdsti vyrazu a2 + 22, jedna se o rota¢ni kvadriku, jejiz osou rotace je osa y, apod.
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11.4.4. Kvadriky v zakladni a v posunuté poloze. O kuzeloseckach v roviné vime,
7e mohou byt v tzv. zdkladni poloze (napifklad elipsa z%/a* + y?/b*> = 1), nebo v tzv.
posunuté poloze (napifklad elipsa (x—a)?/a® + (y—B)%/V* = 1). Podobné, i kvadriky
v [E3 lze zapsat v zédkladni i v posunuté poloze. V tomto textu se omezime pouze na
kvadriky v zakladni poloze. Rovnice téch samych kvadrik v posunuté poloze (o vektor
(o, B,7)) by vypadaly stejné, pouze misto z* by v rovnici bylo (z —a)?, misto y* by
v rovnici bylo (y — 8)?, atd.

Obr. 4 Obr. 5

I1.4.5. Elipsoid. Necht a, b, ¢ jsou kladn4 ¢isla. Rovnici

2 2 2

(142) S+ 5+ 5 =1

je urcen elipsoid s poloosami a, b, c. Stied tohoto elipsoidu je v bodé [0,0,0].
(Viz obr. 4.)

Je-li a =b nebo a =c nebo b= ¢, je (I1.4.2) rovnici rotac¢niho elipsoidu.
(Viz obr. 5.)

Je-li a = b= c, je (I11.4.2) rovnici kulové plochy o stiedu v bodé [0,0,0] a poloméru
r=a(=b=c).

I1.4.6. Jednodilny hyperboloid. Necht a, b, ¢ jsou kladn4 ¢isla. Rovnici

2 2 22

T Yy
(1143) ? -+ b—2 - g -

je popsan jednodilny hyperboloid. (Viz obr. 6.)

Je-li a =0, pak se jednd o rotacni jednodilny hyperboloid, ktery vznikne napiiklad
rotaci hyperboly z?/a? — 2?/c* = 1 v roviné z, z okolo osy z.
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Obr. 6 Obr. 7

I1.4.7. Dvoudilny hyperboloid. Necht a, b, ¢ jsou kladn4 ¢isla. Rovnici

$2 y2 22
(I1.4.4) et =1

je popsén dvoudilny hyperboloid. (Viz obr. 7.)

Je-li a = b, pak se jedna o rotacni dvoudilny hyperboloid, ktery vznikne napiiklad
rotac{ hyperboly —z%/a* + 22/c® = 1 v roviné z, z okolo osy z.

Obr. & Obr. 9
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I1.4.8. Paraboloid. Necht a, b jsou kladn4 ¢isla. Rovnici
(IL.4.5) p= 4 L

je popsan elipticky paraboloid. Jeho osou je osa z. (Viz obr. 8.)

Je-li a = b, pak se jedna o rotacni paraboloid, ktery vznikne naptiklad rotaci para-
boly z = z%/a®> v roviné z, z okolo osy z.

Rovnici
22
je popsan hyperbolicky paraboloid. (Viz obr. 9.) Prunikem tohoto paraboloidu s kazdou
rovinou typu z =k (kde k > 0) je hyperbola.

Obr. 10 Obr. 11

I1.4.9. Valcova plocha. Necht a, b jsou kladn4 ¢isla. Rovnici

x2 y2
(H.4.7) ? + b_2 =

je popsana eliptickd vdlcovd plocha. (Viz obr. 10.)

Je-li a =0b, pak se jedna o rotacni vdlcovou plochu, kterd vznikne napiiklad rotaci

rovnobéznych ptimek z = a, * = —a v roviné x, z okolo osy z.
Rovnici
2 2
T Y

je popsana hyperbolickd vdlcovd plocha. (Viz obr. 11.)
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Rovnici

(I1.4.9) y=kuz

je popsana parabolickd vdlcovd plocha. (Viz obr. 12.)

I1.4.10. Kuzelova plocha. Necht a, b, ¢ jsou kladn4 ¢fsla. Rovnici

(11.4.9) LY 2

je popsana eliptickd kuZelovd plocha. (Viz obr. 13.)

Je-li b= c, pak se jedna o rotacni kuZelovou plochu, ktera vznikne naptiklad rotaci
piimek z/a = z/c, x/a = z/c v roviné z, z kolem osy z.

Obr. 12 Obr. 13

S kvadrikami se opét setkate v predmétu Matematika II, zejména v kapitole o plos-

nych integralech.

II.4.11. Cviceni. Jsou dany rovnice ruznych kvadrik. Poznejte o jaké kvadriky se
jedna, pojmenujte je a urcete jejich osy, piipadné poloosy.

a) w2 +y*/4+922=1 b) 25(x —1)* +y*+ 22 =25

c) #?/4+y*/4—22/9=1 d) 22— (y—2)?%/4—(z—4)?/4=1
e) z=a?+ 4y f) y=1-—52?—5(z—2)?

g) y—a?=2z h) (z+2)2-52=y

i) 22 +22=4 j) /4 +(y+4)2=1
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k) 4%+ 92% = 9y? ) (y—1)2+22=2?

m) 22 —422=1 n) (y+2)?/4—2%/16=1
0) 4x? —92% = 9y? p) y=12>+2
q) T +4y*=1 r) (z—4)2/4+9*/16+ 22 =1

Visledky: a) Elipsoid se stiedem v po¢atku a s poloosami 1, 2, %

b)

c)
d)

q)
r)

Rotacni elipsoid se stfedem v bodé [1,0, 0], poloosami 1, 5, 5 a osou rotace .
Rotaéni jednodilny hyperboloid se sttedem v poc¢atku a osou rotace z.

Rotacéni dvoudilny hyperboloid se stifedem v bodé [0, 2, 4]. Osou rotace je piimka
y = 2, z =4, rovnobézna s osou .

Elipticky paraboloid s vrcholem v poc¢atku a osou z, otevieny v kladném sméru
osy z.

Rotacni paraboloid s vrcholem v bodé [0, 1, 2], otevieny v zdporném sméru osy y.
Osou rotace je primka x = 0, z = 2, rovnobéznd s osou y.

Hyperbolicky paraboloid s vrcholem v poc¢atku a osou z.

Hyperbolicky paraboloid s vrcholem v bodé [—2,0,0) a osou y.

Rotacni valcova plocha s osou rotace y a polomérem 2.

Elipticka valcova plocha. Osou je ptimka x = 0, y = 4, rovnobézna s osou z.
Elipticka kuzelova plocha s vrcholem v pocatku a s osou y.

Rotacni kuzelova plocha s vrcholem v bodé [0, 1,0]. Osou rotace je piimka y = 1,
z = 0, rovnobézna s osou x.

Hyperbolickd vélcova plocha, rovnobézné s osou y. Je soumérna podle této osy.

Hyperbolicka valcova plocha, rovnobézna s osou z. Je soumérnd podle piimky
r=0,y=—-2.

Rotacni kuzelova plocha s vrcholem v poc¢atku a s osou rotace x.

Parabolicka vélcova plocha rovnobézna s osou z. Jejim prunikem s rovinou z, y
je parabola s vrcholem v bodé [0, 2] a osou y. (Jeji rovnice v roviné x, y je stejna,
jako rovnice celé valcové plochy: y = x? + 2.)

Elipticka valcova plocha. Jeji osou je osa z.

Elipsoid se sttedem v bodé [4,0,0] a s poloosami 2, 4, 1.
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I1I. Diferencialni pocet

I11.0.1. RozSifend mnozina realnych ¢isel. Rozsirenou mnozinou redlnich cisel
nazyvame sjednoceni R a dvouprvkové mnoziny, obsahujici prvky znacené 400 a —oo
a nazyvané plus nekonecno a minus nekonecéno. Tuto rozsitenou mnozinu redlnych cisel
budeme znacit R*. Jeji prvky —oo a 4+o0o budeme nazyvat nevlastnimi body, ostatni
prvky (tj. ¢isla z R) wlastnimi body. V oboru redlnych ¢isel umime provadét operace
sCitani, od¢itani, nasobeni, déleni a umocnovani. Tyto operace lze prirozenym zpusobem
rozsitit na R*:

a) pro z € R definujeme:
z+ (+00) = 400, 4+ (—00)=—00, z— (4+00)=—00,
r — (—o00) =400, x/(+00)=2z/(—00)=0;
b) (+00) + (+00) = oo, (—00) + (—00) = —00, (+00)—(—00) = +00,
(—00) = (+00) = —o0,
(+00) - (+00) = +00,  (+00) - (=00) = =00, (=00) - (=00) = +o00;
c) pro z € R— {0} definujeme:
x - (4+00) =+00 (je-liz>0) mnebo = —oo jeli (z <0),
z-(—00)=—00 (jeliz>0) mnebo =+oo (je-li (z <0),
(+00)/z =sgnz - (+o0), (—o0)/x =sgnx - (—00).
Nedefinovany zustévaji tedy operace délenf nulou, (+00) — (+00), (—00) — (—00),
(+00) + (—00), (£o0)/(£o0) a 0-(£o0). (Rikdme, Ze tyto operace nemaji smysl.)
Na mnozinu R* 1ze rovnéz z R rozsitit usporadani, definované pomoci relace ,,<”:
Pro libovolné = € R definujeme: —oo0 < x < +0c.

I111.0.2. Extrémy mnozin v R. Je-li M mnozina v R, pak mazimem mnoziny M
nazyvame ¢islo y € M takové, ze Vz € M : x < y. Maximum mnoziny M
oznacujeme max M.

Analogicky, minimem mnoziny M nazyvame cislo z € M takové, ze V x € M :
x > z. Minimum mnoziny M znac¢ime min M. Maximum a minimum mnoziny M
souhrnné nazyvame extrémy mnoziny M.

Upozornujeme ctendre, ze ne kazdd mnozina M v R musi mit maximum a mini-
mum. (Viz napiiklad mnozinu M = (0, 1), kterd zadny miniméln{ ani maximalni prvek
neobsahuje.) Tato skuteénost je motivaci k nasledujicimu zobecnéni pojmu ,,minimum”
a ,,maximum”.

*I11.0.3. Supremum a infimum mnoziny v R. Ptedpoklddejme, ze M C R. Cislo
K € R* nazyvame supremem mnoziny M, jestlize

a)VeeM: <K,
b) K je nejmensi ze vSech ¢isel, majicich vlastnost a).
Pro supremum mnoziny M pouzivame oznaceni sup M .

Analogickym zpusobem lze definovat infimum mnoziny M. Zna¢ime je inf M a je
to nejvetsi ze vSech cisel L € R* takovych, ze Ve e M: x> L.
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Na rozdil od maxima a minima mnoziny M, které mohou i nemusi existovat,
o supremu a infimu mnoziny M lze dokdzat (nikoli piili§ snadno), ze vzdy existuji.
Rozmyslete si sami, ze pokud mnozina M mé maximum, pak sup M = max M. Po-
dobné, pokud existuje min M, pak inf M = min M.

111.0.4. Okoli bodu v R*. Je-li x € R, pak okolim bodu z nazyvame kazdy interval
(x —e,x+¢), kde € > 0. Toto okoli budeme znacit U.(z) nebo pouze U(x). (Znaceni
vychazi z némeckého slova ,,die Umgebung”, coz ¢esky znamend ,,0koli”.)

Prstencovym okolim bodu = € R nazyvame kazdou mnozinu typu U(z)—{x}. Pro
toto okoll se téz pouziva nazev neuplné okoli. Uzivame znaceni: P(z).

Za okoli +00 a zdroven za prstencové (= neuplné) okoli +o0o budeme povazovat kaz-
dy interval typu (a,+o0) (kde a € R). Podobné, okolim —oc a zaroven prstenco-
vim (= neiplngm) okolim —oo budeme nazyvat jakykoliv interval typu (—oo,a) (kde
a € R). Protoze okoli a prstencové okoli bodu 400 nerozliSujeme, muzeme pro né
pouzivat oznaceni U(4o00) i P(400). Podobné, okoli i prstencové okoli bodu —oo
muzeme oznacovat U(—o0) i P(—00).

Levigm okolim bodu z € R nazyvame kazdy interval typu (z — e, z), kde € > 0.
Podobné, pravé okoli bodu = € R je libovolny interval typu (x,xz+¢), kde e > 0. Pro
levé a pravé okoli bodu = pouzivame oznaceni: P_(z), P,(x).

II1.1. Posloupnosti realnych cisel

IT1.1.1. Posloupnosti redlnych ¢isel. Posloupnosti redlnijch éisel (zkracené po-
sloupnosti) budeme nazyvat zobrazeni mnoziny prirozenych ¢isel N do mnoziny realnych
¢isel R. Posloupnost, kterd kazdému n € N prifazuje ¢islo a,, se znacéi {ay, as, as, ...}
nebo struénéji pouze {a,}. Cislo a, se nazyva n—tiym clenem posloupnosti {a,}. Je-li
M C R apro vsechna n € N je a, € M, pak {a,} nazyvame posloupnosti v M.

I11.1.2. Omezena, monoténni a ryze monoténni posloupnost. Posloupnost
{a,} nazyvame

&
~—

omezenou shora, existuje-li K € R tak, ze VneN: a, < K;
omezenou zdola, existuje-li K € R tak,ze VneN: a, > K;

o

@
—_— — ' ~—— — ~—— ~— —

o

omezenou, je-li tato posloupnost omezend shora i zdola;

o,

rostouct, jestlize Vn eN: a, < apy1;

klesajici, jestlize Vn e N: a, > a,y1;

—

neklesajici, jestlize Vn e N: a, < apiq;

nerostouct, jestlize Vn € N: a, > api1;

= 0=

monotonni, je-li nerostouci nebo neklesajici;

— o

ryze_monotonni, je-li rostouci nebo klesajici.

Vsimnéte si, ze plati: Rostouci posloupnost je specidlni piipad neklesajici posloup-
nosti. Klesajici posloupnost je specialni ptipad nerostouci posloupnosti. Ryze mono-
tonni posloupnost je specidlni piipad monoténni posloupnosti. Posloupnost, ktera je
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zaroven rostouci a klesajici, neexistuje. Posloupnost, ktera je zaroven nerostouci a
neklesajici, je konstantni.

I11.1.3. Limita posloupnosti. Cislo a € R* nazyvéme limitou posloupnosti {a,},
jestlize

(IIL11)  [VU(a)] [3neeN] [VneN] : (n>ny) = (an € Ula)).

(Cteme: Ke kazdému okoli U(a) bodu a existuje piirozené éfslo ng tak, ze pro kazdé
ptirozené ¢islo n plati: Je-li n > ng, pak a, € U(a).) Piseme: lim, , v a, = a
nebo struénéji lim a,, = a, pripadné pouze a, — a.

IT1.1.4. Poznamka. Limita posloupnosti {a,} je ¢islo, ke kterému se a, ,,bliz{”,
jestlize se indexy n ,,blizi” k nekoneénu (téz fikdme: ,,n jde do nekonecna”). Mozn4 se
vam zd4, ze vyrokem (II1.1.1) je tato skuteénost popséna prilis slozité. Je to vsak tim,
ze pro pojem ,,blizit se” matematika jiné vyjadfeni nemd. Pokud vyroku (III.1.1) po
prvnim precteni nerozumite, nic si z toho nedélejte. Jeho spravné pochopeni vyzaduje
dukladné promysleni. Rovnéz vam pomuze, prostudujete-li si peclivé dukaz véty I11.1.6.
Pojem limity posloupnosti (i limity funkce — s tim se sezndmime pozdéji) patif k zaklad-
nim pojmum matematické analyzy. Jeho dulezitost spociva zejména v tom, ze je vy-
jadrenim jakéhosi nekonecného procesu (priblizovani se). Vznikl v 16.—17. stoleti. Do
matematickych tvah, tehdy stale jesté ovlivnénych starovékou matematikou, vnesl dy-
namiku a prispél téz k poznani moznosti jak zachazet s ,,obavanym” nekonecnem.

Ne kazda posloupnost musi mit limitu. V odstavei I11.1.10 ukazeme ptiklad po-
sloupnosti, ktera zadnou limitu nema.

Mé-1i posloupnost limitu, pak tato limita neni zavisla (co do existence i hodnoty) na
tom, jak vypada néjaka ,,poc¢atecni ¢ast” posloupnosti, naptriklad prvnich milién ¢len.
Uvédomme si, ze mé-li posloupnost {a,} limitu rovnou a a zménime-li posloupnost
{a,} napiiklad tak, ze zménime libovolnym zpusobem hodnoty prvniho az miliéntého
clenu, pak pozménéna posloupnost bude mit limitu opét rovnou a.

IT1.1.5. Konvergentni a divergentni posloupnost. Je-li limitou posloupnosti {a,}
¢islo z R (tedy nikoliv —oo nebo +o0), fikdme, ze tato posloupnost je konvergentni,
nebo také, ze ma vlastni limitu. Je-li lim a, = +o0o (nebo —oo ), fikdme, ze posloupnost
{a,} ma nevlastni limitu. Posloupnost, kterd nemd zadnou limitu nebo ma nevlastni
limitu, se nazyva divergentni.

Je-li lim a, = a a a € R, fikdme téz, ze posloupnost {a,} konverguje k ¢islu a.

I11.1.6. Véta. Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Dukaz: Ukazeme tzv. ,,dikaz sporem”. Budeme predpokladat, ze tvrzeni véty neplati
a dalsimi dvahami dospéjeme ke sporu s timto predpokladem. Ptredpoklad se ukéaze
chybnym a véta tak bude dokazana.

Neplati-li tvrzeni véty, musi existovat alespon jedna posloupnost, ktera ma vice
limit. Oznaéme takovou posloupnost {a,} a vyberme z jejich limit dvé ruzné — zvol-
me pro né oznaceni a’ a a”. Existuji okoli U(a') a U(a”), kterd jsou disjunktni (tj.
jejich prunik je prdzdnd mnozina). Podle (II1.1.1) k okoli U(a’) existuje n; € N tak,
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ze pro vSechna n € N plati implikace: n >n; = a, € U(d’). Podle (III.1.1) vsak
také k okoli U(a”) existuje ny € N takové, ze pro vsechna n € N plati implikace:
n>ny = a, € U(d"). Prota n € N, kterd jsou zdroveni > n; i > no, tedy musi
a, patfit zdroveii do U(a’) ido U(a”). To ale nenf mozné, nebot okoli U(a’) a U(a”)
zadné spoleéné body nemaji. Dospéli jsme tudiz k zddanému sporu. O

IT1.1.7. Vybrand posloupnost. Necht {k,} je rostouci posloupnost prirozenych
¢isel. Pak posloupnost

{akw Aoy Algy -+ 5 Ak s }

nazyvame vybranou posloupnosti z posloupnosti {a,}. Tuto vybranou posloupnost zna-
¢ime zkrécené {ay, }.

II1.1.8. P¥iklad. Posloupnost {1/(2n)} (tj. posloupnost {3, %, %, %, ... }) je vy-
branou posloupnosti z posloupnosti {1/n} (tj. z posloupnosti {1, 3, 3, 1, 5, ... }).
IT1.1.9. Véta. Ma4-li posloupnost {a,} limitu rovnou a, pak jakdkoliv vybrand po-
sloupnost z posloupnosti {a,} ma& tutéz limitu a.

Dikaz: Predpoklddejme, ze lim a,, = a, tj. ze plati (II1.1.1). Chceme ukézat, ze
lim ay, = a, tj. ze plati:

[VU(a)] [F3m eN] [VmeN] : (n>n) = (a, € Ula)).

K libovolné vybranému U(a) existuje dle (II.1.1) ng € N tak, ze a, € U(a) pro
n > ng. Vybereme-li nyni za n; takové ptirozené cislo, ze k,, > ng pro m > nq, je
ziejmé pro V m € N pozadovand implikace (m > n;) = (ax,, € U(a)) splnéna. O
IT1.1.10. P#iklad. Posloupnost {(—1)"-n} nem4 limitu. Vybrana posloupnost, odpo-
vidajici pouze sudym indexum n (tj. posloupnost {2, 4, 6, 8, ...} ) mé limitu +oo,
zatimco vybrand posloupnost, odpovidajici pouze lichym indexim n (tj. posloupnost
{-1, =3, =5, =7, ...} ) ma limitu —oo. Kdyby posloupnost {(—1)"-n} méla néjakou
limitu a, pak by podle véty I11.1.9 musely mit obé vybrané posloupnosti stejnou limitu
rovnou a. Jak ale vidime, to neni pravda.

Pii vypoctu hodnot konkrétnich limit jsou dulezita pravidla, kterd jsou obsahem
nasledujici véty. Tuto vétu uvadime bez dukazu.

IT1.1.11. Véta (o limité souctu, rozdilu, soucinu a podilu posloupnosti).
Predpokladejme, ze lim a, =a a lim b, = b. Pak plati:
a) lim (a, +b,) = a+b,
b) lim (a, —b,) = a—0b,
¢) lim (a,-b,) = a-b,
d) lim (a,/b,) = a/b,

a

pokud vyrazy na pravych strandch maji smysl a pokud v pripadé d) podil a,/b, ma
smysl pro vSechna n € N.
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111.1.12. Poznamka. Vétu II1.1.11 muzeme pouzit, pokud na pravé strané napriklad
nevyjde vyraz (400) + (—00), (400) — (+00), (F£o0)/(£00), 0 (£oo) nebo a/0.
V piipadé vypoétu limity podilu a,/b, kromé toho potiebujeme, aby tento podil byl
vubec definovan. Protoze limita neni zavislda na tom, jak vypada prvnich m ¢lenu
posloupnosti (pro libovolné, ale pevné zvolené ¢islo m € N — viz pozndmku 111.1.4), je
z hlediska vypoctu limity postacujici, je-li podil a,/b, definovan nikoliv pro vsechna
n € N, ale pouze pro n > m.

2 — _ 2
[IL1.13. Pifklad. lim o201 _ gy, 34 @/ = (/)
2n? + 1000 2 + (1000/n2?)
g 3 2/(F0) = 1/(+00)* _ 340-0 _ 3
B 2 + 1000/ (+00)? -~ 210 92

I11.1.14. Pitklad. lim (v — v2n) = lim (Vi = v20) (Vi + V2n)

Vn+v2n
n—2n lim —\/n
Vn+vV2n 1++2

= lim

I11.1.15. Véta (o limité seviené posloupnosti). Necht {a,}, {b,}, {c.} jsou
posloupnosti, pro které plati: lim a, =lim¢, =c a VneN: a, <b, <c¢, Pak
lim b, = c.

I11.1.16. Piiklad. Ukézeme, ze lim /n = 1. Prokazdé n € N polozme /n = 1+4,.
Umocnime-li tuto rovnost na n—tou, dostaneme podle binomické véty:

n n mn
=1 2 34 n
n +(1)5n+<2>5n+(3)5n+ + 5"

Protoze 9, > 0, vyplyva odtud, ze pro n > 1 plati:

n > (g)(sg:@(sg — <<

2
n—1"

Protoze lim y/2/(n — 1) = 0, uzitim véty III.1.15 dostavame, ze rovnéz lim 6, = 0.
Z rovnosti {/n =1+ 6, nynf plyne, ze lim ¥/n = 1.

IT1.1.17. Cvic€eni. Vypocitejte néasledujici limity (nebo dokazte, ze neexistuji):

3n3 — 1
a) lim (n® —3n%?—521n) b) lim V/3n ¢) lim Zn2 —?7—;
2
a) tm (-1 2 &) lim (VATZ—vaFD) f) lim (ya— {3n)
N —
¢) lim sin n h) lim 2y D lim 2" + (1)
n dy/n—n 3"

Viysledky: a) 400, b) 1, ¢) 400, d) neexistuje, e) 0, f) 400, g) 0, h) %, i) 0.
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IT1.1.18. Cviceni. Zkuste sami dokédzat (nejlépe ,,sporem” — viz dukaz véty 111.1.6),
ze plati:

a) Posloupnost nezédpornych ¢isel (tj. posloupnost v (0,+00) ) nemuze mit zapornou
limitu.

b) Posloupnost nekladnych éisel (tj. posloupnost v (—oo,0)) nemuze mit kladnou
limitu.

II1.2. Funkce — zakladni pojmy

I11.2.1. Pojem funkce. Je-li M C R, pak kazdé zobrazeni M do R nazyvame
redlnou funkct jedné redlné proménné (krétce pouze funkci).

Funkce budeme oznacovat pismeny, jako na ptiklad f, g, h, ¢, ¥, F, G, apod.

I11.2.2. Defini¢ni obor, obor hodnot, graf. Funkce je specialni piipad zobrazeni
a pojmy ,,definicni obor zobrazeni” a ,,obor hodnot zobrazeni” jsou zndmé ze stiedni
skoly. Proto povazujeme za znamé téz pojmy ,,defini¢ni obor funkce” a ,,obor hodnot
funkce”. V souladu s oznacenim, zavedenym pro obecnd zobrazeni (viz Uvod), znadci

D(f) defini¢ni obor a H(f) obor hodnot funkce f.
Grafem funkce f nazyvame mnozinu G(f) = { [z, f(z)] € R* = € D(f) }.

I11.2.3. Poznamka. Napiiklad skutecnost, ze f je funkce definovana v intervalu
(0,2), ktera kazdému z z tohoto intervalu piitazuje hodnotu x®—1, zapisujeme jednim
z nasledujicich zpusobu:

a) f: y=az*—1 proze(0,2);
b) f(x)=2>—-1 proz e (0,2).

V obou zapisech x predstavuje tzv. nezdvisle proménnou nebo také argument funkce f.
V zapisu a) predstavuje y tzv. zdvisle proménnou. (Pochopitelné, pro oznaceni zavisle
promeénné i nezavisle proménné muzeme pouzivat i jind pismena; uzivani x a y je pouze
zvyk.)

Casto nebudeme pii zadan{ funkce uvadét jeji definiéni obor. V takovém pifpadeé
bude definicnim oborem mnozina vSech z € R, pro ktera ma vzorec, jimz je funkce
definovand, smysl. Napfiklad: definicnim oborem funkce f(z) = +x —2 je interval
(2, 400).

Na zcela exaktni urovni je mezi mezi f a f(z) tento rozdil: f je oznaceni funkce,
zatimco f(z) je hodnota funkce f v bodé z (tj. f(z) je éislo, které je funkei f
prifazeno ¢islu z ). Podobné, f(a) je hodnota funkce f v bodé a, f(2) je hodnota
funkce f v bodé 2, apod.

Povazujeme za nutné ¢tenaie upozornit, ze vySe uvedené znaceni funkci a jejich
funkénich hodnot nebyva vzdy v odborné literature dodrzovano zcela dusledné. Napti-
klad chceme-li zduraznit, ze f je funkel proménné x, muzeme hovoiit o ,,funkci f(z)”
nebo o ,,funkci y = f(z)” misto pouze o ,,funkci f 7.
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Misto o ,,funkci f, definované rovnici f(x) = 227 se ¢asto mluvi pouze o ,,funkci
227 . Nebude-li hrozit nebezpeéi ze vznikne zmatek, budeme toto dsporné vyjadiovani
pouzivat takeé.

Jak vidite, funkce lze zapisovat a oznacovat ruzné a néktera oznaceni mohou mit
dokonce dvoji smysl. (Napiiklad jak jsme se jiz zminili, f(x) je pfesné vzato hodnota
funkce f v bodé z, ale nékdy muze f(z) oznacovat i samotnou funkei f.) Véirime,
ze tato skuteénost vam problémy pusobit nebude. Ze souvislosti v jakych oznaceni
pouzivame, byva vzdy zfejmé, co mame na mysli.

I11.2.4. Operace s funkcemi. Souctem funkci f a g nazyvame funkci h takovou,
ze h(z) = f(x)+ g(x) pro z € D(f) N D(g). Pouzivdme zdpis: h = f + g.
Analogickym zpusobem definujeme i rozdil a soucin funkci f a g. Rovnéz podil
funkci f a g lze definovat podobné — definiénim oborem tohoto podilu je v§ak mnozina
[D(f) N D(g)] = A{z € D(g); g(x) = 0}.
Absolutni hodnotou funkce f nazyvame funkci h takovou, ze h(z) = |f(z)| pro
x € D(f). Pouzivame zépis: h = |f|.

II1.2.5. Restrikce (ztzeni) funkce.
Predpokladejme, ze f je funkce a M C
D(f). Funkei, definovanou pouze na M,
ktera kazdému = € M pritazuje tutéz hod-
notu jako funkce f (tj. f(z)), nazyvame
restrikci funkce f na mnozinu M a
znacime ji f|p. Pro oznaceni mmoziny
vsech hodnot, kterych funkce f nabyva na
mnoziné M, muzeme pouzivat dva sym-
boly: H(f|y) nebo f(M).

Na obr. 14 vidime graf funkce f a
vybranou mnozinu M C D(f). Silnéji je
vytazen graf restrikce funkce f na mnozi- Obr. 14
nu M.

I11.2.6. Inverzni funkce. Funkce je specidlni typ zobrazeni. Je zndmo, ze k prostym
zobrazenim existuji inverzni zobrazeni. Proto také k prostym funkcim existuji tzv.
inverzni funkce. Pripomenme, ze funkci f nazyvame prostou, jestlize pro V xq, x5 €
D(f) plati implikace: z7 # xo = f(21) # f(x3). Inverzni funkci k funkei f znacime
f-1. Jejim definiénim oborem je H(f), oborem hodnot je D(f) a pro ¥V = € D(f)
plati: y = f(z) <= = f_1(y).

Tvar inverzni funkce muzeme tedy z rovnice y = f(z) ziskat tak, ze z této rovnice
vypocitame z (pokud je ovSem vypocet mozny) a vyjadiime zavislost x na y. Nap¥iklad:
z rovnice y = (z — 1)* vypoéitdme = = 1+ ¥y. Zaménime-li zde nyni z a y (pouze
proto, ze nezavisle proménnou obvykle oznac¢ujeme x a zdvisle proménnou y), dospivame
k poznéni, Ze inverzn{ funkci k funkci y = f(x) = (r — 1)® (definované pro = € R) je
funkce y = f_1(x) = 1+ ¢z (rovnéz definovand pro z € R). Grafy obou funkei f a f_;
jsou nakresleny na obr. 15.
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Grafy funkei f a {1 jsou soumér-

né podle osy 1. a 3. kvadrantu. (Toto je _
- SN A y=f-1(z)
dusledkem skutecnosti, ze souradnice bo- 14+

du [z,y] € G(f) vyhovuji rovnici y =
f(x), kterd je ekvivalentni s rovnici x =
f-1(y). Naproti tomu, soufadnice bodu
[z,y] € G(f-1) vyhovuji rovnici y =
f-1(x), kterd se od rovnice = = f_1(y)
lisi pouze zaménou x a y. Vzijemna
vyména x a y odpovidda v roviné z, y ey = fo)

otoceni okolo piimky y = z.) Obe. 15 =(z—1)°
r.

IT1.2.7. Slozena funkce. Jsou-li f a g funkce pro které plati H(g) C D(f), lze
definovat funkci h predpisem h(x) = f(g(x)) pro z € D(g). Funkci h nazyvame
slozenou funkci (z funkei f a ¢). Pouzivame ozna¢eni h = fog nebo h = f*g nebo
piseme: h(x) = f(g(x)). Funkci f nazyvame wnéjsi funkci a funkci g wnitrni funkei.

Napfiklad: sin(2x) je slozend funkce. Vnéjsi funkce je sinus, vnitini funkce je 2z.

I11.2.8. Omezena funkce. O funkci f fikame, Ze je shora omezend, existuje-li ¢islo
K € R takové, ze pro vsechna = € D(f) plati: f(x) < K. (K se nazyva ,horni mez”,
,,horni hranice” nebo také , horni zdvora” funkce f.)

Analogicky, o funkci f tikame, Ze je zdola omezend, existuje-li ¢islo L € R takové,
ze pro vsechna x € D(f) plati: f(x) > L. (L se nazyva ,,dolni mez”, , dolni hranice”
nebo také ,,dolni zdvora” funkce f.)

Funkci f nazyvame omezenou, je-li f zaroven shora i zdola omezena.

Predpoklddejme déle, ze M C D(f). Funkci f nazyvame shora omezenou na
mnoziné M, existuje-li ¢islo K € R takové, ze pro véechna = € M plati: f(x) < K (tj.
je-li restrikce f|p; shora omezenou funkci). Podobné muzeme definovat pojem funkce
zdola omezené na mnoziné M a pojem funkce omezené na mnoziné M.

Napfiklad: restrikce funkce 1/x na interval (—oo,0) je shora omezend, nikoli vsak
zdola omezend. Naopak, restrikce téze funkce na interval (0, +o00) je zdola omezend,
neni vsak shora omezend. (Podivejte se na obr. 21b.)

I11.2.9. Extrémy funkce. Rikdme, 7e funkce f nabyva v bodé zy € D(f) svého
mazima, jestlize pro vsechna x € D(f) plati: f(z) < f(zo). Piseme: f(z9) = max f.

Analogicky, funkce f nabyvéa v bodé zo € D(f) svého minima, jestlize pro vSechna
x € D(f) plati: f(x) > f(x). Piseme: f(z) = min f.

Piedpokladejme, ze M C D(f). Rikdme, ze funkce f nabyva v bodé x, € M
svého mazima na mnoziné M, jestlize pro vsechna =z € M plati:  f(z) < f(xo).
Piseme: f(z9) = maxy f. Dalsi pouzivand oznateni maxima funkce f na mnoziné
M jsou: max f, max f(z). Podobné lze definovat i minimum funkce f na mnoziné M.

Te

Pouzivdme pro né oznaceni: min ; f, mj\}n f nebo mlJ\I/Il f(z).
e

Maximum a minimum funkce f nazyvame souhrnné extrémy funkce f.
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Na zakladé vyse uvedenych definic si sami promyslete, pro¢ plati rovnosti
max y f =max f|y a miny f=min f|y.

Obr. 16a Obr. 16b

Na obr. 16a je znazornén graf funkce f s maximem i minimem této funkce. Na
obr. 16b vidite graf funkce f se silné vytazenou restrikci na mnozinu M a s vyznacenym
maximem a minimem funkce f na M.

*111.2.10. Supremum a infimum funkce. Supremum mnoziny hodnot funkce f
(tj. mnoziny H(f)) nazyvame supremem funkce f.Pouzivame oznaceni sup f.

V souladu s definici suprema mnoziny v odstavci 111.0.3 a definici pojmu ,,horni
mez” omezené funkce f v odstavci I11.2.8 poznamenejme, zZe supremum omezené funkce
f je nejmensi ze vSech hornich mezi f. (Odtud vychézi i jiné oznaceni suprema funkce f,
uzivané zejména v anglické literatute: lub f, protoze anglicky se ,,nejmensi horni mez”
fekne ,,least upper bound”.)

Analogicky, infimum mnoziny funkénich hodnot funkce f nazyvame infimem
funkce f. Pouzivame oznaceni inf f. (V anglicky psané literatute se casto uzivéa ozna-
¢eni glb f, coz je zkratka pro ,,greatest lower bound” =, nejvétsi dolni mez”.)

Supremum mnoziny hodnot funkce f na mnoziné M (tj. mnoziny H(f|y))
nazyvame supremem funkce f na mnozine M. Znacime je sup,, f, sup f nebo
M
sup f(z).
zeM
Analogicky muzeme definovat i infimum funkce f na mnozZiné M. Znacime je

infy, f, 1]r\14ff nebo mlélj& f(x)

I11.2.11. Poznamka. Upozorinujeme ¢tendie na to, ze zatimco supremum a infimum
funkce f (na celém definicnim oboru nebo pouze na mnoziné M ) vzdy existuji, maxi-
mum a minimum funkce f (na celém D(f) nebo pouze na M ) existovat nemusi.

Napt¥iklad: Funkce f(z) = 2z nemd maximum ani minimum v otevieném intervalu
(0,4). (Pokud nékdo napiSe, ze minqy f = 0 a max(gq) f = 8, tak je to chyba, protoze
0 ani 8 nepatif mezi funkéni hodnoty funkce v intervalu (0, 4). Pfitom min 4y f mé byt
nejmensi ze vSech funkcénich hodnot a max(g 4y f ma byt nejvetsi ze vsech funkénich hod-
not funkce f v intervalu (0,4) — obé tedy musi patfit mezi funkéni hodnoty.) Supremum
a infimum funkce f v intervalu (0,4) oviem existujf a plati: inf(g 4) f = 0 asupg 4) f = 8.
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Existuje-li max f, je sup f = max f. Podobné, existuje-li min f, je inf f = min f.
(Stejna tvrzeni lze vyslovit i 0 maxy, f, sup,, f, miny, f a infy, f.) Odtud a z vyse uve-
deného piikladu (funkce f(x) = 2z v intervalu (0,4)) je patrné, Ze pojmy ,,supremum
funkce” a ,,infimum funkce” jsou zobecnénim pojmu ,,maximum funkce” a ,,minimum
funkce”.

I11.2.12. Monoténni a ryze monoténni funkce. Necht f je funkce a M C D(f).
Funkci f nazyvame

a) rostouci na M, jestlize Vxy, z9 € M : 1z <x9 = f(x1) < f(22);

o

klesajici na M, jestlize YV z1, o € M : 1 < x9 = f(11) > f(22);

c) mnerostouci na M, jestlize V x1, 290 € M : 11 <x9 = f(11) > f(22);

o

monotonni na M, je-li f na M nerostouci nebo neklesajici;

¢}

)
)
)
) neklesajici na M, jestlize ¥V x1, x0 € M : x1 <9 = f(x1) < f(22);
)
)

f) ryze monotonni na M, je-li f na M rostouci nebo klesajici.

Funkci, kterd je rostouci na celém svém defini¢nim oboru, nazyvame kratce pouze
rostouct (bez blizsi specifikace, kde). Podobneé lze zavést pojem funkce klesajici, neros-
touct, neklesajici, monotonni a ryze monotonnd.

7 ™

Obr. 17a Obr. 17b

Na obr. 17a vidite funkci rostouci na mnoziné M a na obr. 17b funkci klesajici
na mnoziné M. Na obr. 18a je nakreslen graf funkce neklesajici na mnoziné M a na
obr. 18b graf funkce nerostouci na mnoziné M.

Y1 Yy
f i
—] § | !
| o | -
| — | | — |
Obr. 18a Obr. 18b

Vsimnéte si, ze rostouci funkce je zaroven funkci neklesajici, klesajici funkce je
zaroven funkei nerostouci a ryze monoténni funkce je tudiz specialnim piipadem funkce
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monotonni. Funkce, kterd je nerostouci i neklesajici, je konstantni. Funkce, ktera je
soucasné rostouci a klesajici, neexistuje.

Ryze monoténni funkce je prostd (a tudiz k ni existuje inverzni funkce).
I11.2.13. Véta. Je-li f rostouci funkce, je inverzni funkce f_; také rostouct.

Analogickéd véta plati i pro funkce klesajici. Zkuste si sami obé véty (tj. pro funkci
rostouci i klesajici) dokézat.

IT1.2.14. Sud4, licha a periodicka funkce. Funkci f nazyvame sudou (respektive
lichou), jestlize pro kazdé = € D(f) plati: (—x) patiirovnéz do D(f) a f(—z) = f(x)
(respektive f(—z) = —f(z)).

Funkci f nazyvame periodickou s periodou w, jestlize pro kazdé = € D(f) a kazdé
k € Z plati: z + kw patii rovnéz do D(f) a f(z + kw) = f(z).

Graf funkce sudé je soumérny podle osy y a graf funkce liché je soumérny podle
pocatku. Napriklad: Funkce 22, 22 4+ 5, 2* a cosx jsou sudé, zatimco funkce a2,
sinx a tgx jsou liché. Nacrtnéte si jejich grafy!

II1.3. Vybrané konkrétni funkce

111.3.1. Elementarni funkce, znamé ze stiredni Skoly. Ze stiedni skoly zname
tyto konkrétni funkce:

a) konstantni funkce: f(z)=c (kde ceR)

b) linedrni funkce: flx)=kzx+q (kde k, g€ R a k#0)

¢) mocninnd funkce: f(z)=2* (kde a € R)

d) funkce sinus: f(z) =sinx

e) funkce kosinus: f(z) = cosx

f)  funkce tangens: flz)=tgzx

g) funkce kotangens: f(z) = cotgx

h) exponencidlni funkce pri zdkladu a (kde a > 0): f(z) =a”

i) logaritmickd funkce pri zdkladu a (kde a >0, a#1):  f(x)=log, x

Zopakujte si sami vlastnosti téchto funkei (tj. jak vypadaji jejich definiéni obory,
obory hodnot, grafy, jaké dulezité vzorce pro né plati, kde jsou tyto funkce rostouci,
klesajici, apod., jakd maji maxima a minima, eventudlné téz suprema a infima, atd.).

V nasledujicich odstavcich se seznamime s nékterymi dalsimi dulezitymi funkcemi:
s polynomem (odstavec I11.3.2), s exponencidlni a logaritmicku funkei o zédkladu e (kde e
je Eulerovo ¢islo — odstavec 111.3.3) a s tzv. cyklometrickymi funkcemi (odstavce I11.3.5
—I11.3.6). V odstavci I11.3.4 se vratime k mocninné funkci.
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I11.3.2. Polynom. Konstantni funkce a linedrni funkce jsou specidlni ptipady tzv.
polynomialni funkce. Tato funkce se kratce nazyva polynom. (Lze také pouzit puvodni
¢esky nazev mnohoclen). Polynom stupné n nazyvame funkci tvaru

P(x) = apa™ 4+ ap1 2"+ ap22" 2 + ...+ a1z + ag

(kde ay, Gp_1, ..., ag jsou redlna ¢isla a a, # 0.) Specidlné pro n =1 je P tzv.
linedrnd polynom (= linearni funkce), pro n = 2 tzv. kvadraticky polynom (= kvadratic-
k& funkce) a pro n = 3 je P tzv. kubicky polynom (= kubick4 funkce). Grafem linearni
funkce je piimka, grafem kvadratické funkce je parabola a grafem kubické funkce je
tzv. kubickd parabola. Na obr. 19a vidite graf kvadratického polynomu z% —2x — 3 a na
obr. 19b je nakreslen graf kubického polynomu x?® — 222 — 5x + 6. Grafy protinaji osu x
v bodech, jejichz z—ové souradnice se nazyvaji koreny uvazovanych polynomu. (Koteny
lze vypocitat fesenim kvardatické rovnice 22 — 2z — 3 = 0, respektive kubické rovnice
3 — 222 —H5r+6=0.)

Ay yl

Obr. 19a Obr. 19b

I11.3.3. Eulerovo ¢islo e. Exponenciilni a logaritmicka funkce o zakladu e.

7 duvodu, které pozname v odstavci I11.4.13, je ze vSech exponenciadlnich funkei ,,nejdu-
lezitéjsi” funkce e*, kde e je tzv. Fulerovo ¢islo. Toto ¢islo ma tu vlastnost, ze proa = e
svird tecna ke grafu funkce a® v bodé z = 0 s osou x tihel 45°. Cislo e je iraciondlni a
jeho pribliznd hodnota je 2,718. Je to, podobné jako Ludolfovo ¢islo 7, jedno z nejcastéji
uzivanych ¢isel v dnesni matematice. V minulosti bylo nalezeno mnoho vzorcu, kterymi

lze e vyjadrit. Naptiklad:

— i LY b I I
T n ebo e = T T T o

Misto e” se Casto piSe exp .
Pro obecné a > 0, a # 1, je logaritmicka funkce o zakladu a (tj. funkce log, z) de-
finovana jako inverzni funkce k exponencialni funkci a®. Specialné, logaritmicka funkce
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o zékladu e je inverzni funkei k e*. Tato logaritmicka funkce se nazyva prirozeny logarit-
mus a misto log, = se pro ni pouziva oznaceni Inzx.

Grafy obou funkci € a Inx vidite na obr. 20.

y

Obr. 20

Z definice prirozeného logaritmu (tj. ze skute¢nosti, ze to je inverzni funkce k ex-

ponencidlni funkci y = €”) plyne, Ze pro vSechna z € R plati: Ine” =z a pro vSechna

Inz

x > 0 plati: e™® = z. (To souhlasi s tim, jak byva logaritmus ¢asto definovédn na
stfednich 8koldch: Inx je ¢islo, na které musime umocnit e, abychom obdrzeli z.)

IT1.3.4. Mocninna funkce. Vsimnéme si jesté trochu podrobnéji funkce f(z) = z°.

(e

Defini¢éni obor i prubéh funkce zavisi podstatné na ¢islu a.

o

o}

o

Je-li a nezdporné celé ¢islo, je D(z%) = R. (Ptikladem je funkce z3.)
Je-li o zéporné celé ¢islo, je D(x®) = (—o0, +00) — {0}. (Pifkladem je funkce z72.)

Neni-li « celé ¢islo, je v odborné literature obvyklé poklddat D(z*) = (0, +00).
Divodem je to, ze pro neceld ¢isla « lze x® definovat vztahem z® = exp (In 2%) =
exp (a-In z) a In x mé smysl pouze pro x > 0.

Pro nékterda a lze vsak definici funkce x® rozumnym zpusobem rozsitit: Pro a > 0
Ize polozit 0 = 0 a definicnim oborem z“ se tak stdva interval (0, +00).

Pro ta «a, kterd jsou racionélni a kterd je mozné vyjadiit ve tvaru o = p/q, kde p,
q jsou cela nesoudélnd ¢isla a ¢ je liché, 1ze xz® definovat i pro = < 0. Ukazeme to

konkrétné pro a =2 a = —8: (—8)*% = [\3/—8]2 = [—3/@]2 =[-2]? =4.

Na obrézcich 20a a 20b vidite grafy dvou konkrétnich mocninnych funkci: /2 (druh4
odmocnina) a z~! (nepfimd timérnost).
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Obr. 21a Obr. 21b

V souvislosti s funkei ,,druhd odmocnina” (obr. 21a) upozorinujeme na rozdil mezi
vypoctem druhé odmocniny éfsla a? a fesenim kvadratické rovnice 22 = a? (pro dané
a # 0): zatimco Va2 = |a|, rovnice 22 = a® ma dvé feseni z1 5 = +va? = *|a| = +a.
Rozmyslete si sami dobie tuto jednoduchou skute¢nost a dosad'te si do odmocniny i do
kvadratické rovnice nékteré konkrétni hodnoty a, napiiklad a =2 a a = —2.

IT1.3.5. Cyklometrické funkce arcsinz (arkussinus) a arccosx (arkuskosinus).
Funkce sinus neni prosta. Inverzni funkce k sinu tudiz neexistuje. Restrikce funkce sinus
na interval (—m/2,7/2) vsak prostd jiz je. Inverzni funkeci k této restrikci nazyvame
arkussinus a oznacujeme ji arcsin. Definiénim oborem funkce arkussinus je interval
(—1,1) a oborem hodnot je interval (—m/2,7/2). Pro = € (—7/2,7/2) a y € (—1,1)
tedy plati: y =sinzx <= z = arcsiny.

Na obr. 22a vidite ¢ast grafu funkce sinus (tzv. sinusoidy) se silnéji vyznacenou
restrikel na interval (—m /2, 7/2). Na obr. 22b je podrobnéji nakreslen graf této restrikce
i graf funkce arkussinus. (Graf uvazované restrikce sinu je nakreslen silné.)

Y Y
S ,
2 .
) 1 ........... o
/ ’ Y = arcsina - {o /
i K 14 ime -
: -T2 : T 2 -1 T
_3r 0 = ™ : 0 1 T
2 AN S L . ?
7 y=sinz : y= (Slnx)|(—7r/2,7r/2>
: / .......... _1
// _z
............ 5
Obr. 22a Obr. 22b
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Podobneé, inverzni funkei k restrikci funkce kosinus na interval (0,7) nazyvame
arkuskosinus a oznac¢ujeme ji arccos. Jejim definiénim oborem je interval (—1,1) a
oborem hodnot je interval (0, 7). Pro z € (0,7) a y € (—1,1) tudiz plati:

Y = COST <= T = arccosy.

Na obr. 23 a je nakreslena ¢ast grafu funkce kosinus s vyznacenou restrikei na interval
(0, 7). Na obr. 23b je podrobnéji nakreslen graf této restrikce (opét je vyznacen silné)
a graf funkce arkuskosinus.

Y Y

Obr. 23a Obr. 23b

IT1.3.6. Cyklometrické funkce arctg z (arkustangens) a arccotgz (arkuskotan-
gens). Inverzni funkci k restrikci funkce tangens na interval (—7/2,7/2) nazyvame
arkustangens a oznacujeme ji arctg. Jejim definiénim oborem je interval (—oo, +00)
a oborem hodnot je interval (—7n/2,7/2). Pro y € (—o00,+00) a x € (—7/2,+7/2)
tudiz plati: y =tgr <= x = arctgy.

Y Y |
| I
| !
v =080 oy | L
: ™ : ///
,,,,,,,,,,,, SR N S
71': //' !
T T2 ! T
3 0~ A 0o T
) 2 = 12
7 I
fffffffffff S Al BT SR EEEELEECEEEE
S T2
// ! : y = arctgx
| |
| |
! !
! !
! !
Obr. 24a Obr. 24b

Na obr. 24a je nakreslena céast grafu funkce tangens s vyznacenou restrikci na interval
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(—m/2,+m/2). Na obr. 24b je opét nakreslen graf této restrikce (je vyznacen silné) a
rovnéz graf funkce arkustangens.

Inverzni funkei k restrikei funkce kotangens na interval (0, 7) nazyvame arkuskotan-
gens a oznacujeme ji arccotg. Jejim definiénim oborem je interval (—oo, +00) a oborem
hodnot je interval (0,7). Nacrtnéte si sami graf uvazované restrikce funkce kotangens
i inverzni funkce arkuskotangens!

Funkce arkussinus, arkuskosinus, arkustangens a arkuskotangens se nazyvaji cyklo-
metrické funkce.

I11.4. Limita a spojitost funkce

I11.4.1. Piiklad. Definiénim oborem funkce f(x)= (e —1)/z je mnozina R — {0}.
Lze sestavit tabulku hodnot funkce f v nékterych bodech x:

x -1 -0,2 | —0,05 | —0,001 | 0,001 0,05 0,2 1
f(z) || 0,6320 | 0,9060 | 0,9754 | 0,9995 | 1,0005 | 1,0254 | 1,1070 | 1,7182

Z tabulky lze usuzovat, ze pro x ,blizici se” k nule se f(z) ,,blizi” k jedné. Tuto,
zatim pouze intuitivné chédpanou skutecnost, lze presnym zpusobem vyjadiit uzitim
pojmu , limita funkce”. Definice tohoto pojmu je obsahem nasledujiciho odstavce.

II1.4.2. Limita funkce. Predpoklidejme, ze xy € R* a Ze defini¢ni obor funkce f
obsahuje nékteré prstencové okoli P(xzg) bodu zy. Jestlize pro kazdou posloupnost
{z,} v P(zo) plati implikace

T, — 19 = f(x,) — a,
pak tikame, ze funkce f m&a v bodé xy limitu rovnou a. PiSeme:

lim f(z) = a.

T—T0

<Pozdéji uvidime, ze pro funkci z ptrikladu III1.4.1 opravdu plati: ilir(l) ¢ ; L = 1.)
111.4.3. Poznamka. Existence ani hodnota limity funkce f v bodé xy nezavisi na
tom, zda samotny bod zy patii do D(f). Patii-li o do D(f), pak hodnota f(zo)
nema na existenci ani hodnotu limity funkce f v bodé zy zadny vliv. Existence a
eventualné téz hodnota této limity jsou ur¢eny vyhradné chovanim funkce f v okoli
bodu xg, nikoliv v bodé z; samém.

Je-li lim f(z) =a ajeli a € R, tikdme, ze funkce f mé v bodé xy vlastni limitu.
T—T0

Je-li a = +00 nebo a = —oo, tikdme, ze funkce f ma v bodé xy nevlastni limitu.

Snadnym dusledkem véty I11.1.6 je nasledujici véta:

111.4.4. Véta. Funkce f miize mit v jakémkoliv bodé xq € R* nejvyse jednu limitu.
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I11.4.5. Piiklad. Funkce f(z) =sinz nemd v bodé +oo limitu. Kdyby totiz néjakou
limitu (rovnou napiiklad ) méla, musela by pro kazdou posloupnost {z,} v R platit
implikace z, — oo = sinz, — a. Napiiklad pro posloupnost {z,}, pro kterou
je z, = m/2 + nm, uvedend implikace neplati. Tato posloupnost ma sice limitu rovnou
+00, avsak posloupnost {sinz,} (tj. posloupnost {(—1)"}) limitu nems4.

Pocitat limity funkci podle definice (tj. pomoci limit posloupnosti) by bylo velmi
tézkopadné. Proto se seznamime s efektivnéjsimi postupy. Pti konkrétnich vypoctech
limit je velmi dulezitd nasledujici véta. Tyka se limity souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu
dvou funkei a 1ze ji snadno dokazat pomoci véty I11.2.13.

IT1.4.6. Véta (o limité souctu, rozdilu, soucinu a podilu funkci).
Necht lim f(z)=a a lim g(x)="b. Pak platf:

r—x0 T—T0

a) Jim [f() +g(x)) = a+b,
b) lim [f(x) — g(x)] = a—b,
¢ lim [f(x)g(@)] = a-b,
a) lim [f()/g(x)) = afb

pokud vyrazy na pravych stranach maji smysl.

I11.4.7. Poznamka. Je-li napiiklad lim f(z) = lim g(z) = 400, nelze limitu
T—xQ T—T0
podilu lim f(z)/g(z) pocitat podle véty II1.3.6, protoze vyraz (+o00)/(4+00) neméd
T—x0

smysl.

II1.4.8. Piiklad. lim (32° + 22 —1) = lim (32%) + lim (22) — 1 = 124+4-1 = 15
T— T—

T—2
IT1.4.9. Poznamka. Lze ukézat, ze je-li lim f(z) =a, a >0, lim g(z) =0 a
Tr—xQ Tr—xTQ
g(x) > 0 pro vSechna = z néjakého prstencového okoli P(zg), pak lim f(x)/g(z) =
T—T0
+o00. Limitu podilu f(z)/g(z) sice nemuzeme pocitat podle véty 111.4.6 (protoze vyraz
a/0 neméd smysl), nicméné vzhledem k tomu, ze f(x) se pro x — xy blizi ke kladnému

¢islu a a g(x) se blizi k 0 zprava, tj. z oboru kladnych ¢isel, blizi se podil f(x)/g(z)
k +o00. Podobnou tivahu lze pouzit i v pripadé, ze a < 0 nebo g(x) < 0 pro = € P(xy).

111.4.10. Priklad. Pomoci tvahy z predchazejici poznamky I11.4.9 dostavame:

lim — = +oc.
x—0 :L'2
K nékterym dalsim metodam a piikladum vypocétu limit se vratime jesté v této
kapitole po probrani pojmu ,,spojitost funkce”. V odstavci 111.6.16 se kromé toho jesté
seznamime s tzv. I’'Hospitalovym pravidlem, které je uzite¢nou pomuckou pii vypoctu
limit podilu dvou funkei.

111.4.11. Jednostranné limity. Predpokladejme, ze g € R a Ze defini¢ni obor funkce
f obsahuje nékteré pravé okoli P, (xg) bodu xg. Jestlize pro kazdou posloupnost {z,}
v Py(z) plati implikace
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T, — 19 = f(x,) — a,

pak tikame, ze funkce f ma v bodé zy limitu zprave rovnou a. PiSeme:
lim f(z)=a.

T—x0+
Analogicky muzeme definovat limitu zleva funkce f v bodé zy. PiSeme:
lim f(z)=a.

T—To—

Porovnanim téchto definic s definici ,,oboustranné” limity funkce (odstavec I11.4.2)
okamzité ziskdvame dulezitou vétu:

111.4.12. Véta. Funkce f ma v bodé xg € R limitu rovnou a praveé kdyz ma v bodé
xo limitu zprava i limitu zleva a obé jsou rovné a.

Pro limity zprava a zleva dale plati obdobné véty, jako jsou véty 111.4.4 a I11.4.6.

I11.4.13. Poznamka. Pro limitu funkce lze formulovat podobnou vétu (mohli bychom
ji nazvat ,,Véta o limité seviené funkce”), jako je véta I11.1.15. Véta by fikala zhruba
toto: Je-li na néjakém prstencovém okoli bodu z graf funkce f ,,sevien” mezi grafy
funkci g a h a maji-li obé funkce g, h pro x — xy stejnou limitu rovnou «, pak i
funkce f ma pro x — xq limitu rovnou «. Zkuste si sami tuto vétu presné zformulovat
a zkuste si zformulovat i jeji varianty tykajici se jednostrannych limit.

*I11.4.14. Poznamka. Na z4vér partie o limitdch funkci se jesté vratme k definici limi-
ty. Moznych, vzdjemné ekvivalentnich definic, vzniklo v prubéhu vyvoje diferencialniho
poctu vice. Zkuste si sami rozmyslet, ze skutecnost, ze lim f(x) = a, muzeme také

definovat takto: o
VU(a) FP(xg) VYzeR : xzePlry) = f(x)e€ Ula),
nebo v pripadé, kdy zy i a jsou ¢isla z R, jesté jinak:
Ve>0 J0>0 VezeR : 0<|z—z9|<d = |f(z)—a|<e

111.4.15. Spojitost funkce — motivace. Na obr. 25a a obr. 25b jsou nakresleny grafy
dvou funkei. Na prvni pohled je patrné, ¢im se lisi: zatimco graf funkce f lze nakreslit
,,jednim tahem” | v ptipadé funkce g to neni mozné, protoze tento graf je v bodé = = z
,,prerusen”. Misto toho, zda graf funkce neni nebo je v bodé xy ,,pferusen”, hovoii se
v matematice o spojitosti nebo nespojitosti funkce v bodé .

Yy ’ Y
\/f// g
: T : T
Zo ) Zo ;
Obr. 25a Obr. 25b
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111.4.16. Spojitost funkce v bodé. O funkci f fikame, ze je spojitd v bodé zq €
D(f), jestlize
(II1.3.1) lim f(z) = f(zo).
T—xQ

111.4.17. Poznamka. Prec¢teme-li si peclivé tuto definici a definici I11.4.2, vidime, ze
aby funkce f mohla byt spojita v bodé xy, musi byt definovana v néjakém okoli bodu
xo (tj. D(f) musi obsahovat néjaké okoli U(xy)).

Funkce ¢g na obr. 25b ma v bodé z( limitu zprava ruznou od limity zleva, proto jeji

,,oboustrannd” limita v bodé z, neexistuje (viz vétu II1.4.12). Rovnice (I11.4.1) tedy
nemuze platit, funkce g proto neni v bodé zy spojita.

IT1.4.18. Spojitost zprava a zleva. O funkci f fikdme, Ze je spojitd zprava (respek-
tive spojitd zleva) v bodé xy € D(f), jestlize

lim f(z) = f(zo) (respektive  lim f(z) = f(zo)).

T—x0+ T—xT0—

Z véty 111.4.12 snadno plyne toto tvrzeni: Funkce f je spojita v bodé x, prave
tehdy, je-li v tomto bodé spojita zprava i zleva.

I11.4.19. Piiklad. Funkce y = v/ neni spojita v bodé xy = 0, nebot nenf definovand
v zadném levém okoli bodu zy. Tato funkce je vSak v bodé xy = 0 spojita zprava.

I11.4.20. Spojitost funkce v intervalu. Necht I je interval v R, ktery je ¢dsti
defini¢niho oboru funkce f. Rikame, Ze funkce f je spojitd v intervalu I, jestlize

a) f je spojitd v kazdém vnitinim bodé intervalu I,
b) f je spojitd zprava v levém krajnim bodé intervalu I (patii-li tento bod do I),

c) f jespojitd zleva v pravém krajnim bodé intervalu I (patii-li tento bod do TI).

I11.4.21. Priklad. Funkce f(x) = 322+ 2x — 1 je spojitd v R. K ovéfeni této
skutecnosti je tieba ukézat, ze funkce f je spojitd v kazdém bodé zy € R (nebot
D(f) = R). Necht tedy =z, je libovolné vybrany bod z R a necht {z,} je libo-
volna posloupnost ¢isel z R, pro kterou plati lim z, = xy. Potfebujeme ukazat, ze
lim f(z,) = f(x0), tj. lim (32242z,—1) = 322+2x0—1. Uzitim véty I11.3.7 dostavame:
lim (322 +2x,—1) = lim 3z*+lim 2z,—lim 1 = 3:[lim z,, |*+2-lim x,—1 = 323+27¢—1.

Vysetrovat vzdy spojitost funkce tak, jak jsme to prave ucinili, by bylo prilis pracné.
Uzitecné jsou proto véty 111.4.22, 111.4.24 a 111.4.25.

I11.4.22. Véta. Polynomy, goniometrické funkce (tj. funkce sinus, kosinus, tangens,
kotangens), cyklometrické funkce (tj. funkce arkussinus, arkuskosinus, arkustangens, ar-
kuskotangens), mocninnd funkce, exponencialni funkce i logaritmicka funkce jsou funkce
spojité v kazdém intervalu, ktery je casti jejich definicniho oboru.

111.4.23. Poznamka. Nacrtnéte si graf funkce tangens. Vidite, ze tangens je spojitou
funkei v kazdém intervalu typu (—7n/2 + km,7/2 + km) (kde k je celé ¢islo). Funkce
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tangens neni spojitd v bodech /2 + km, (kde k je celé ¢islo). To vSak neni ve sporu
s tvrzeném véty I111.4.22, protoze body 7/2 4+ km nepatii do definiéniho oboru funkce
tangens.

I11.4.24. Véta (o spojitosti souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu dvou funkci).
Jsou-li funkce f a g spojité v bodé xy, pak také funkce f+g, f—g, f-g, a |f] jsou
spojité v bodé xy. Za dodatecného predpokladu, ze g(xy) # 0 je i funkce f/g spojita
v bodé z.

(Tato ¢ést vety je pravdiva i v piipadé, ze ,,spojitost v bodé xy” nahradime ,,spo-
jitosti zprava v bodé z,” nebo ,,spojitosti zleva v bodé zy".)

Jsou-li funkce f a g spojité v intervalu I, pak také funkce f+g, f—g, f-g¢
a |f| jsou spojité v intervalu I. Je-li navic g(x) # 0 pro vSechna x € I, pak rovnéz
funkce f/g je spojita v intervalu I.

IT11.4.25. Véta (o spojitosti slozené funkce). Je-li funkce g spojitd v bodé x
a funkce f je spojita v bodé g(xy), je slozend funkce f g (tj. funkce y = f(g(z)))
spojita v bodé x.

Je-li funkce g spojita v intervalu I, funkce f je spojita v intervalu J a je-li
g(I) C J, pak rovnéz slozena funkce f * g je spojita v intervalu 1.

Spojité funkce maji fadu zajimavych a dulezitych vlastnosti. V nasledujicich vétach
ukazeme alespon nékteré z nich. Véty maji nazorny geometricky vyznam, zkuste si proto
sami jejich smysl znézornit na obrazcich.

I11.4.26. Véta (Darbouxova vlastnost). Je-li funkce f spojitda v intervalu I a
jsou-li ¥y a x9 dva libovolné body z I, pak ke kazdému ¢islu n lezicimu mezi f(z;)
a f(xq) existuje bod & lezici mezi x1 a xo takovy, ze f(§) =n.

111.4.27. Poznamka. VySe uvedena véta se také nazyva ,,Véta o nabyvani mezihod-
not”. Je to logické. Véta totiz iika, ze je-li f funkce spojita v intervalu I a jsou-li h; a
ho dvé jeji libovolné hodnoty na intervalu I (tj. hy, he € f(I)), pak funkce f nabyva
na I vSech hodnot mezi h; a hs.

Snadnym dusledkem véty 111.4.26 je toto tvrzeni: Je-li f spojita funkce v intervalu

I, pak f(I) je rovnéz interval nebo je to jednobodova mnozina. (Mnozina hodnot
funkce f na intervalu I tedy musi byt ,,souvisla”.)

IT1.4.28. Véta (o spojitosti inverzni funkce). Je-li funkce f spojitd a prosta
v intervalu I, f(I) = J, pak inverzni funkce f_; je spojita v intervalu J.

IT1.4.29. Véta (o existenci maxima a minima). Spojita funkce v uzavieném
omezeném intervalu (a,b) nabyva v tomto intervalu svého maxima i minima. (T}

max f(z) a min f(z) existuji.)
z€{a,b) z€(a,b)

I11.4.30. Véta. Necht funkce f je spojitd v bodé xq. Je-li f(zo) > 0, pak existuje
okoli U(xy) takové, Ze pro vsechna z € U(xg) plati: f(x) > 0.
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Dukaz: Ukazeme dukaz sporem, ktery je jednoduchy a poucny. Predpokladejme, ze
tvrzeni véty neplati. Pak v kazdém okoli U(zg) bodu zg lze nalézt = takové, ze f(z) <
0. Odtud plyne, Ze existuje posloupnost {z,}, pro kterou plati: z, — x¢ a f(z,) <0
pro v8echna n € N. Ze spojitosti funkce f v bodé xy vyplyva, ze f(z,) — f(xo).
Posloupnost {f(x,)} je posloupnost nekladnych ¢isel; takova posloupnost nemuze mit
kladnou limitu. To je vSak spor s tim, ze f(z9) > 0. Tvrzeni véty tedy plati. O

Podobnym zpusobem lze dokazat, ze plati: Je-li funkce f spojita v bodé xg a
f(z0) <0, pak existuje okoli U(xq) takové, zZe pro vSechna x € U(xq) plati: f(x) < 0.

111.4.31. Poznamka. Nyni se vratime k vypoctum limit funkci. Ze zpusobu zavedeni
pojmu ,,spojitost funkce v bodé” (viz odstavec 111.4.16) a z véty 111.3.22 plyne, ze je-li
f jakakoliv z funkci zminénych ve véte 111.3.22 a je-li xy vnittni bod definicniho oboru

funkce f, je lim f(z) = f(xo).
Tr—rxTQ
Velmi uziteéné jsou také néasledujici véty o limitach slozenych funkei:

I11.4.32. Véta (1. véta o limité slozené funkce). Necht lim g(x) =\ A€R a

T—TQ

necht funkce f je spojitd v bodé \. Pak plati: lim f(g(z)) = f(\).
T—T0

II1.4.33. Priklad. Vypocitejme hII(l) exp (1 — 2?). Vnitini funkee, tj. funkce g(z) =
z—

1 — 22, méa v bodé x =0 limitu rovnou 1. Vngjsi funkee, tj. funkce f(y) =exp y, je
v bodé y =1 spojitd a md zde hodnotu exp 1 = e. Proto je: lir% exp (1 —2°%) = e.
T—

I11.4.34. Véta (2. véta o limité slozené funkce). Necht lim g(z) = +o0

T—xT0

(respektive —oc ). Necht lirf fly) = L (respektive lim f(y) = L ). Pak plati:
y——+oo y——00

lim f(g(z)) = L.

T—TQ

111.4.35. Poznamka. Véty I11.4.32 a I11.4.34 lze pozménit v tom smyslu, ze v pred-
pokladech misto o limité g(z) pro & — x¢ hovorime o limité g(x) pro x — x zleva a
v tvrzeni véty pak misto o limité f(g(x)) pro x — xo také hovoiime o limité f(g(x)) pro
x — g zleva. Obé véty lze podobnym zpusobem modifikovat i pro ptipad, kdy =z — xg
zprava.

I11.4.36. Priklad. Vypocitejme limitu 1iI{1+ arctg [z/(x—1)]. Vnitini funkce g(z) =
z—

z/(x —1) mé v bodé 1 limitu zprava rovnou +oo. (Citatel z m4 limitu 1, jmenovatel
x — 1 mé limitu 0, pficemz jmenovatel se k nule blizi zprava, tj. z oboru kladnych ¢isel.
Podil z/(z — 1) ma proto limitu +o00.) Vnéjsi funkce arkustangens ma v +oo limitu
rovnou 7/2. Proto je: wlg{gr arctgx/(z — 1) = /2.

1I1.4.37. Piiklad. Vypocitejme limitu lir% (sinz)/z. Zabyvejme se nejprve limitou
T—

zprava. Pro x z pravého okoli 0, napiiklad z okoli (0,7/2), plati: sinz < x a = < tgz.
Proto také pro = € (0,7/2) plati:
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x sin x tgx
< - <1, = —— COSZT > COSX.
T T T

sin

T

Funkce (sinz)/x je tedy pro = € (0,7/2) ,,seviend” funkei cosx (zdola) a konstantni

funkei 1 (shora). Protoze je lim cosz =1 a lim 1= 1, plati také: lim (sinz)/z =
z—0+ z—0+ z—0+

1. (Viz pozndmku I11.4.13.) Podobné lze dokazat, ze i limita zleva je rovna jedné. Podle
vety 111.4.12 pak plati:

lim = 1.

z—0 x

V odstavci 111.6.34 (I'Hospitalovo pravidlo) se sezndmime s jednodussi metodou,
jak vypocitat stejnou limitu. Nicméné i vySe ukazany postup povazujeme za poucny.

111.4.38. Cviceni. Vypocitejte limity

22 — 22 + 100 o L
W Jm e P m et 2 -T) )
‘ . 4 —x+1 . 8 2
d) Jlim arccos z e M — ) i <x2—4_$—2>

V4 -1
VETET D) dim (P — 1000+ 155) 1) lim (2° — 247)
T——3 r+4 T—+00 T——00
1 \/ -1
j) lim In (a: il ) k) lim Vitve-1l 1) lim z-sinz
x T—+00 \3/_ — \/E T—+00
m) lim arccotgz n) lim b o) lim z- (Vo —3—+1)

r——00 x——+00 T r——+00

g)

x—0

Visledky: a) %, b) 26, ¢) 400, d) 0, €) 0, f) —3, g) 0, h) o0, i) —o0,

j) neexistuje, k) —1, 1) neexistuje, m) 7, n) 0, o) neexistuje.

(K vypoctum nékterych typu limit se jesté vratime v odstavcich 111.6.32 — 111.6.34.)

ITI1.5. Derivace funkce

Pro astronomy neni dulezitd pouze okamzita poloha objektu které pozoruji, ale i
informace o tom jak se tato poloha méni. Sedite-li v jedoucim automobilu, pak na vas
silovymi uc¢inky neptusobi rychlost sama, ale jeji zmény. Vlastnite-li akcie néjaké firmy,
jisté vas zajima nejen jejich dnesni hodnota, ale také jak se tato hodnota momentalné
meéni — zda a jakym tempem roste nebo klesa. Tyto jednoduché ptiklady lze zobecnit:
Dulezitou informaci o kazdé funkci neni pouze jeji hodnota v jednom nebo vice bo-
dech, ale také mira zmény (rustu nebo poklesu) funkce v tomto bodé (nebo bodech).
Snaha vyjadfit miru rustu nebo poklesu funkce vedla v 15.—16. stoleti k zavedeni pojmu
derivace.

V dalsich dvou odstavcich popiseme dvé konkrétni situace, které k derivaci funkce
prirozenym zpusobem vedou. Aplikaci a moznych vyznamu tohoto pojmu v nejruznéj-
sich védnich oborech je vsak mnohem vice.
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I11.5.1. Geometricka motivace — smérnice tecny ke grafu funkce. Za miru zmé-
ny funkce f v bodé zy povazujeme smérnici tecny ke grafu f v bodé X, = [z, f(x0) ].
Smérnice je rovna tga, kde a je ihel mezi tetnou a kladnou poloosou z. (Viz obr. 26.)

I tecna secna
f (.730 + h)
f(xo) Obr. 26
_-a i 5 v

o To+ h

Chceme-li smérnici vyjadrit, zvolime na grafu funkce f dalsi, ,,proménny” bod X =
[zo + h, f(xo + h)]. Oznacme o thel, ktery piimka XoX (secna grafu funkce f) svird
s osou x. Smeérnice seény XoX je rovna

Ptiblizuje-li se bod x¢+h k bodu z¢, pak se¢na Xy X se ptiblizuje k te¢né ke grafu funkce
f v bodé X,. Hledanou smérnici tecny, neboli tg «, tudiz obdrzime jakozto limitu tg o/
pro h — 0 (pokud limita existuje a je konecnd).

I11.5.2. Fyzikalni motivace — okamzita rychlost. Predpoklddejme, Ze po piimce se
pohybuje bod. Draha, kterou bod urazil v case ¢, je s(t). Drdha, kterou bod probéhne
v ¢asovém intervalu (to,to + h), je s(to + h) — s(tp) a tudiz prumérnd rychlost bodu
v tomto ¢asovém intervalu je rovna

s(to+ h) — s(to)

N .

Pokud existuje limita tohoto vyrazu pro h — 0, pak jeji hodnotu nazyvame okamZzitou
rychlosti pohybujiciho se bodu v case t,.

Vidime, ze vyse uvedeny zlomek je (az na jind pismenka) stejny, jako zlomek, ke
kterému jsme dospéli v predchazejicim odstavci I11.5.1. V obou ptipadech je dulezitd
limita zlomku pro h — 0.

I11.5.3. Derivace funkce. Derwaci funkce f v bodé xy nazyvame cislo, které ozna-
cujeme f’(xy) a které definujeme rovnici

B) —
(ITL5.1) Plag) = lim LT })l f{zo).

h—0

jestlize limita vpravo existuje a je konecna.
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Funkei, kterd kazdému bodu x € D(f) ptifazuje derivaci f'(z) (pokud v bodé x
derivace existuje), nazyvame derivact funkce f a oznacujeme ji f’. Pro definiéni obor
funkce f’ plati: D(f") C D(f).

IT1.5.4. Poznamka — jiny zapis limity (II1.5.1) a jiné znaceni derivace. Oznaci-
me-li * = zg + h, muzeme formuli (I11.5.1) téz psat ve tvaru
f(z) = f(zo)

T—x0 T — 1,'0

Je-li funkce f déna rovnici y = f(z), pak derivaci funkce f ¢asto oznacujeme

kromé f’ také symboly
if  d .y

&7 a f7 Yy, dr .
Vyraz df/dz ¢teme ,,df podle dz”.

I11.5.5. Tec¢na ke grafu funkce — analytické vyjadieni. Predpokladejme, ze zy €
D(f). Ma-li funkce f v bodé zy derivaci k = f'(x¢), pak tecnou ke grafu funkce f
v bodé [z, f(x¢)] je piimka dand rovnici

y— f(xo) = k- (v — o).

I11.5.6. Okamzita rychlost. Vratme se k situaci, popsané v odstavci I111.5.2. Vidime,
ze okamzitou rychlost pohybujiciho se bodu v ¢asovém okamziku t, lze definovat jako
derivaci polohové funkce s podle casu v bodé t = ty. Jelikoz ve fyzice je zvykem
derivaci podle ¢asu oznacovat (kromé ¢arky nebo symbolu d/dt) téz teckou, muzeme

psat: v(ty) = $(to).
I11.5.7. Derivace zleva a zprava. Existuje-li vlastni jednostranna limita

lim f(xo+h) — f(xo) (respektive lim f(xo+h) — f(xo) )7
h—0— h h—0+ h

pak hodnotu této limity nazyvame derivaci funkce f zleva(respektive zprava)
v bodé xga oznacujeme ji f’ (xg) (respektive f (x).

Z véty 111.3.12 okamzité plyne toto tvrzeni: f'(zo) =k <= fL(v0) = fi(z0) = k.

I11.5.8. Véta. Ma-li funkce f v bodé x, derivaci, je v bodé xy spojita.

Ma-Ii funkce f derivaci zleva (respektive zprava) v bodé xq, je v tomto bodé spojita
zleva (respektive zprava).
Dukaz: Ukazeme pouze diukaz prvni ¢asti véty. Dukaz druhé casti se da provést ana-
logicky.

Z existence derivace f’(xg) plyne, ze funkce f je definovand na néjakém okoli

Ulzo). Pro = € P(xo) platt: f(z) = f(zo) + { [ f(zx) — f(zo))/(x — 20) } - (x — x0).
Vyraz v zavorkach {...} mé pro x — zo limitu rovnou f'(zg) a (z — x9) mé pro
x — ¢ limitu rovnou 0. Podle véty I11.3.7 je

lim f(z) = lim f(l'o)+M

T—T0 T—T0 xr — J}O

(x—x0)| = f(xo) + f'(w0) -0 = f(xo).
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To znamend, ze funkce f je v bodé zy spojitd. (Viz definici spojitosti 111.4.16.) O
Nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme dale misto xy psat pouze x.

I11.5.9. Poznamka. Véta I11.5.8 m4 tento dusledek: Necht I je interval s krajnimi
body a, b a necht a < b. Ma-li funkce f derivaci ve vSech bodech x € (a,b), existuje-
li f.(a) (pokud bod a do intervalu I patii) a existuje-li f'(b) (pokud bod b do
intervalu I patri), pak funkce f je spojita v intervalu I.

Pii uziti diferencialniho poc¢tu k feseni ruznych problému je velmi dulezité umeét
vypocitat derivace konkrétnich funkci. Poc¢itani derivaci se nazyva derivovdni. Piimy
vypocet derivace pomoci formule (II1.5.1) je sice mozny, pro svoji obtiznost a tézko-
padnost vsak neni vhodny. V zajmu usnadnéni vypoctu byla v minulosti odvozena tada
vzorcu, pomoci kterych lze snadno a takika automaticky vypocitat derivaci vétsiny
zadanych funkei. V nasledujicich odstavcich se s témito vzorci seznamime.

I11.5.10. Véta. Necht funkce f a g maji derivace v bodé x a necht k € R. Pak také
funkce k- f, f+g, f—g a f-g maji derivace v bodé x a plati:

a) [k-f]'(z) = k- f(2),
[f+g](x) = f(z)+g(2),

[f

[f

—gl'(x) = f(z) —d(2),
9l (@) = f'(z)-g(z) + flz)-g'(z)
Je-li navic g(x) # 0, md i podil f/g derivaci v bodé x a plati:
1 @) )~ 5 g )
K LJ] @) 9*(x) '

Dukaz: Vsechny tyto vzorce lze odvodit pomoci formule (III.5.1). Ukdzeme pouze
odvozeni jednoho z nich, naptiklad vzorce d). Pro derivaci sou¢inu f-g v bodé z plati:

[f-g](x) =
[f-gllx+h)—[f gl(z)

)
c)
)

fx+h)-glz+h) - f(x)-g(x)

B }LIE% h - flg% h
_ o St h)-gleth) - f(o) - glath) + f(2) - glat h) — f(a) - gla)
h—0 h
~ lim f(:c+hf)L—f(x) oo+ h) + lim Fa) g(x+h})L—g(a:)
— f'(z) g(x) + f(z)-d(). -

I11.5.11. Poznamka — jiny zapis vzorca a) — e). Vzorce a) — e) z véty I11.5.10 se
casto zapisuji tak, ze misto oznaceni funkci f a g se pouzivaji u a v a pro zjednoduseni
a snadnéjsi zapamatovani se vynechava (z):
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a) (k-u) =k -, b) (u+v)=d+v, ¢ (u—v)=d -1,

! ra /
d) (u-v) =vv+uv, e <E> M

(%

v

I11.5.12. Derivace nékterych elementarnich funkci. Vypoctem limity (II1.5.1)
a pomoci vzorcu a) — e) z véty I11.5.10 lze odvodit, jak vypadaji derivace nékterych
konkrétnich elementarnich funkei:

a) [k] =0 (k je konstantni funkce) b) [2*] =a-z*! (@ €R, a #0)

¢) [sinz] = cosx d) [cosz]| = —sinx
1 cotgzr] = — !
¢) [tgz] = (cos x)? f) leotgz] (sinx)?

Kazdy z vyse uvedenych vzorcu (s vyjimkou vzorce b)) plati pro vSechna x z definié¢-
ntho oboru funkce, jejiz derivace se vzorec tykd. Vzorec b) také plati pro vsechna z
z definiéniho oboru funkce z®, ale pouze v piipadé, ze a & (0,1). Je-li totiz a € (0, 1),
pak vzorec b) neplati pro x = 0. Bod = = 0 je tedy tfeba z oboru platnosti vyjmout.

Abyste videéli, ze vzorce a) — f) skuteéné obdrzime vypoctem limity (II1.5.1) pro
konkrétné zadanou funkci f, ukdzeme to na piikladu, kdy f(x) = sinz.

. . sin(x+h) —sinz . sinz-cos h+cosz-sin h —sinx
[sinz] = lim = lim =
h—0 h h—0 h
) . cosh—1 . sinh _
= sinz - lim ———— 4 cosz - lim = sinx-0 + cosz-1 = cosw
h—0 h h—0

Pouzili jsme vysledek piikladu II1.3.37 (o limité podilu (sin h)/h) a kromé toho jsme
pouzili informaci o limité podilu (cos h — 1)/h pro h — 0:

cos h—1 . cos’h — 1 . sin? h

lim ———— — s _ P
ho h oo b (cos h+1) oo h (cos h+1)

. sin h . sin h 1 0 0
= im im —— | =1.=-=0.
h—0 h h—0 cos h+1 2

I11.5.13. Derivace exponencialni funkce. V odstavci I11.2.16 je uvedeno, ze ze
viech exponencidlnich funkei a” (kde a > 0) je nejuzivanéjsi funkce e”. Je tomu tak
z néasledujictho divodu: Cislo e je vybréno tak, Ze pro a = e sviré teéna ke grafu funkce
a® v bodé x = 0 s osou uhel 45° tj. ma smérnici rovnou jedné. Derivace funkce e”
v bodé = 0 je tedy také rovna jedné, tj. lim (e" —e%)/h = lim (e" —1)/h = 1. To m4

vyznamny dusledek pro derivaci funkce e® v libovolném bodé x:

o ) eerh — et - eh -1
() = lim ———— = €* lim
h—0 h h—0 h

= e 1 = e~

Funkce e” ma tedy derivaci rovnou sobé samé. Stejnou vlastnost maji i nasobky funkce
e’ konstantami, tj. funkce typu ke®. Lze ukazat, ze zadné dalsi funkce tuto vlastnost
jiz nemaji.

68



IT1.5.14. Véta (o derivaci slozené funkce). Ve vsech bodech z takovych, ze ¢'(x)
existuje a f'(g(x)) existuje, ma slozend funkce y = f(g(x)) derivaci, pro kterou plati:

y'(x) = [flg)] = [lg(x))-g'(x).

I11.5.15. Priklad. Vypocitejme derivaci funkce h(x) = (sinz)?. Funkce h je slozena
ze dvou funkef: vnitini g(z) = sinz a vnéjsi f(y) = y*. Odtud plyne, ze f'(y) = 2y,
tj. f'(g(x)) = 2g(x) = 2sinz. Déle je ¢'(x) = cosz. Podle véty I111.5.14 tedy je
W (z)= f'(9(z)) - ¢(x) =2 sinz coszx.

IT1.5.16. Véta (o derivaci inverzni funkce). Predpokladejme, ze k funkci f exis-
tuje inverzni funkce f_i. Je-li y = f_1(x) a ma-li funkce f v bodé y nenulovou
derivaci f'(y), ma inverzni funkce v bodé z derivaci, pro kterou plati:

1 1
' ) F(fal@)
111.5.17. Derivace dalsich elementarnich funkci. Pomoci vet I11.5.14 a II1.5.16
a jiz znamych vzorcu pro derivace funkci sinz, cosz, tgx, cotgx a e* lze odvodit
vzorce pro derivace dalsich elementarnich funkei:

1
a) [arcsin x| = Nivr pro x € (—1,1)
1
b) [arccos x] = — pro x € (—1,1)

V1— 22

c) [arctgz] = T

d) [arccotgz] = ———

1
e) [Inzx] = — proze (0, 4+00)

f) [a"]=a"-Ina proa>0axe (—o0,+00)
1
z-lna

g) [log, ] = proa>0,a#1axe(0,+00)

I11.5.18. Poznamka — derivace slozené funkce In f. Ma4-li funkce f derivaci
v bodé = a je-li f(z)> 0, pak derivaci funkce In f lze v bodé x vypocitat pomoci véty
o derivaci slozené funkce:

[(Inf(2)] = - - f(z) =

Vyraz f'/f je tzv. logaritmickd derivace funkce f.

I11.5.19. P#iklad. Vypocitejme derivaci slozené funkce h(z) = (2% + 7x — 1)5n7,
Funkci h lze vyjadrit pomoci exponencidlni a logaritmické funkce (porovnejte s od-
stavcem I11.2.17):
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h(z) = exp[ln(z?+ 7z —1)%"%] = exp[sinz - In(2? +7x —1)].

Tato funkce je definovana pouze pro takova x, pro kterd je z?+ 7x —1 > 0. (Jinak
nemd vyraz In (224 7z —1) smysl.) Resenfm nerovnosti z%+7z —1 > 0 dostaneme:
r € (—00,71) nebo x € (w9, +00), kde x1 = (=7 —+/53)/2 a x5 = (=7 ++/53)/2.
Pro z € (—oo,z1) nebo x € (z3,+00) plati:

h/(x) = {eXp[Sin:E . 1D($2+7x—1)]}’ _

= exp/[siny - In(z?+ 7z —1)] - [sinz - In(2* + 72 - 1)] =
2 7
. 20+ 7
= (24 Tz— 1) {COS‘” ‘(@ + 7w —1) + sin - #2-1]

IT1.5.20. Nevlastni derivace. Je-li limita (II1.5.1) nevlastni (tj. rovha +oo nebo
—o0), fikdme, ze funkce f ma v bodé xy nevlastni derivaci.

Upozornujeme Ctendre, ze je nutné rozliSovat pojmy derivace (konecnd hodnota
limity (II1.5.1)) a nevlastni derivace (nekone¢na hodnota limity (II1.5.1)).

Napiiklad funkce f(x) = sgnz (majici funkéni hodnoty +1 pro z > 0, 0 pro
x =0 a—1 pro z < 0) méd v bodé xzy = 0 nevlastni derivaci +o0o. Nacrtnéte si
graf funkce sgnz a ovéfte si sami uvedenou hodnotu jeji derivace v bodé zy = 0
vypoctem limity (II1.5.1). Z tohoto piikladu je patrné, ze funkce muze mit v néjakém
bodé nevlastni derivaci a presto nemusi byt v tomto bodé spojita.

Lze ukazat, ze je-li funkce f v bodé zy spojita a ma-li zde nevlastni derivaci, je
tecnou ke grafu funkce f v tomto bodé piimka, kolma na osu x. Tato pfimka m&
roviici x = xg.

I11.5.21. Diferencial. Predpoklddej-
me, ze funkce y = f(rg) méd v bodé Yy
xo derivaci f'(xg). Tecna ke grafu f
v bodé [zg, f(zo)] ma tudiz rovnici

y = f(zo) + f'(w0) - (x — x0).

(Viz odstavec I11.5.5.) Linedrni fun-

kee, definovand touto rovnici, ma tu Jf (zo +dx)

vlastnost, ze ze vSech linedrnich fun- f(z0) + dy

kel je tato nejlepsi aproximaci fun-

kce f v okoli bodu z,. Hodnoty f (o)

funkce f v bodech =z, nachdzejicich ]
se v malém okoli bodu xy, lze po-
moci této linearni funkce ptiblizné
vypocitat:

f(x) = f(wo) + f'(x0) - (v — x0).
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Piseme-li x = x¢ + dz, pak f(zo + dz)= f(xo) + f'(x0) - dz. (Viz obr. 27.) Vyraz
f'(x) - dz  se nazyva diferencidlem funkce f v bodé xzq. Vidite, Ze pro pevné z; je
tento diferencial funkei dz. Diferencidl oznac¢ujeme dy nebo df . Misto z( se ¢asto pise
x. PTi tomto znaceni plati:

flx+dz)=f(zx) +dy, kde dy= f'(z)-dz.
Diferencial je zajimavéjsi a ma vétsi vyznam v teorii funkci vice proménnych.

IT1.5.22. Derivace vys§sich tada. Derivaci druhého fadu funkce f (znacime ji f")
rozumime derivaci funkce f’. Podobné, derivact tretiho rddu funkce f (znacéime ji )
rozumime derivaci funkce f”, atd.

Pro derivaci n-tého fadu funkce f pouzivame oznaceni f™, pficemz f© je pouze
jiné oznaceni pro funkci f.
Pro definiéni obory funkce f a jejich derivaci plati: D(f) D D(f’) D D(f") D
D(f")y > ...
Derivace druhého fadu funkce y = f(x) ¢asto znacime i zpusobem, ktery navazuje
na oznaceni z odstavce I11.5.4:
A PP
dz?’ dz? "’ ’ '

Derivace vyssich fadu muzeme oznacovat analogicky.

I11.5.23. Leibniziiv vzorec. Na priiniku D(f™) a D(¢g™) Ize derivaci n—tého fadu
soucinu f - g vypocitat podle vzorce:

Fogl = f g (T) P (Z) FOD) g (Z) g,

IT1.5.24. Cviceni. Vypocitejte derivace nasledujicich funkei. (Nezapomerite na defi-
ni¢ni obor derivace.)

a) \/r-cosw b)

d) (22 =1)(2®>+2x—1) e) arcsin y/x f) sin(1l —cosz)

g) x* h) In(In z) i) In (arctgz)

j) 2%t1 k) (3z—1)2t 1) —x-cotgx + In (sinx)

m) [arcsin z|? n) (Inz)” 0) @ -sina? p) V2zr+1
Vysledky:
) 5 cosa = ising (prow>0), b) ZEED LU oy m)
c) —12—2% (prox >0), d)2z(z*+2x—1)+ (2 —1)(322+2) (pro z € R),

1 1

20z VI—=x

(proz € (0,1)), f) cos(l—cosz)-sinz (prox € R),
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1 1
g)z® - (nzx+1) (proxz>0), h) — - — (proxz > 1),
x

In z
i) arctgx : x21+ I (proz > 0), j) 22+ .2.In2 (pro z € R),
k) 2001 - (32 — 1) .3 (pro z € R), 1) x
2 arcsin x
Vice

o) sinz? + 22? - cosz? (pro z € R),

in 1)’ (pro sinz > 0),

(prox € (=1,1)), n) (Inz)*- [ln (In z) + ﬁ (pro & > 1),
1

p)\/m

Pochopeni podstaty a vyznamu derivace a derivovani zadanych funkci patii mezi
nejdulezitéjsi poznatky, které si musite béhem prvniho semestru studia osvojit. Proto
je nutné, abyste si samostatné vytesili vétsi mnozstvi prikladu na toto téma. Vhodné
piiklady muzete nalézt napiiklad ve sbirce [NK].

m)

(pro x > —31).

I11.6. Uziti derivace: intervaly monoténnosti a konvexnosti,
I’Hospitalovo pravidlo, oskula¢ni kruznice, kfrivost

II1.6.1. Véta o stifedni hodnoté
(Lagrangeova véta). Necht funkce
f Jje spojita v uzavieném intervalu
{a,b) anecht m4 derivaci v otevieném
intervalu (a,b). Pak existuje bod & €
(a,b) takovy, ze

Obr. 28

111.6.2. Poznamka. Geometrickd interpretace Lagrangeovy véty je patrna z obr. 28.
Véta v podstaté tika, ze mezi body a a b existuje bod &, ve kterém je tecna ke grafu
funkce f rovnobézna se secnou AB.

Lagrangeova véta se vétSinou bezprostiedné nepouziva k reseni praktickych prikla-
du. Jeji velky vyznam vSak spociva v tom, ze jeji pomoci 1ze odvodit fadu dalsich vét,
které jiz bezprostiedni praktické uziti maji. Piikladem je hned nésledujici véta I11.6.4.

I11.6.3. Vnitrek intervalu. Je-li I interval v R, pak mnozinu vSech vnitinich bodu
tohoto intervalu budeme nazyvat vnitrek I a budeme ji znacit 1°. Je-li tedy napiiklad
I =(a,b), je I° = (a,b). Je-li I =1(0,1), je I°=(0,1), apod.
I11.6.4. Véta. Necht f je spojita funkce v intervalu I. Pak plati implikace

a) f'(xr) >0 provsechna x € I° = f je vintervalu I rostouci,

b) f'(x) >0 pro vsechna x € [° = [ je vintervalu I neklesajici,

¢) f'(r) <0 provsechna x € I° = f jevintervalu I klesajici,
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d) f'(z) <0 provsechna x € I° = f je vintervalu I nerostouci,
e) f'(x)=0 provsechna = € I° = f je vintervalu I konstantn.

Dukaz: Dokédzeme pouze implikaci a), v ostatnich piipadech by byl postup zcela analo-
gicky. Necht z; a w, jsou libovolné dva body z I takové, Ze x; < z5. Z Lagrangeovy
vety vyplyva, ze existuje bod & € (x1,x9) takovy, ze f(x2) — f(x1) = f'(§) - (x2 — z1).
Protoze je (x9 — z1) > 0 a z predpokladu bodu a) plyne, ze rovnéz f'(§) > 0,
dostavame: f(zo) — f(x1) > 0, neboli f(x1) < f(z2). To ale znamend, ze funkce f
je v intervalu I rostouci. (Srovnejte s bodem a) v odstavei 111.2.12.) O

I11.6.5. Priklad. Vysetfeme intervaly monoténnosti funkce f(x) = x® — 3z.

Reseni: Intervaly monoténnosti rozumime intervaly, na kterych je funkce f rostouci
nebo klesajici, pripadné neklesajici nebo nerostouci.

Funkce f je definovdna a spojitd na intervalu (—oo, +00). Jeji derivace je f'(x) =
322 —3 (téz pro x € (—o0, +00)). Redenim nerovnic f/(x) > 0 a f'(z) < 0 zjistime:

312 -3>0 <= 2°—1>0 < z € (—00,—1) nebo z € (1, +00),
317 =3<0 <= 22-1<0 < xc(-1,1).

To znamena, dle véty 111.6.4, ze funkce f je rostouci na intervalech (—oo, —1) a (1, +00)
a klesajici na intervalu (—1,1). To vSak neni vSechno: jelikoz funkce f je na kazdém z
uvedenych intervalu spojita ,,az do krajnich bodu” —1 a 1, tj. je spojita na intervalech
(—o0,—1), (1,400) a (—1,1), lze vyroky o monoténnosti funkce f rozsifit na intervaly,
obsahujici krajni body. Muzeme tedy uc¢init zaver:

a) Funkce f je rostouci na intervalech (—oo, —1) a (1,400).

b) Funkce f je klesajici na intervalu (—1,1). (Viz obr. 29.)

I11.6.6. Poznamka. Studenti se \
casto dopoustéji této chyby: Ze sku-

tecnosti, ze funkce f(r) = 23 — 3z fla) =2 =3
je rostouci na intervalech (—oo, —1) A 2 /
a (1,400) usoudi, ze f je rostouci ; /
na sjednoceni (—oo, —1) U (1, +00). : "
To ale neni pravda. Funkce f je ros- V3 1 /
touci na kazdém ze dvou intervalu ) " / 73
(—o0, —1) a (1,400) zvlast, nikoliv / o
v8ak na jejich sjednoceni. (To je pa- / :
trné z obr. 29.)

Obr. 29

I11.6.7. Piiklad. VysSetfeme intervaly monoténnosti funkce f(z)=1— 2%+ %x‘l.
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Reseni: Funkce f je definovdna a spojitd na intervalu (—o00, +00). Jeji derivace je
f'(x) = —2x + 223 (téz pro = € (—00, +00)). Resime nerovnice f'(z) > 0 a f'(z) < 0:

22 +222 >0 <= x(-1+2?) >0 < =z € (—1,0) nebo z € (1,+00),
22 +213 <0 <= x(-1+2%) <0 < x € (—00,—1) nebo z € (0,1).

Navic, na kazdém z uvedenych in-
tervalu je f spojita ,,az do krajnich
bodu”, tj. je spojitd na intervalech
(—1,0), (1,400) a (—o0, —1), (0, 1).
Muzeme tedy ucinit zaver:

a) Funkce f je rostouci na interva-
lech (—1,0) a (1,400).

b) Funkce f je klesajici na interva-
lech (—o0, —1) a (0, 1). (Viz obr. 30.)

Obr. 30 -1 0 1

I11.6.8. Konvexni a konkavni funkce. Funkci f nazyvame ryze konvexni na mno-
ziné M | je-li M C D(f) a jestlize pro kazdé tii body x1, x2, 3 € M takové, ze x1 <
xe < x3, plati: Bod Qo = [za, f(x2)] lezi pod piimkou @1 Qs3, kde Q1 = [x1, f(x1)]
a Q3 = [w3, f(x3) ].

Nahradime-li v této definici slova ,,pod ptimkou” slovy nad piimkou, ziskame defi-
nici funkce ryze konkdvni na mnoziné M .

Nahradime-li v této definici slova ,,pod ptimkou” slovy pod nebo na ptimce, ziska-
me definici funkce konvexni na mnoziné M .

Nahradime-li v této definici slova ,,pod primkou” slovy nad nebo na piimce, ziska-
me definici funkce konkdvni na mnoziné M .

Na obr. 31 a (respektive 31 b) muzete vidét piiklad ryze konvexni (respektive ryze
konkavni) funkce.

Qs

s

{L.‘I .1;2 .7:'3 «I:l 1;2 123
Obr. 31 a Obr. 31Db

I11.6.9. Poznamka. Ryze konvexni funkce je specidlnim piipadem konvexni funkce a
ryze konkavni funkce je specialnim pripadem konkavni funkce.
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I11.6.10. Pozndmka. Podminku, ze bod @y = [x9, f(x2)] lezi pod piimkou Qi Qs,
kde Q1 = [z1, f(x1)] a Q3 = [x3, f(x3)] 1ze pocetné vyjadiit nerovnosti

N f(xs) — f(z1)

T3 — T1

flaz) < fla1)

- (xg — a1).

II1.6.11. Véta. Necht funkce f je spojita v intervalu I. Pak plati implikace

a) f"(x) >0 provsechna x € I° = f je v intervalu I ryze konvexni,

b) f"(z) >0 pro vsechna x € I° = f je vintervalu I konvexni,

)

) <0 provsechna x € I° = f je vintervalu I ryze konk&vni,
d) f"(z) <0 provsechna = € I° = f je vintervalu I konk&avni,
e) f"(x)=0 provsechna = € I° — f je vintervalu I linedrni.

II1.6.12. Poznamka. Dukaz véty I11.6.11 vynechame, nicméné v zajmu lepsiho poro-
zumeéni podstaty véty nastinime alespon jeho myslenku. Vénujme se napiiklad bodu a):
f" je prvni derivaci funkce f’. Z nerovnosti f” > 0 v I° tedy plyne, ze [’ rostouci
funkci v I°. To znamena, ze pohybujeme-li se v intervalu [ zleva doprava, tecna ke
grafu f meéni smér — sklani se tak, Ze jeji smérnice narusta. To je ale mozné pouze
v tom piipadé, je-li funkce f v intervalu I konvexni. (Promyslete si toto s pomoci
obr. 31a.)

I11.6.13. Piiklad. Vysetieme intervaly, na kterych je funkce f(x) = 2®—3z konvexn{
nebo konkavni.

Reseni: Jednd se o stejnou funkei, jako v pitkladu I11.6.5. Funkce f je definovand a
spojitd na intervalu (—oo,+00). Jeji druhd derivace je f"(z) = 6z (téz pro x €
(—00, +00)). Resenim nerovnic f”(z) > 0 a f’(z) < 0 zjistime:

6r >0 <= =z € (0,+0), 6r <0 <= z € (—00,0).

To znamend, dle véty I11.6.11, ze funkce f je ryze konvexni na intervalu (0, +00) a ryze
konkavni na intervalu (—oo,0). Jelikoz funkce f je na kazdém z uvedenych intervali
spojita ,,az do krajntho bodu” 0, tj. je spojita na intervalech (0,+00) a (—o0,0), lze
uvedené vyroky rozsitit na tyto intervaly. Muzeme tedy ucinit zaver:

a) Funkce f je ryze konvexni na intervalu (0, 400).

b) Funkce f je ryze konkdvni intervalu (—oo,0).

I11.6.14. Piiklad. Vysetieme intervaly, na kterych je funkce f(z) =1 — 2 + %x‘l
konvexni nebo konkavni.

Reseni: Jednd se o stejnou funkci, jako v pifkladu II1.6.7. Jeji graf vidite na obr. 30.
Druh4 derivace funkce f je f”(z) = —2+6z* (pro z € (—o0,+00)). Resenim nerovnic
f"(z) > 0a f"(x) <0 zjistime:

< 1€ (—00, —V3/3) nebo x € (V3/3, +0),
= v (-V3/3,V3/3).

—24622>0 — 22>

Wl W=

24622 <0 — 2’<
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Navic, na kazdém z uvedenych intervalu spojita ,,az do krajnich bodu”, tj. je spojita na
intervalech (—oo, —v/3/3), (V/3/3, +00) a (—v/3/3, V/3/3). Mizeme tedy ucinit zdveér:
a) Funkce f je ryze konvexni na intervalech (—oo, —v/3/3) a (v/3/3, +00).

b) Funkce f je ryze konkdvn{ na intervalu (—v/3/3, v/3/3).

111.6.15. Poznamka. Dejte opét pozor, abyste vyrok, ze ,,f je ryze konvexni na
intervalech (—oo, —\/§/3> a <\/§/37 —I—oo)” nezameénili za vyrok, ze ,, f je ryze konvexni
na sjednoceni (—oo, —\/§/3> U <\/§/3, —i—oo)”. To totiz neni pravda. Funkce f je sice
ryze konvexni kazdém z intervalu (—oo, —\/§/ 3> a <\/§ /3, —i—oo), ale neni konvexni na
jejich sjednoceni.

Dalsi veta ukazuje, ze derivace muze byt velmi uzite¢na pfi vypoctu limit, které
vedou na tzv. neurcité vyrazy typu ,,0/0” nebo ,,00/00”. (Na znaménku nekonecéna
ptitom nezélezi.)

IT1.6.16. Véta (I’Hospitalovo pravidlo). Predpoklddejme, ze ¢ € R* a Ze limity
lim f(z) a lim g(z) jsou bud obé nulové, nebo obé nekonecné. Pak plati
Tr—cC r—C

@) f@

lim —/—= = ,
e gle) T e gla)

existuje-li limita vpravo. (Stejné tvrzeni plati i pro limity zleva a limity zprava.)

I11.6.17. Poznamka. 1’'Hospitalovo pravidlo tedy k&, ze vede-li vypocet limity podilu
f(z)/g(x) (pro x — ¢) na neur¢ity vyraz typu ,,0/0” nebo ,,00/00” a existuje-li limita
lim f'(x)/¢'(x), pak existuje také limita lim f(x)/g(xz) a obé limity jsou si rovny.
T—cC T—C

Predpoklad existence limity lim f'(x)/¢'(x) je dulezity. Jsou totiz zndmy piipady,
T—C
kdy tato limita neexistuje a limita lim f(x)/g(x) presto existuje. (Jeji hodnotu vsak
Tr—C

v takovém ptipadé nemzeme vypocitat pomoci 'Hospitalova pravidla.)

t
I11.6.18. Piiklad. Vypoditejme limitu lim -2

z—0 X

Tuto limitu nelze vyjadfit jako podil limit itatele a jmenovatele, nebot bychom takto
obdrzeli neur¢ity vyraz 0/0. Pro limitu podilu derivaci ale plati:
(tgx) 1/(cosx)?) _ 1 1

M T T T T M ey T

Proto i hH(l) (tgx)/x existuje a je rovna 1.
x—

I11.6.19. Priklad. Opét ukazeme pouziti I’'Hospitalova pravidla, tentokrat strucénéji:

. T —sinx . 1—cosz . sin . Ccos T 1
llm —— = lim ——— = lim = lim = —.
x—0 ,I?’ x—0 31‘2 x—0 6;(7 z—0 6 6

(Zde jsme pouzili I'Hospitalovo pravidlo celkem trikrat.)
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111.6.20. Oskulac¢ni kruznice, kfivost. Predpokladejme, ze funkce f ma v bodé
xo druhou derivaci f”(xg), kterd je ruznéd od nuly. (Pak f ma samoziejmé v bodé xq i
prvni derivaci.) Ozna¢me pro jednoduchost yo = f(zo), vy, = f'(x0) a yy = f"(x0).
Resme tento problém: Hledejme kruznici (z — x,)> + (y — ys)> = 72, kterd se
v bodé [zg, o] dotyka grafu funkce f a m4 zde s nim tzv. ,,styk fadu 2”. To znamen4,
ze hledime-li v okoli bodu [z, o] na kruznici jakozto na graf funkce y(z), pak tato
funkce ma v bodé x( stejnou hodnotu, stejnou 1. derivaci a stejnou 2. derivaci, jako

funkce f:
(a) y(zo) =w, () ¥'(z0) =5  (c) ¥"(w0) =ug-

Kruznici s témito vlastnostmi nazyva-
me oskulacni kruznice grafu funkce f
v bodé [xg, yo. Jeji stied S = [z, ys]
se nazyva stred krivosti a jeji polomér
r se nazyva polomér krivosti. Pre-
vracenou hodnotu poloméru kiivosti
(tj. ¢islo 1/7) nazyvame krivost funkce
f v bodé x.

Oskulaéni kruznice ze vSech moz-
nych kruznic nejlépe aproximuje graf

funkce f v okoli bodu [xg, f(z0)]- x e
0

Yo

Jak vypocitame souradnice stiedu kiivosti a polomér kiivosti? Jelikoz graf
funkce y(z) v okoli bodu splyva s oskulaéni kruznici, y(x) musi vyhovovat rovnici
oskula¢ni kruznice:

(I11.6.1) (r—2) + (y(x) —ys)” = 12
Uzitim podminky (a), tj. dosazenim x =z a y(x) =yy, obdrzime rovnici
(I11.6.2) (10 — 2)2 + (Yo — ys)? = 72

Zderivujeme-li rovnici (I11.6.1) podle z a uzijeme-li navic podminku (b), tj. dosadime-li
=19, ylx)=yo a y'(x)=1y), dostaneme:

(I11.6.3) 2(zo —xs) + 2(yo—Ys) " yo = O.

Zderivujeme-li rovnici (I11.6.1) dvakréat podle z a uzijeme-li navic podminku (c), tj. do-
sadime-i © =z, y(x) =vo, V'(z) =y, a y'(x) =y, obdrzime:

(I11.6.4) 2+ 2957 + 2(yo —ys) Yl = 0.

Rovnice (I11.6.2), (I11.6.3) a (II1.6.4) tvoii soustavu ti{ rovnic pro tii nezndmé: s, ys a
r. Jejich TeSenim ziskame

1+y/2 1+y/2 1+y/2 3/2
ajS:IO_y(I) //0 Y yS:y0+ //07 r:( /(/)>
Yo Yo Yo
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II1.7. Lokalni a absolutni extrémy funkce, inflexni body

I11.7.1. Lokalni extrémy funkce. Piedpokladejme, ze funkce f je definovand
v néjakém intervalu (a, b) obsahujicim bod z. Rikdme, ze f mé v bodé xq lokdlni ma-
zimum (respektive lokdlni minimum), existuje-li prstencové okoli P(xy) bodu z, ta-
kové, ze pro vSechna x € P(zg) plati: f(x) < f(xg) (respektive f(x) > f(xg)).

Nahradime-li neostré nerovnosti ostrymi, ziskame definice tzv. ostrého lokdlniho
mazima, respektive ostrého lokalniho minima.

Lokalni maximum a lokalni minimum nazyvame lokdlnimi extrémy, ostré lokalni
maximum a ostré lokdlni minimum nazyvame ostrymi lokdlnimi extrémy.

Vsimnéte si, ze ostré lokdlni extrémy jsou specidlnimi ptripady lokélnich extrému.
Na obr. 33 vidite funkci f, kterda ma ostra lokalni maxima v bodech z, x3, 5 a 7 a
ostra lokdlni minima v bodech x5, x4 a xg.

lok. max

lok. max

lok. max

lok. max

lok.:min

lok.:min

€ X2 €3 Ty Ts Ze Xr
Obr. 33

II1.7.2. Poznamka. Abychom odlisili maximum funkce f na celém definicnim oboru
(viz odstavec I11.2.9) od lokalniho maxima, nazyvame je ¢asto absolutnim mazimem
nebo také globdlnim maximem. Podobné, maximum funkce na mnoziné M téz nazyvame
absolutnim mazimem na mnoziné M nebo globdlnim mazximem na mnoziné M.

Analogicky, minimum funkce f na celém definiécnim oboru ¢asto nazyvame absolut-
nim minimem nebo také globdlnim minimem. Minimum funkce na mnoziné M nazyva-
me téz absolutnim minimem na mnoziné M nebo globdlnim minimem na mnoZiné M.

Nasledujici véta ma zasadni vyznam pii hledani lokalnich extrémau.

IT1.7.3. Véta (nutna podminka pro lokdlni extrém). Ma-li funkce f v bodé x
lokalni extrém a existuje-li f'(xg), je f'(xo) =0.

Dikaz: Ukdzeme dikaz sporem. Necht funkce f md v bodé zy lokdlni extrém a
necht derivace f’(zg) existuje, ale nen{ rovna nule. Bez ijmy na obecnosti muzeme
predpoklddat, ze je napiiklad f’(z¢) > 0. Ukdazeme, ze toto neni mozné, neboli odvo-
dime spor.

Z nerovnosti f'(xg) > 0 plyne, ze existuje a > 0 takové, ze }llii%[f(a:o + h) —

f(zo)]/h = a > 0. Pro kazdou posloupnost {h,} v D(f) takovou, ze h, — 0 tedy
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plati: lim [ f(xo + hn) — f(z0)]/hn = a > 0. Dle definice II1.1.4 to ale znamend, ze
ke kazdému U(a) existuje ng € N takové, ze pro n € N, pro kterd je n > ng, plati:
[ f(xo + hy) — f(z0)]/hyn € Ula). Zvolime-li za U(a) interval (0,2a) a polozime-li
h, = 1/n, dostdvame: 0 < [f(xg+ 1/n) — f(x0)]/(1/n) < 2a. Odtud ale plyne, ze
pro n >mng je f(xg+1/n) > f(xg). To znamend, ze funkce f nemuze v bodé xy mit

lokalni maximum. Podobné, pomoci volby h, = —1/n lze ukazat, ze funkce f nemuze
mit v bodé xy ani lokalni minimum. To je ale spor s predpokladem, ze f ma v bodé
zo lokdlni extrém. O

I11.7.4. Poznamka. Vétu II1.7.3 jsme nazvali ,,nutnou podminkou pro lokalni ex-
trém”, protoze podminka f’(z9) = 0 (pokud derivace f'(z¢) existuje) je skutecné
pouze nutnou podminkou pro to, aby funkce f mohla mit v bodé x, lokalni extrém,
ale nikoliv podminkou postacujici. Lze to ilustrovat tfeba na tomto prikladu: Funkce
f(x) = 2®> md v bodé zy = 0 derivaci rovnou nule, ale presto nemd v tomto bodé
lokalni extrém.

II1.7.5. Vysetieni lokalnich extrémii. Svych lokalnich extrémi v intervalu I muze
funkce f nabyvat pouze

1) v téch vnitinich bodech intervalu I, ve kterych je derivace funkce f rovna nule
(viz obr. 33, body x1, =3, w3 a x4), nebo

2) v téch vnitinich bodech intervalu I, ve kterych derivace funkce f neexistuje (viz
obr. 33, body x4, x5, 7).

Vsimnéte si durazu na slovo ,,muze”. Funkce f totiz v uvedenych bodech svych lokal-
nich extrému nabyvat ,,muze” (a nikde jinde), nikoliv vSak , musi”. Je to dusledek véty
IT1.7.3 a pozndmky II1.7.4.

Prii vysSetfovani lokalnich extrému funkce f postupujeme takto:

a) Najdeme vsechny body, ve kterych je derivace funkce f nulova nebo ve kterych tato
derivace neexistuje. Toto jsou jediné body, ve kterych f muze mit lokalni extrém.

b) Rozhodneme, zda v nalezenych bodech funkce f opravdu mé lokélni extrémy a
urcime, zda se jednd o lokdlni maximum nebo lokdlni minimum. K tomu muzeme
pouzit jeden z téchto postupu:

bl) Ozna¢me xq jeden z nalezenych bodu. Predpoklddejme, ze funkce f je spojité
v tomto bodé. (To plyne napiiklad z existence derivace — viz vétu II1.5.8.)
Zjistime-li napriklad, ze f je rostouci a v néjakém levém okoli bodu xy a
klesajici v néjakém pravém okoli bodu zg, pak f ma zfejmé v bodé xy ostré
lokdlni maximum. (Nacrtnéte si obrazek.) Naopak, je-li f klesajici v néjakém
levém okoli bodu xg a rostouci v néjakém pravém okoli bodu zy, pak f mé
v bodé zg ostré lokalni minimum.

b2) K poznéni, zda funkce f ma v bodé xq lokalni extrém a jakého typu, muzeme
téz pouzit vétu I11.6.19. S touto vétou se sezndmime pozdéji. Véta vyuziva
znaménka druhé derivace funkce f v bodé xy.
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I11.7.6. Priklad. Najdeme lokdln{ extrémy funkce f(z) = z?e”.

Definié¢nim oborem funkce f je interval (—oo, +00) a funkce f mé ve vSech bodech
tohoto intervalu derivaci. M&-li tedy funkce f v néjakém bodé xq intervalu (—oo, +00)
lokalni extrém, pak muze jit pouze o extrém typu 1) z odstavce I11.7.5. V takovém
bodé zy tedy musi platit: f’(z¢) = 0. Derivaci funkce f snadno vypocitame: f'(z) =
2z e” + 1% e® = (2+ ) xe”. PoloZime ji rovnou nule a ziskdme rovnici (24 z)ze® = 0.
Tato rovnice ma dvé feSeni: z; = —2, o = 0. Body —2 a 0 jsou tedy jedinymi body,
ve kterych muze mit funkce f lokalni extrém.

Zjistit, zda skutecné ma funkce f v nékterém z bodu —2 a 0 lokdlni extrém
a o jaky extrém konkrétné jde, muzeme napiiklad zpusobem, popsanym v bodé bl)
v piedchézejicim odstavci: ReSenfm nerovnice f'(x) = (2 +2)ze® > 0 dostdvéme:
x € (—o00,—2) nebo = € (0,+00) a podobné, nerovnice f'(x) = (24 x)ze” <0 vede
k feseni z € (—2,0). Funkce f mé tedy kladnou derivaci v intervalech (0o, —2) a
(0, +00), proto je podle véty I11.6.4 v kazdém z nich rostouci. V intervalu (—2,0) ma
f zapornou derivaci, proto je v ném klesajici. Jelikoz v bodé —2 je funkce f spojita,
je rostouci v jeho levém okoli a klesajici v jeho pravém okoli, ma f v bodé —2 ostré
lokalni maximum. Podobné, f je spojitda funkce v bodé 0, je klesajici v jeho levém
okoli a rostouci v jeho pravém okoli, proto ma f v bodé 0 ostré lokdlni minimum.

ITI1.7.7. VySetieni absolutnich (= globdlnich) extrému. Svych absolutnich
extrému v intervalu I muze funkce f nabyvat pouze

1) v téch vnitinich bodech intervalu I, ve kterych méa f derivaci rovnou nule, nebo
2) v téch vnitinich bodech intervalu I, ve kterych derivace funkce f neexistuje, nebo

3) v krajnich bodech intervalu I (neni-li interval I otevieny).

Tyto piipady jsou znazornény na obr. 34a, 34b a 34c.

max max

max

Obr. 34 a Obr. 34 b Obr. 34 ¢

Pii vySetirovani absolutnich extrému funkce f v intervalu I postupujeme
takto:

a) Najdeme vSechny vnitini body intervalu I, ve kterych je derivace funkce f nulova
nebo ve kterych tato derivace neexistuje. Priddme téz krajni body intervalu I (je-li
tento interval uzavieny). Toto jsou jediné body, ve kterych f muze mit absolutni
extrém v 1.
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b) Madame-li jistotu, ze absolutni extrémy max; f a min; f existuji, pak vypocitame
hodnoty funkce f ve vSech nalezenych bodech. Nejvétsi z nich je max; f a nejmensi
z nich je min; f.

Jistotu, ze absolutni extrémy funkce f v intervalu [ existuji, muzeme ziskat
napiiklad pomoci véty 111.4.29. (Ta tikd, Zze je-li interval [ omezeny a uzavieny
a funkce f je v ném spojitd, pak absolutni extrémy f v I existuji.)

Nejsou-li splnény predpoklady véty 111.4.29, je tfeba pii vySetfovani existence ab-
solutnich extrému funkce f v intervalu I volit jemnéjsi postup, zavisly pripad od
pripadu na funkci f. Muze se stat, ze oba absolutni extrémy f v I (nebo jenom
jeden z nich) neexistuji. (Viz téz pozndmku I11.2.11.)

1
I11.7.8. Piiklad. f(z) =%+ 10 16, I =(1,4)

x
Vysettete absolutni extrémy funkce f v intervalu 1. (Tj. jejich existenci, hodnotu a
polohu.)

Redeni: (1,4) je omezeny a uzavieny interval. Funkce f je v tomto intervalu spojité.
(Je patrné, ze funkce f je spojitd v (—oo,0) U (0, +00).) Podle véty 111.4.29 absolutni
extrémy max 4 f a min 4 f existuji.
Funkce f méd derivaci ve vSech bodech z € (1,4):

Resenfm rovnice f'(z) = 0 ziskdme jediny kofen: x = 2. Pfiddnfm krajnich bodu
intervalu (1,4) ziskdme mnozinu: z; = 1, xs = 2, x3 = 4. Toto jsou jediné body,
ve kterych funkce f muze v intervalu (1,4) nabyvat absolutnich extrému. Vypocitdme
funkéni hodnoty v nalezenych bodech: f(xy) = f(1) =1, f(xs) = f(2) = —4, f(z3) =
f(4) = 4. Nejmensi z nich je —4 a nejvétsi z nich je 4. Proto je max 4y f = f(2) = —4
a ming g f= f(4) =4

Nyni se vratime k otazce urceni typu lokdlniho extrému - viz téz priklad II1.7.6.

IT1.7.9. Véta (postacujici podminky pro ostry lokalni extrém).
a) Je-li f'(xg) =0 a f"(xo) >0, md funkce f v bodé xy ostré lokdlni minimum.

b) Je-li f'(z9) =0 a f"(zo) <0, md funkce f v bodé xy ostré lokdlni maximum.

111.7.10. Poznamka. Dukaz veéty II1.7.9 také vynechame. K pochopeni véty vSak
prispéje tato uvaha: Predpokladejme, ze f'(xo) =0, f"(x¢) > 0 a abychom vyloucili
komplikované piipady, predpokladejme jesté, ze druhé derivace f” je v bodé xy spojita.
Z nerovnosti f"(xy) > 0 plyne, ze existuje okoli U(zy) takové, ze f”(z) > 0 pro
viechna x € U(x). (Pouzili jsme vétu [11.4.30.) Podle véty I11.6.11 to ale znamend, ze
funkce f jevintervalu U(zg) ryze konvexni. Tato informace spolu s tim, ze f'(zq) = 0,
vede k zavéru, ze f mda v bodé zy ostré lokdlni minimum. (Nacrtnéte si obrazek.)

I11.7.11. Piiklad. Nalezneme lokaln{ extrémy funkce f(z) = 223 + 322 — 36z + 4.
Definiénim oborem f je interval (—oo,+00) a funkce f ma ve vsech bodech tohoto
intervalu derivaci, takze lokalni extrémy muze mit pouze v téch bodech, kde je derivace
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rovna nule. (Viz vétu I11.7.3.) Derivace f je: f'(x) = 622+62—36. Resenim kvadratické
rovnice 622 + 6z — 36 = 0 ziskdme body z; = —3 a 3 = 2. Pro druhou derivaci
funkce f plati: f”(z) =122 + 6. Dosazenim hodnot z; a xs do f"(x) zjistime, ze
a) f"(x1) = f"(-3)=12-(—-3) +6 = —30 < 0. Funkce f md proto v bodé¢ —3
ostré lokdlni maximum.
b) f"(z2) = f"(2) =12-2+46 = 30 > 0. Funkce f md proto v bodé 2 ostré
lokalni minimum.

I11.7.12. Poznamka. Zaménime-li v predpokladech véty II1.7.9 ostrou nerovnost
f"(xg) > 0 za neostrou f”(xy) > 0, pak neni pravda, ze rovnéz v tvrzeni muzeme
zaménit ,,ostré lokalni minimum” pouhym ,,lokdlnim minimem” a véta bude také pla-
tit. Naopak, nerovnost f”(zg) > 0 pripousti moznost f”(zg) = 0 a ze dvou rov-
nosti f'(xg) = 0 a f"(xg) = 0 nelze o extrémech funkce f v bodé zy ucinit zavér
74dny | Promyslete si toto v souvislosti se tfemi jednoduchymi pitklady: 1) f(x) = 2%,
2) f(z) = —2*, 3) f(x) =23 Ve viech tiech piikladech uvazujte zy = 0.

111.7.13. Inflexni bod. Piedpokladej- \
me, ze v bodé [xo, f(zo)] existuje tecna y
ke grafu funkce f. Tetna déli rovi-
nu z,y na dvé poloroviny. Piechazi-
i v bodé [z, f(xo)] graf funkce f
z jedné poloroviny do druhé, nazyvame
o inflexnim bodem funkce f.

Obr. 35 Lo

I11.7.14. Piiklad. Bod 0 je inflexnim bodem funkce f(z) = x® + 1. Nakreslete si
sami graf funkce f a tetnu k jejimu grafu v bodé [0, f(0)] =[0,1].

IT1.7.15. Véta (nutnd podminka pro inflexni bod). Je-li xy inflexnim bodem
funkce f a existuje-li f"(x¢), je f"(zo) =0.

IT1.7.16. Poznamka. Existuje-li f”(x¢), pak podminka f”(xg) = 0 je skutecné pouze
nutnou podminkou pro to, aby bod zy mohl byt inflexnim bodem f. Neni vSak pod-
minkou postacujici! To znamenad, ze vétu I11.7.15 nelze otocit a tvrdit, ze z rovnosti
f"(xzo) = 0 plyne, Ze zy je inflexni bod. Je to patrné z pifkladu f(z) = z*. Tato
funkce ma v bodé 0 druhou derivaci rovnou nule, presto 0 neni inflexnim bodem f.

Najdeme-li tedy pro zadanou funkci f body, ve kterych ma f druhou derivaci rov-
nou nule, mame pouze ,,vhodné kandidaty” na inflexni body. Jsou-li ale tyto body
skutecné inflexnimi body, musime zjistit jinymi prostiedky. V mnoha ptipadech je
k tomu uzitetna nasledujici véta.

I11.7.17. Véta (postacujici podminky pro inflexni bod). Je-li f"(xy) =0 a
f"(xo) #0, je xy inflexnim bodem funkce f.

I11.7.18. Piiklad. Urcime inflexni body funkce f(z) = exp (—x?). Pro vSechna z €
(—o0,+00) je f'(z) = —2x exp(—2?) a f"(z) = 2(22*> — 1) exp (—z?). Pokud m4
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funkce f inflexni body, musi v nich byt podle véty I11.7.15 druha derivace f nulova.
Proto fesfme rovnici f”(z) = 0, tj. 2(22* — 1) exp (—2?) = 0. Tato rovnice m4
dvé feseni: z; = —1/4/2 a x5 = 1/y/2. Derivovanim funkce f” obdrzime: f"(x) =
4 (3x — 22°) exp (—x?). Dosazenim hodnot x; a x5 do f”(z) zjistime, ze

a) f"(x1) = f"(=1/v2) = =8/v/2-exp(—0.5) # 0, bod z; je tedy podle véty
IT1.7.17 inflexnim bodem funkce f.

b) f"(xy) = f"(1/v/2) = 8/v2 - exp(—0.5) # 0, bod x5 je podle véty 111.7.17
také inflexnim bodem funkce f.

I11.8. Asymptoty, prabéh funkce

I11.8.1. Asymptoty grafu funkce. Piimku y = kx+q nazyvame Sikmou asymptotou
grafu funkce f pro x — —o0, jestlize lim [f(x)—kx —q]=0.
T——00

Podobné, piimku y = kx 4+ ¢ nazyvame sikmou asymptotou grafu funkce f pro
x — +o00, jestlize lirf [ f(x) —kx —q] =0.
T—+00

Piimku z = x9 nazyvame svislou asymptotou grafu funkce f v bodé zq, jestlize
funkce f méd v bodé xy alespon jednu jednostrannou limitu nevlastni (tj. nekone¢nou).

Priklad sikmé asymptoty grafu funkce f pro x — +o0o je vidét na obr. 36 a, priklad
svislé asymptoty je vidét na obr. 36 b. (Asymptoty jsou nakresleny ¢érkované. Sikma
asymptota muze byt ve specidlnim piipadé i horiozontédlni, tj. rovnobézna s osou z.)

|
|
y = f(o) - p——
oy =hkutg /
-7 | o
Obr. 36 a Obr. 36 b

IT1.8.2. Véta (nutné a postacujici podminky pro Sikmou asymptotu). Primka
y = kx + q je sikmou asymptotou grafu funkce f pro x — +oo prave kdyz soucasné
plati

Tr—400 T Tr—+00

Tato véta umoznuje zjistit, ma-li dana funkce f Sikmou asymptotu pro xr — +oo:
Pocitame vyse uvedené limity. Pokud obé existuji a maji koneéné hodnoty k a ¢, pak
piimka y = kx + ¢ je Sikmou asymptotou funkce f pro x — +oo. Jestlize nékterd z obou
limit neexistuje nebo je nekonec¢na, sikma asymptota funkce f pro x — +o00 neexistuje.

Vétu lze pouzit i k vySetfeni sikmé asymptoty pro x — —oo. Staci vSude zameénit
+00 za —00.
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111.8.3. Postup pii vysSetiovani priubéhu funkce f:

a)

e Urcime definiéni obor f (neni-li jiz zadan).

e Zjistime, zda funkce f je sudd, licha, periodicka

e Urcime, kde je funkce f spojita a vypocitame jednostranné limity v krajnich
bodech intervalu, které tvoti defini¢ni obor f, pripadné téz v bodech nespojitosti
funkce f.

e Stanovime pruseciky grafu f s osami souradného systému a najdeme maximalni
intervaly, v nichz funkce nabyva kladnych (respektive zépornych) hodnot.

e Vypocitame derivaci funkce f. (Nezapomeneme na stanoveni definiéniho oboru
derivace.)

e Najdeme maximélni intervaly, ve kterych je funkce monoténni. (Urcime také
o jaky typ monoténnosti se jedna — tj. zda je v nalezeném intervalu f rostouci,

klesajici, nerostouci nebo neklesajici.)
e Najdeme lokalni extrémy funkce f.

c) e Vypocitdme druhou derivaci funkce f.

e Uréime maximélni intervaly, v nichz je funkce f ryze konvexni nebo ryze kon-

kévni (pfipadné pouze konvexni nebo konkavni).
e Najdeme inflexni body f.

d) e Najdeme asymptoty grafu funkce f.
e Nacrtneme graf f.

1’3

IT1.8.4. Piiklad. Vysetiime prubéh funkce f(z) =

4 — g2

a) & D(f)=(—o00,—2) U (—2,2) U (2,400) (jmenovatel zlomku nesmi byt nulovy).
e Funkce f je lichd, protoze pro kazdé x € D(f) plati: —z € D(f) a f(—x) =

—f(@).

Proto je graf f soumérny podle poc¢atku souradného systému. Funkci f

se proto budeme zabyvat pouze na mnoziné (0,2) U (2,+0c0), informace o jejim
,,chovani” na mnoziné (—oo,—2) U (—2,0) ziskdme na zdkladé zminéné soumeér-

nosti.

e Funkce f je v D(f) spojitda (jakozto podil dvou spojitych funkei, funkce ve

jmenovateli je kromé toho v D(f) ruzné od nuly).

: : z? : x®
xligl— f(l') o mligl— 4—1’2 o +OO’ xligl—&— f(l') o r—2+ 4—1‘2 o _007
. . z? . z +00
Jwm S = tmos s m wemo T o T ™
23
¢ f2)=0 &= ;=3 =0 < z=0,
f(z) >0 <= x€(0,2), flz) <0 <= z € (2,+00).
322 (4 — 2%) — (=2 3 2(12 — a2
b) e Derivace funkce f: f'(x) = cal (41:_) xz)g z)z = x(i_$2;),
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D(f") = D(f),
2?2 (12 — 2?)

‘f/(x)zo < WZO < (L’:O nebo $:2\/§,

fl@)>0 <= z€(0,2) U (2,2V3), fl(z)<0 < z € (2V3,+x).

Odtud vyplyva, ze funkce f je rostouci v intervalu (0,2) a v intervalu (2,2v/3) a
klesajici v intervalu (2v/3, 4+00).

e V bodé 2v/3 m4 ostré lokdln{ maximum. f(2\/§) = —3v/3. Vbodé 0 funkce f
nemd extrém, i kdyz zde ma nulovou derivaci. Je totiz rostouci v intervalu (0, 2)
a vzhledem k tomu, ze je lichd, je rostouci i v intervalu (—2,0). f je tedy rostouct
v intervalu (—2,2).

Obr. 37

c) e Vypocitejme druhou derivaci funkce f:

fiz) = [f'(2)] =
_ (22— 423) (4 — 22)* — 2 (4 — 2?) (—22) (1222 — 2*) _ 8x(12+ z?)
d— 2 @22
D(f") = D(f") = D(f),
Y 8z (12 + 2?)
o f'(z) =0 <~ Wzo — v =0,

f'(x) >0 <= x€(0,2), f'(r) <0 <= z€(2,+0).
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Odtud plyne, ze funkce f je ryze konvexni v intervalu (0,2) a ryze konkdavni
v intervalu (2, +00).

e Bod 0 je inflexnim bodem (protoze f je ryze konvexni v (0,2) a vzhledem k jiz
zminéné soumeérnosti podle pocatku je také ryze konkdvni v (—2,0) ).

d) e Svislymi asymptotami funkce f jsou piimky z = —2 a x = 2 (protoze f ma
v bodech —2 a 2 jednostranné nekonecné limity).

Hledejme sikmou asymptotu f pro x — +oc0. Podle véty 111.6.30 vypocitame:

3
im L0 o Ty
T—+00 X r——+o0o I (4 — ;CQ)
3
. : x . 4z
i (1) —ke] = tim (g ) =t g = 0=
Piimka y = —x je tedy sikmou asymptotou grafu funkce f pro x — 4+o00. Podobné
lze zjistit, ze primka y = —z je také sikmou asymptotou grafu f pro x — —oo.

e Graf funkce f je nakreslen na obr. 37.

II1.8.5. Cviceni. Vysetiete prubéhy funkei
a) flz)=2**—z,  b) f(z) =z exp(l/z), c) f(z) =z -exp(—a?),
d) f(z)=2%/(2*—4), e) f(z)=223+32*—122+7T.

I11.9. Taylortav polynom, Taylorova véta

I11.9.1. Motivace, odvozeni tvaru Taylorova polynomu. Predpokladejme, ze
funkce f ma derivace az do tddu n (vcetné) v bodé xy. Hledejme polynom 7,, stupné
nejvyse n, ktery mé tvar

To(x) = ap + a1+ (x —x0) + az- (x—120)% + ... + ap-(x—20)"

a ktery v okoli bodu zy € (a,b) nejlépe aproximuje funkci f. Pozadavek nejlepsi
aproximace realizujeme tak, ze pozadujeme, aby funkce f a polynom 7T,, mély v bodé
o stejnou hodnotu a aby se v bodé =z, téz shodovaly jejich derivace az do fadu n
(véetns). (Rikdme tomu ,,styk n-tého fadu”.) To znamené:

To(xo) = f(z0), Th(xo) = f'(wo), Tl(wo) = f"(x0), .. T (o) = F ().

Toto je celkem n + 1 podminek. Na jejich zakladé lze jednoduchym vypoctem urcit
n + 1 koeficientu ag, a1, as, ..., ay,:

_ f(xo) _ J"(@0) f(”)(mo).

aozf(%), al—T, a2 or 1 o (02% ol

Polynom T, s témito koeficienty, tj. polynom
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f(n) ()

n!

(x — x0) +%(z—xo)2+ I

f'(x0)

Tn<x) = f(xﬂ) + 1

(33‘ - $0)n7

nazyvame Taylorovym polynomem n—tého stupné funkce f o stfedu v bodé xg.

Je-li o =0, casto se téz pro tento polynom pouziva nazev Maclauriniv polynom.
Abychom vsak prilis nekomplikovali terminologii, v tomto textu zustaneme u nézvu
,, Tayloruv polynom”.

V bodech x # xy nelze otekavat, ze rovnost f(z) = T,(x) bude platit zcela piesné.
Nahradime-li proto f(z) polynomem T, (x), dopustime se jisté chyby. Oznac¢me ji
R, 11(z). Informaci o tom, jak lze R, 1(x) vyjadiit (a tudiz i odhadnout jeho velikost)
dava nasledujici véta.

I11.9.2. Taylorova véta. Necht funkce f ma derivace az do fddu n + 1 (vcetné)
v intervalu (a,b) a necht xy € (a,b). Pak ke kazdému z € (a,b) existuje bod & lezici
mezi x a xy tak, ze

(IIL9.1) f(&) = Tulz) + Run(),
kde
_ M) w1

IT1.9.3. Poznamka. Vzorec (I11.6.5) se nazyva Taylorovgm vzorcem. Lize jej také psat
ve tvaru

(111.9.3) flx) = flzo) +
S (o)

n!

(o)
1!

(x —x0) +

_|_

(x —20)" + Rps1(z).

Vyraz R,i1(z) se nazyvé zbytkem po n—tém clenu v Taylorové vzorci. (Pismeno R se
pouziva proto, ze anglicky se zbytek nazyvé ,,remainder”.) Zbytek lze vyjadrit ruznymi
zpusoby, vzorec (I11.9.2) obsahuje tzv. Lagrangeuv tvar zbytku.

111.9.4. Piiklad — Tayloriv vzorec exponencialni funkce o stfedu 0 a tvar
zbytku po n—tém ¢lenu. Zvolme zy = 0. Dosazenim tohoto zy a f(x) = e do
Taylorova vzorce (I11.9.3) obdrzime:

e§ l.nJrl

(n+ 1)1

e =1+ — + = 4 .+ s Ry 11(2), kde R,.1(z)=

I11.9.5. Priklad — Taylorav polynom funkce sinus o stfredu 0 a tvar zbytku
po n—tém clenu. Vypoctem derivaci funkce sinus v bodé xg = 0 zjistime, ze

a) vSechny derivace sudého rddu jsou rovny nule,
b) derivace lichého fadu jsou rovny £1, pficemz znaménka se stiidaji:
(sinz)| _,=cos0=—1, (sinz)®| _ =—cos0=—1,

(sinz)®| _ =cosO=1, atd.
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Pokud tedy ¢islo n je napriklad sudé, tj. n ma tvar n = 2m pro vhodné m € N, pak
Tayloruv polynom stupné n funkce sinus v bodé 0 ma tvar

Tu(z) = Ton(a) = o = 5r + 5 — 7+ + ()"

Zbytek po n—tém c¢lenu vypada takto:

Romir () = (=)™ _COSE  ami1

Bnia (@) 2m+1)!

111.9.6. Ptiklad — Taylorav polynom funkce kosinus o stfedu 0 a tvar zbytku
po n—tém c¢lenu. Vypoctem derivaci funkce kosinus v bodé xg = 0 zjistime:

a) vSechny derivace lichého Féadu jsou rovny nule,
b) derivace sudého fadu jsou rovny +1, pricemz znaménka se stiidajf:
(cos z)"|
x

(cos )|

= —cos0=—1, (cosz)| _ =cosO=1,
= —cos0=—1, atd.

=0
=0

Pokud tedy ¢islo n je napriklad liché, tj. n ma tvar n = 2m + 1 pro vhodné m € N, pak
Tayloruv polynom stupné n funkce kosinus v bodé 0 ma tvar

Zbytek po n—tém ¢lenu pak vypada takto:

Ruin(s) = Ransalo) = (1) o ains

I11.9.7. Ptiklad. Pomoci Taylorova vzorce o sttedu 0 pro funkei f(x) = e vypocitdme

hodnotu Eulerova ¢isla e s maximalni chybou —-. Dosadime-li do vyjadieni e* z pii-

100°
kladu II1.9.4 x = 1, dostaneme:

1 ef
Pokud hodnotu e nahradime sou¢tem 1 + ... 4+ 1/n!, dopustime se chyby rovné

R,+1(1). Vyse uvedené vyjadieni R, 1(1) obsahuje pfesné neurcené ¢islo €. Taylorova
véta poskytuje informaci, ze £ € (0,1). Ptejme se nyni, jak velké je nutné zvolit n,
aby | Ry41(1)| < 5. Protoze 0 < e* < e <3, velikost R,41(1) lze odhadnout:

Rea)] = —o— <
YT )l T ()
Jednoduchym vypocétem zjistime, ze pro n =5 je 3/(n+1)! =3/6! = 7730 = ﬁ < 1—(1)0.
Staci tedy pouzit n = 5. Cislo e pak vyjddifme s chybou mensf nez 1(1)—0 takto:
'1+1+1+ —1—1 1—|—1—|—1+1—|—1+1 520
e = — — — = - - — — = —.
1! 2! 5! 2 6 24 12 120



*I11.10. Funkce definované parametricky

I11.10.1. Motivace. Prfi ruznych technickych vypoctech, pii feseni diferencidlnich
rovnic, apod. se muze stét, ze hleddme funkci y = f(x), ale tuto funkci neziskdme
v explicitnim tvaru a misto toho ziskdame zvlast vyjaddieni = a y v zdvislosti na néjakém
parametru, napiiklad

(I11.10.1) T =t y = 3t —1; t € (—00,+0).

Zajima nas, zda rovnicemi (II1.10.1) je skutecéné definovédna néjaka funkce y proménné
x, jaky ma tato funkce defini¢ni obor, jaky obor hodnot, jaky prubéh, atd.

Zabyvejme se témito otdzkami na obecné urovni, tj. predpokladejme, Ze misto
konkrétnich rovnic (II1.10.1) mame obecné rovnice

(I11.10.2) r = (), y = P(t); teM.

Je-li funkce ¢ v mnoziné M prosta, pak kazdé své hodnoty = nabyva tato funkce
v jediném bodé t € M. Tomuto bodu pak odpovida jedind hodnota y = 1 (¢). Timto
zpusobem je definovana funkce, ktera kazdému x € H(yp) pritazuje hodnotu y € H(¢).

Naopak, neni-li funkce ¢ v mnoziné M prosta, pak nékteré své hodnoty = nabyva
minimalné ve dvou ruznych bodech ti, to € M. Témto bodum odpovidaji hodnoty
y1 = P(t1) a yo = ¥(tz). Tyto hodnoty sice ve vyjimec¢nych piipadech mohou byt
stejné, obecné to vsak ocekavat nelze. Pritazeni x — y, které je takto definovano, neni
funkci, protoze jedné hodnoté x muze byt pritazeno vice hodnot y.

111.10.2. Funkce definovana parametricky. Predpokladejme, ze funkce ¢, ¥ jsou
definovany v mnoziné M a ze funkce ¢ je prostd. Rovnicemi (II1.10.2) je pak parame-
tricky definovdna funkce f kterd udava zavislost y na x. Hodnotu f(z) lze vyjadrit
timto zpusobem: Jelikoz funkce ¢ je prosta, existuje k ni inverzni funkce ¢_; arovnost
x = ¢(t) je splnéna prave kdyz ¢t = ¢_;(z). Dosadime-li toto ¢ do rovnice y = (1),
obdrzime: y = f(x) = ¥(p_1(x)).

Definiénim oborem funkce f je mnozina téch x, pro kterd lze ziskat ¢ ve tvaru t =
w_1(x). To je ale mnozina D(p_1), kterd je identickd s H(p). Plati tedy: D(f) = H(yp).

Oborem hodnot funkce f je mnozina téch y, kterd lze vyjadiit ve tvaru y = ()
pro t € M. To je ale mnozina H(v). Plati tedy: H(f) = H(¢).

IT1.10.3. Poznamka. Vyjddieni y = f(z) = ¥ (¢_1(z)) v praxi ¢asto nelze pouzit. Je
to zpusobeno tim, ze neni mozné explicitné vyjadrit inverzni funkci ¢_1, i kdyz tato
inverzni funkce existuje. (Pitklad: ¢(t) = €' +t; t € (—o0,+0).)

I11.10.4. Poznamka. Pochopit definici parametricky zadané funkce muze pomoci téz
tato predstava: Rovnicemi (II1.10.2) je v roviné E, popsdna kiivka. Oznac¢me ji C.
Tato kiivka sestava ze véech bodu P(t) = [z,y] = [¢(t),¥(t)] prot € M. Je-li funkce
¢ prostd, pak nemuze nastat pripad, kdy kiivka C' obsahuje dva ruzné body [z,y:] a
[2,y2] se stejnou prvni a ruznymi druhymi souradnicemi. To znamend, ze kiivka C' je
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grafem funkce y proménné x. Té funkce, kterd je parametricky definovdna rovnicemi
(I11.10.2).

Naopak, neni-li funkce ¢ prosta, pak krivka C' nemusi byt grafem zadné funkce
y proménné z. To je pifpad funkce z = ¢(t) = t* z rovnic (II1.10.1). Tato funkce
¢ neni v intervalu (—oo,+00) prostd. Kiivka C' vytvofena pomoci rovnic (II1.10.1)
je parabolou o rovnici = = é (y + 1)%. (Rovnici paraboly ziskdme, kdyz ze druhé rov-
nice v (II1.10.1) vyjadiime t a toto ¢ dosadime do prvni rovnice.) Nakreslete si tuto
parabolu! Osou paraboly je piimka y = —1. Je patrné, ze tato parabola neni grafem
funkce y proménné x a rovnicemi (II1.10.1) neni proto parametricky zadné takova
funkce definovana.

Funkce z = ¢(t) = t? sice neni prostd v intervalu (—oo,+00), ale je prostd
v kazdém z intervalu I, = (—o00,0) a Iy = (0,4+00). Rovnicemi (II.10.1) je proto
pro t € I parametricky definovdna funkce y = fi(z) a pro ¢t € I je jimi paramet-
ricky definovdna funkce y = fo(x). Grafem funkce fi je vétev paraboly = = § (y+1)2,
ktera odpovida y < —1 a grafem funkce fy je vétev paraboly, kterd odpovida y > —1.

IT1.10.5. Véta (o spojitosti funkce definované parametricky). Je-li M interval,
funkce ¢ a 1 jsou spojité v M a funkce ¢ je prosta v M, pak funkce y = f(x),
kterd je definovand parametricky rovnicemi (I11.10.2), je spojitd ve svém defini¢nim
oboru D(f).

I11.10.6. Poznamka. Véta I11.10.5 je snadnym dusledkem vyjadieni y = f(z) =
¥(p_1(x)), véty o spojitosti slozené funkce (viz odstavec I11.3.25) a véty o spojitosti
inverzni funkce (viz odstavec 111.3.28).

I11.10.7. Derivace funkce definované parametricky. Navazme na situaci po-
psanou v odstavci [11.10.2. Predpokladejme navic, ze obé funkce ¢ a ¢ maji v mnoziné
M, C M derivace ¢, Y. (Derivaci podle proménné ¢ oznacujeme teckou v souladu
s tim, jak je to bézné ve fyzice, mechanice, atd.) Predpokladejme déle, ze ¢(t) # 0
pro vSechna t € M;. Pomoci véty o derivaci slozené funkce a véty o derivaci inverzni
funkce dostévame pro = € H(p|a):

% — f(r) = N = i o (1) = ¢(9071(x)) _ ¢(t)

Funkce f mé tedy na mnoziné H(p|y,) = (M) derivaci f’, kterou lze tedy para-
metricky vyjadrit rovnicemi

dy _ o(t)
IT1.10.3 " = (t — = —=; te M.

IT1.10.8. Poznamka. V odborné literature casto najdete rovnice (I11.10.3) zapsané
tak, ze ve druhé rovnici neni dy/dz, ale pouze y. To je ¢isté formélni véc — zavisle
proménnou i nezavisle proménnou muzeme znacit ruznymi symboly. Zavisle proménnou
v rovnicich (IT1.10.3) tedy muzeme oznacovat jak y, tak i ¢’ nebo dy/dz. Posledni

moznost je mozna méné obvykla, avsak v danych souvislostech ji povazujeme za nejna-
zornéjsi.
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IT1.10.9. Priklad. Ovéite, zda rovnicemi = = 2t —sint, y = 1 +cos t; t € (0,2m)
je parametricky definovdna funkce y = f(x). V kladném piipadé rozhodnéte o jeji
spojitosti, urcete jeji definicni obor, obor hodnot, jeji derivaci a najdéte intervaly mo-
noténnosti.

Resenf: Funkce o(t) = 2t—sin t mé v intervalu (0, 27) kladnou derivaci 2—cos t, proto
je v intervalu (0,27) rostouci a tudiz i prostd. To znamend, Ze uvedenymi rovnicemi
je definovana parametricky funkce y = f(z). Obé funkce ¢(t) = 2t —sint a ¥(t) =
1 + cos t jsou v intervalu (0,27) spojité, proto podle véty I11.10.5 je i parametricky
definovand funkce y = f(x) na svém definicnim oboru spojité.

Oborem hodnot funkce ¢(t) = 2t —sin ¢t v intervalu (0,27) je interval (0,4m). (Je
to patrné z toho, ze ¢ je v (0,27) rostouci, v bodé 0 ma hodnotu 0 a v bodé 27 ma
hodnotu 47.) Proto je D(f) = H(yp) = (0,4m).

Oborem hodnot funkce 1(t) = 1+cos t v intervalu (0,27) je interval (0,2). Proto
je H(f)=H(¥)=(0,2).

Obé funkce ¢ a 1 maji v intervalu (0,27) derivace a ¢(t) = 2 —cos t # 0 pro
viechna ¢ € (0,27). (Funkce 2t —sin ¢t a 1+ cos t maji derivace v (—o0,+00), ale
rovnicemi @(t) = 2t —sint a ¥(t) = 1+ cos t jsou funkce ¢ a 1 definovéany pouze
v intervalu (0, 27), proto lze o jejich oboustrannych derivacich hovorit pouze v intervalu

(0, 27). ) Dosazenim do rovnic (I11.10.3) dostavame toto parametrické vyjadieni derivace

funkce f: 1 -
Yy sin

' — 2% —sin t, - 2T e (0,27).
/ v S dx 2—cost (0.2m)
Hodnoty f’(z) jsou dany druhou rovnici. Tj. plati:
in t

fl(x) >0 «— —%>O — —sint>0 <= te€(mn2n) <= zx¢c

— CO8
(2m, 4m),

sin ¢

fl(2) <0 <= — <0 < —sint<0 < te(0,m) < z€(0,2n).

2—cost
Funkce f je proto v intervalu (0,2m) klesajici a v intervalu (27, 47) rostouci. V bodé
27, kde je f(2m) = ¢(m) = 0, nabyva svého absolutniho minima. V bodech 0 a 4,
kde je f(0) =¢(0) =2 a f(4m) = ¢(27) = 2, nabyva svého absolutniho maxima.

111.10.10. Druha derivace funkce definované parametricky. Vyjdéme ze situace
popsané v odstavci 111.10.2. Predpokladejme navic, ze funkce ¢ i ¢ maji v mnoziné
M, € M druhé derivace ¢, 1) aze ¢(t) # 0 pro véechna t € M. Prvni derivace funkce
y = f(x), definované parametricky rovnicemi (I11.10.2), je ddna rovnicemi (II1.10.3).
Druhou derivaci f ziskdme jakozto derivaci prvni derivace, tj. na rovnice (II1.10.3)
aplikujeme stejny postup, ktery jsme v odstavci I11.10.7 aplikovali na rovnice (I11.10.2).
Oznacime-li 9 funkci na pravé strané druhé rovnice v (I11.10.3) (tj. 9(t) = 9(t)/4(t)),
obdrzime toto parametrické vyjadreni funkce f”:

f”: ngp(t)a 7 5 — X tGMg



Dosazenim J(t) = [1(t) - @(t) —h(t)-$(t) ]/ [¢()]? do druhé z vyse uvedenych rovnic

dostdvame: . . , .
Poooemp Sy 000060,

Derivace vyssich radu funkce definované parametricky by bylo mozné pocitat analogicky.

I11.10.11. Cviceni. Ovéite, ze danymi rovnicemi jsou parametricky definovany funkce
y = f(x). Jsou tyto funkce spojité? Urcete jejich definiéni obory, obory hodnot a
vyjadiete parametricky jejich prvni a druhé derivace.

a) =t +t+1, y=t"+2+2; t€(—o0,+00),

b) z=cos’t, y=sin®t; te(0,7/2).

Vysledky:

a) Funkce f je spojitd, D(f) = (—oo,+00), H(f) = (2743 — 2%/3 42, +00),
dy 43 +2

I :t3 t+1 = . t _

f T +t+1, iz 3T € (—o00, +00),
d? 12(t4 + 12—t

" r=14+t+1, y_ 120+ ). t € (—o0, +00).

de? ~ (32 +1)p

b) Funkce f je spojitd, D(f)=(0,1), H(f) =(0,1),

d
f x = cos® t, é = —tgt; t e (0,7/2),
d? 1
/o x = cos’ t, A t e (0,7/2).

dz?2  3sint cost t’

*II1.11. Pfiblizné feseni nelinedrni rovnice f(r) =0

I11.11.1. Koien rovnice f(z) =0. Necht f je funkce. Kazdy bod & € D(f), pro
ktery plati f(§) =0, se nazyvé kofenem rovnice

f(z) = 0.

I11.11.2. Motivace. Rovnice e* —5+2x = (0 ma v redlném oboru jediny koten. Zkuste
se o tom presvédéit sami. (Navod: Rovnice ma ekvivalentni tvar e* = 5—x a z prubéhu
grafu funkci e a 5 — x je patrné, ze grafy se protinaji v jediném bodé. Nakreslete si
obrazek.) Vyjadrit z uvazované rovnice nezndmou x se vam vsak nepodaii, analytické
feSeni rovnice totiz neni mozné.

I11.11.3. Poznamka. Na stfedni skole jste se naucili fadu metod feSeni ruznych
typu rovnic. Tyto metody vétsinou vedly k tzv. analytickému vyjadreni korenu. To
znamena, ze koreny rovnic byly dany néjakymi vzorci a ¢iselnou hodnotu kofenu jste

92



mohli ziskat pomoci téchto vzorci po provedeni koneéného poctu operaci. V mnoha
piipadech, dokonce lze tici ze ve vétsiné praktickych ptipadu, vSsak toto neni mozné.
Nejjednodussi rovnice je obvykle mozné tesit analyticky, o malo komplikovanéjsi pripady
jiz vétsinou nikoliv.

V dalsich odstavcich se seznamime se dvéma tzv. ,,ptibliznymi” metodami feSeni.
Pro tyto metody je charakteristické, ze umozni ziskat feSeni pouze priblizné, avsak
s chybou libovolné malou. Maximalni velikost chyby muzeme pted zacatkem vypoctu
sami stanovit. To je v praxi zcela postacujici — uvédomte si, ze i v téch pripadech, kdy
rovnice umime tesit analyticky, objevuji se ¢asto ve vyjadreni kofenu ruzné odmocniny
nebo jiné komplikované vyrazy a hodnotu téchto vyrazu mnohdy stejné umime stanovit
pouze priblizné. (Piikladem je situace, kdy kofen rovnice je rovny V3+5.)

Pouziti pribliznych metod obvykle vyzaduje provedeni zna¢ného mnozstvi pocetnich
operaci. Efektivni realizace ptibliznych metod je proto mozna pouze na pocitacich.

I11.11.4. Postupné aproximace, iterac¢ni posloupnost, odhad chyby. Metody
feseni rovnice f(x) = 0, které v nasledujicich odstavcich popiseme, jsou zalozeny
na konstrukci tzv. postupnich aprozimaci. Néjakym zpusobem (dle ndvodu pouzité
metody) zvolime pocdtecni aproximaci xy a poté (opét dle ndvodu pouzité metody)
vytvaiime dalsi aproximace i, xq, ... Posloupnost {x,} postupnych aproximaci se
nazyva iteracni posloupnost. Metody, pii nichz se konstruuje iteracni posloupnost, se
nazyvaji iteracni metody.

Tento postup ma smysl tehdy, je-li

Jim = 6

kde ¢ je kofen rovnice f(x) = 0. V tomto ptipadé se totiz vypoctem dalsich a dalsich
aproximaci dostavame blize k presnému feSeni — ke kotenu &. Dulezitou soucésti kazdé
metody je tedy nejen navod, jak volit pocatecni aproximaci zy a jak vytvaret dalsi
aproximace i, T, ..., ale také informace o tom, za jakych podminek tato iterac¢ni
posloupnost konverguje ke kofenu rovnice f(z) = 0.

Kazdy vypocet musime nékdy ukoncit. To znamena, ze s vypoctem postupnych
aproximaci nemuzeme pokraCovat donekonecna, musime se spokojit s vypoctem az
do néjakého indexu n. Jak tento index posledni aproximace ale vybrat? To souvisi
s presnosti, s jakou si prejeme rovnici f(z) = 0 Fesit. Soucdsti vétsiny iterac¢nich metod
je i odhad typu

|xn - €| S Tns

kde v, =+ 0 promn — 4oco0 a ¢islo 7, metoda umoznuje stanovit. Takovému odhadu
se itkd odhad chyby. Riké ndm totiz, Ze nahradime-li presné feseni & rovnice f(x) =0
pribliznym fesenim x,,, dopustime se chyby nejvyse ~,. Jsme-li tedy v situaci, ze si
prejeme rovnici f(z) = 0 vyfesit s chybou nepfevysujici néjakou zadanou hodnotu e,
pak aproximace pocitame do tak velkého indexu n, az v, < e. S aproximaci x, se
pak jiz muzeme spokojit a muzeme ji prohlasit za priblizné feseni rovnice f(z) = 0.
Z odhadu chyby totiz plyne, ze |z, —&| < v, <e.

V nékterych piipadech vypocet ukoncujeme bez pouziti odhadu chyby. Prosté se
rozhodneme, Ze se spokojime napiiklad s aproximaci x99 a povazujeme ji za ptiblizné
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feseni. Jak je ale patrné, tento postup neni tak korektni, jako kdyz pracujeme s odhadem
chyby.

IT1.11.5. Separace kofenu. Separaci korenu £ rovnice f(z) =0 rozumime nalezeni
takového intervalu (a,b), ve kterém ma rovnice f(z) =0 jediny kofen &.

K separaci kofenu rovnice f(x) =0 ¢asto pouzivame véty 111.4.26 a I11.6.4.

IT1.11.6. Piiklad. Separujme kotfeny rovnice In z — 2z + 7 = 0. Funkce f(z) =
Inz — 2x + 7 je definovand v intervalu (0,400), je zde spojitd a ma zde derivaci
f'(x) =1/x — 2. Plati:

Snadno ovéfime, ze derivace f'(x) je kladnd pro x € (0, 0.5), rovna nule pro z = 0.5
a zapornd pro = € (0.5, 400). Funkce f je tedy rostouci v intervalu (0, 0.5) a klesajici

v intervalu (0.5,400). V bodé 0.5 ma f ostré lokilni maximum a je zde f(0.5) =
6—1In2>0.

Zvolme nyni a > 0 dostatecné malé, napiiklad a = 0.0001 a ukazme, zZe jeden
kofen rovnice f(x) =0 je separovén v intervalu (a, 0.5).
a) Existence kotenu: Vime, ze v intervalu (a, 0.5) je funkce f spojitd, f(a) =
£(0.0001) = In 0.0001 —0.0002+7 = (—4)-In 10—0.0002+7 < (—=4)-2—0.00024+7 < 0
a f(0.5) > 0. Protoze 0 lezi mezi f(a) a f(0.5), plyne z véty 111.4.26, ze mezi body
a a 0.5 existuje bod &; takovy, ze f(&) = 0.

b) Jednoznaé¢nost kotenu: V intervalu (a, 0.5) je funkce f rostouci, proto zde nemuze
zadné své hodnoty nabyvat vice, nez jednou. Odtud plyne, ze kromé kotenu &; v inter-
valu (a, 0.5) zadny dalsi kofen nelezi.

Podobnym zpusobem lze ukazat, ze zvolime-li b > 0 dostate¢né velké, napiiklad
b =10, pak v intervalu (0.5, b) je separovan druhy kofen & rovnice f(x)=0. Zadné
dalsi koteny kromé &; a & rovnice nema.

I11.11.7. Metoda pileni intervalu. Predpokladejme, ze funkce f je spojita a ryze
monoténni v intervalu (a,b) a f(a)- f(b) < 0. Z téchto predpokladu plyne, ze rov-
nice f(z) = 0 mé v intervalu (a,b) jediny kofen ¢ a konverguje k nému iteracni
posloupnost, vytvarena timto zpusobem:

Volba poc¢étecni aproximace: Polozime zg = (a + b)/2.

Vypocet dalsich aproximaci: Je-li f(zg) - f(b) < 0, je & € (x9,b). Zménime proto
a a polozime a = zo. Je-li f(zg) - f(b) > 0, je £ € (a,xp). Zménime proto b a
polozime b = xy. Daéle polozime x; = (a + b)/2. Podobnym zpusobem ziskdme o,
atd. (Nakreslete si obrazek.)

Odhad chyby: Ozna¢me L délku intervalu (a,b) na zacatku vypoctu. Vime, ze £ €
(a,b), proto je |xg —&| < L/2. Pii vypoctu kazdé dalsi aproximace se délka ,,promén-
ného” intervalu (a,b), v némz lezi kofen £, zmensuje na polovinu. Proto je

|z, — & < Lj2n+
IT1.11.8. Metoda tecen (Newtonova metoda). Piedpokliadejme, ze
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a) funkce f mad ve vSech bodech z € (a,b) druhou derivaci f”(x), kterd zde neméni
své znaménko,

b) f'(x) #0 pro vsechna x € (a,b),
c) fla)- f(b) <O.

Za téchto predpokladu méa rovnice f(z) =0 v intervalu (a,b) jediny kofen ¢ a kon-
verguje k nému itera¢ni posloupnost, vytvarena podle nasledujicich pravidel:

Obr. 38

Volba pocéatecni aproximace: Za pocatecni aproximaci xy zvolime libovolny bod inter-
valu (a,b) takovy, ze f(xq) - f"(zo) > 0. (Tomuto predpokladu vyhovuje vzdy také
jeden z bodu a, b.)

Vypocet dalsich aproximaci: V bodé [xzg, f(zo)] sestrojime tecnu ke grafu funkce f.
Prisecik tecny s osou x oznacime x;. Podobné ziskame dal$i aproximaci x,, atd.
(Nakreslete si obrézek.) Tento postup lze snadno vyjadiit pocetné. Predstavme si, ze
jiz zndme aproximaci x, a prejeme si vypocitat dalsi aproximaci x,,;. Rovnice tecny
ke grafu funkce f v bodé [x,, f(z,)] je v = f(xn) + f'(xn) - (x — x,). (Viz odstavec
[11.5.5.) Pro = 2,41 je y = 0. Tak dostdvame rovnici 0 = f(z,)+ f'(xn) - (Tpi1 —240),
ze které vypocitame

n

Odhad chyby: 7 Lagrangeovy véty (odstavec I11.6.1), pouzité na intervalu s krajnimi
body z, a &, plyne existence bodu n mezi body x, a & takového, ze f(x,)— f(§) =
() (o —&). f(&) je vSak rovno nule (nebot ¢ je kofen rovnice f(z) = 0), takze
dostavame z, — & = f(x,)/f'(n) a odtud dale plyne, ze

m
kde m = min,eq@y | f'(n)]-

I11.11.9. Poznamka. V dalsich semestrech, v predmétu Numerickd matematika, se
sezndmite jesté s jinymi pfibliznymi metodami feseni rovnice f(z) = 0 (s metodou
seCen téz nazyvanou metoda regula falsi, atd.). Rovnéz se seznamite s metodami, které
umoznuji priblizné fesit soustavy nelinedrnich algebraickych rovnic pro vice neznamych.
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IV. Neurcity integral

IV.1. Primitivni funkce, neurcity integral

IV.1.1. Primitivni funkce. Necht [ je interval s krajnimi body a, b (pficemz a < b;
¢isla a, b mohou byt i nekoneénd). Funkci F' nazyvame primitioni funkci k funkei f
v intervalu I, jestlize

a) F'(x) = f(x) pro vsechna z € (a,b),
b) F'(a) = f(a) (patii-li bod a do intervalu I),
c) F'(b)= f(b) (patii-li bod b do intervalu I).

IV.1.2. Poznamka. Misto ,, F' je primitivni funkeci k funkei f v intervalu I” budeme
nékdy struéné psat ,, F' = f v I7.

Prakticky cela cast IV je vénovéna otazce, jak ke zndmé funkci f nalézt primitivni
funkci F. Znalost primitivni funkce je dulezitd zejména proto ze pomoci primitivni
funkce muzeme vypocitat tzv. urcity integrél funkee f. (Viz ¢ast V.) Na problém nale-
zeni primitivni funkce vede i feseni mnohych diferencidlnich rovnic. (Viz kapitolu IV.7.)

Nalézt k funkci f jeji primitivni funkci je problém ,,opa¢ny”, nez nalézt derivaci
funkce f. Podobné, jako ne kazda funkce mé derivaci, tak také nikoliv ke kazdé funkci
existuje primitivni funkce. Nésledujici véta obsahuje postacujici podminku pro to, aby
k funkci f existovala v intervalu I primitivni funkce.

IV.1.3. Véta (o existenci primitivni funkce). Je-li funkce f spojitd v intervalu
I, pak k funkci f existuje v intervalu I primitivni funkce.

IV.1.4. Poznamka. Kromé existence primitivni funkce je dalsi otazkou jeji jedno-
znacnost. Nasledujici véta fika, ze pokud primitivni funkce existuje, pak neni jedind.
Primitivnich funkei je nekoneéné mmnoho, libovolné dvé se ale navzdjem lisi nejvyse
o aditivni konstantu.

IV.1.5. Véta. a) Jeli F primitivni funkce k funkci f v intervalu I a je-li C
libovolna realna konstanta, pak funkce F + C' je také primitivni funkci k funkci f
v intervalu I.

b) Jsou-li F a G dvé primitivni funkce k funkci f v intervalu I, pak existuje
realna konstanta C' takova, ze G = F + C v intervalu 1.

Dukaz: a) Je-li F' = f v I, pak v intervalu I také plati
G =(F+C)=F+C =F =f
b) Jeli ' =fv I, aG =fv I pak (G—F) =G —F = f—f=0v I. Funkce
H = G — F ma tudiz v intervalu I nulovou derivaci a proto je v I funkei konstantni.

(Viz vetu I11.6.4, bod e).) Existuje tedy C' € R takové, ze H(z) = G(z) — F(z) = C
pro viechna x € I. To ale znamend, ze G(z) = F(x) + C' pro vSechna z € I. O
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IV.1.6. Véta. Jsou-li F a G primitivni funkce k funkcim f a g v intervalu I, pak
F + G je primitivni funkci k f 4 g v intervalu I.

Je-li F' primitivni funkce k f v intervalu I a « je libovolné redlné cislo, je o - F
primitivni funkei k o - f v intervalu 1.

Dukaz: plyne okamzité z véty 111.5.10, ¢asti a) a b). OJ

IV.1.7. Neurcity integral. Neurcitym integrdalem funkce f v intervalu I nazyvame
mnozinu vSech primitivnich funkci k funkei f v intervalu I (pokud je tato mnozina
neprazdnd). Neurcity integral oznacujeme

/f(a:) de, zel nebo pouze strucnéji /f(x) duz, /f dx.
Je-li F primitivn{ funkee k funkei f v intervalu I, pak mnozina [ f(z)dx je tvofena

funkei F' a vSemi funkcemi, které se od F' lisi na [ pouze o aditivni konstantu. Tuto
skutecnost vyjadiujeme zapisem:

/f(x) de = F(z) + C,  wel

Konstantu C' nazyvame integracni konstantou.

Z definice neurcitého integralu je patrné, ze integral [ f(z)dz v intervalu I existuje
prave tehdy, existuje-li k funkci f primitivni funkce v intervalu I. Postacujici podminkou
pro tuto existenci je spojitost funkce f v I. (Viz vétu IV.1.3.)

IV.1.8. Véta. Maji-li funkce f a g neurcité integraly v intervalu I a o € R, pak
(IV.1.1) /[f(a:) 4 g(z)] dz = /f@) dr + /g(x) dr,  zel
(IV.1.2) /&f(:v) dz = Oz/f(a:) dz, x el

Tato véta plyne okamzité z véty IV.1.6. Rovnost (IV.1.1) je pfesné vzato rovnost
mezi mnozinami funkci. Této rovnosti je treba rozumét takto:

a) Libovolnou funkci z mnoziny vlevo, tj. z [[f(z)+g(z)] dz, je mozné vyjadrit jako
soucet dvou funkef z mnozin vpravo, tj. funkce z mnoziny [ f(z)dz a funkce
z mnoziny [ g(z)d.

b) Naopak, soucet dvou libovolnych funkef z mnozin vpravo, tj. funkce z [ f(z)dx
a funkce z [ g(x)dz, patif do mnoziny vlevo, tj. do [[f(z) + g(x)] dz.

Podobnym zpusobem lze vysvétlit i smysl rovnosti (IV.1.2).

IV.1.9. Disledek. Vétu IV.1.8 1ze zobecnit: Maji-li funkce fy, ..., f, neurcité
integraly v intervalu I a jsou-li oy, ..., «, realna cisla, je

/[alfl(a:)+...+anfn(.r)]dx = al/fl(:);) dx+...+an/fn(x) de, zel.
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IV.1.10. Tabulka zakladnich neurcitych integralti. Ze vzorcu pro derivace ele-
mentarnich funkci (viz odstavce II1.5.12, II1.5.13 a II1.5.17) bezprostiedné vyplyaji
vzorce pro nékteré neurcité integraly. Tyto vzorce nyni uvedeme. Kazdy z nich plati
v libovolném intervalu I, ktery je obsazen v defini¢nim oboru integrované funkce.

a)/de:C’, b)/xadx: L0 (et o1),

a+1
c) /cosx dz = sinz + C, d) /sinx de = —cosx + C,
e)/#dx:tgx—ka f)/.;dx:—cotgx—i-C’,
(cos x)? (sinx)?
g) /\/%352 dr = arcsin ¢ + C, h) / 1+1x2 dr = arctgzr + C,
i)/a’”dlezxa%—C' (>0, a#1), j)/emdx:e””—i-C',

1
k)/—dx—1n|x|+C.
T

IV.1.11. Poznadmka. Na prvni pohled neni patrné, jak plyne vzorec k) ze vzorce
pro derivovani funkce In z (tj. ze vzorce e) v odstavci I11.5.17). V intervalu (0, +o00)

to patrné je, nebot zde je |z| = z. V intervalu (—o00,0) je ale |x| = —z a proto zde
plati:
1 1 1 1
[In fz|]" = —[a]" = (—a) = (1) = —.
|z (—2) (—2) x

Odtud vyplyvé, ze vzorec k) plati i v intervalu (—oo,0).

IV.1.12. Poznamka. Pouzitim vzorcu pro derivace funkci arkuskosinus a arkusko-
tangens (z odstavce I11.5.17) muzeme integraly g) a h) v odstavci IV.1.10 napsat
také takto:

1
= —arccos z + C, h)* /1+ 5 dv = —arccotgzr + C'
x

e
——dx

& 1 —a?

To ale neznamend nic jiného, nez ze rozdil [arcsin @ — (—arccos x)] je konstantni

funkef v intervalu (—1,41) a podobné, rozdil [arctgx — (—arccotgz)] je konstantni

funkei v intervalu (—oo, 400).

IV.1.13. Poznamka. Postup, vedouci k nalezeni primitivni funkce nebo neurcitého
integralu k zadané funkci f (coZ je vlastné jedno a totéz, nebot k vyjadfeni neuréitého
integralu staci znat jednu z primitivnich funkei k f), nazyvame integrovdani nebo
integrace.

Zatimco derivovani funkci je procedura, kterou lze pomérné dobie algoritmizovat
(obvykle stac¢i vybrat a pouzit vhodné vzorecky pro derivovani), totéz nelze v zddném
pripadé tici o integrovani. Obecny algoritmus, ktery by poskytoval navod k integraci
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jakékoliv funkce, neexistuje. Dokonce je zndmo mnoho funkci, jejichz primitivni funkce
existuji, ale nelze je vyjadrit v tzv. uzavieném tvaru, tj. pomoci formule ktera predepi-
suje provedeni konecné mnoha ruznych operaci a dovoluje pii nich pouzit elementarnich
funkei. (Pifkladem takové funkce je f(z) = e * v intervalu (—oo,+00).) V minu-
losti bylo vymysleno velké mnozstvi ruznych postupu, které umoznuji vzdy pro uréitou
skupinu ,,podobnych” funkci nalézt neurcité integraly. Toto bylo pfedmétem zajmu
mnoha matematiku zejména v 18. a 19 stoleti. Mnohé postupy jsou jednoduché, jiné
jsou vSak velmi komplikované (jsou zalozené na slozitych substitucich, apod.). Dnes
tyto komplikované postupy do znacné miry ztratily svaj vyznam. Je to dano tim, ze
rozvoj vypocetni techniky umoznuje pocitat urcité integraly a tesit diferencialni rovnice
(kvuli nimz se hlavné neurcité integrdly ucime), ruznymi, zejména piibliznymi meto-
dami pomoci poéitacu. To vsak neznamend, ze se muzeme zcela spoléhat na pocitace a
integrovani se neucit vubec! (Na zakladni skole se také stale uéi a patrné i dale bude ucit
nasobilka, i kdyz pocitace umi nasobit ¢isla rychleji a spolehlivéji.) S nejjednodussimi
postupy integrace se proto v dalsi ¢asti této kapitoly seznamime.

IV.1.14. Piiklad. /(:c?’ —32° + 4z — 1) dz

:/x3dx—3/x2dx+4/xdx—/1dx:}Lx4—x3+2x2—x+0.

Metoda, kterou jsme vyfesili tento priklad, se nazyva integrace rozkladem. Integral
jsme totiz rozlozili na linearni kombinaci jednodussich integréli, z nichz kazdy umime
samostatné vypocitat. Spravnost tohoto postupu potvrzuje véta IV.1.8 a dusledek
IV.1.9.

Integraéni konstanty nenf tfeba piipisovat zvlast ke kazdému neurcitému integralu
ve vySe uvedeném rozkladu. Vsechny takové konstanty je mozné sdruzit do jedné, kterou
ozna¢ime naptiklad C' a pripiSeme nakonec.

IV.2. Integrace per—partes

IV.2.1. Motivace. V kapitole III jsme odvodili pravidlo pro derivovani sou¢inu dvou
funkei (viz odstavec I11.5.10, ¢ast d)). Toto pravidlo lze zjednodusené zapsat: (uv) =
w' v+ wv'. Odtud plyne: w'v = (uv)’ — uv'. Integrujeme-li obé strany a uvédomime-li
si, ze integrace je ,,inverzni operace k derivovdn{ (a tudiz [(uv) dz = uv), obdrzime
vzZorec:

IV.2.2. Véta (o integraci per—partes). Maji-li funkce u a v spojité derivace
v intervalu I, pak v tomto intervalu plati:
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IV.2.3. Piiklad. /x-sinx dz =7) —x-cosx—/(— cosz)dr = —x-cosz +sinz+C

(prox € R). *) Polozili jsme: u/(z) =sinz, v(z) ==z, u(z)=—cosz, v'(z)=1
IV.2.4. Piiklad. /(x2 —3r+1)e"dr =*) (2 —3x+1)e” — /(295 —3)ef dx =)
= (2* —3x+1)e" — (22 —3)e” + /Qex dv = (#* =50 +6)e” + C  (pro x € R).

*) Polozili jsme:  u/(z) =", v(z)=2?—-3x+1, u(z)=e" v'(zx)=2z-3.
/

€ )
) Polozili jsme:  u/(z) =e*, v(x)=2x—-3, u(z)=c¢" v (z)=2.

IV.2.5. Priklad. /ln:cd:c = /1-lnxd:c =) x-lnx — /xidx
:x-lnx—/ldx =xz-lnx —xz+ C (proz>0).

*) Polozili jsme:  u/(z) =1, v(z)=Ihz, ulz)==z V(r)=1/x.

IV.2.6. Priklad. /ez-sinx de =%) e -sinx — /em-cosx de =*) €% sinzx —

—e”-cosm+/ex-(—sinx) dr = €"-sinx — e"-cosz — /ex-sinx dz  (proz € R).

*) Polozili jsme: u/(z) = €%, v(x)=sinz, u(x)=e" v'(x)=cosuz.
u'(x) = e”

**) Polozili jsme: , v(x) =cosz, u(r)=e€" v (r)=—sinz.

Oznacime-li pocitany integrdl Z, pak muzeme psat: Z = e®-sinx — e -cosx — Z.
Odtud snadno vypocitame: 7 =

1le” sinz — ¢ -cosz] + C  (proz € R).

1 1 1
*IV.2.7. Piiklad. /—d :/1.—d =) pe——
Sl ST A P T ey

1+ z2)"
1 ! x —n
— e d = —m8m— — .[—.2 dr =
/x [(1+x2)"] ‘ (14 22)n /x (14 x2)nt! i
T 1+ 22 1
:—(1—|—x2)”+2n/—(1+x2)"+1 dx_2n/—(1+x2)n+1 dx

1 (—n) -2z

*) Polozili jsme:  u'(z) =1, v(z) = u(r) =z, V'(x)=

(1 + x2>n’ (1 + x2)n+1 :
1
Oznacme 7, = / ——— dz. Integraci per—partes jsme obdrzeli rovnici
(1+ 22)"
x
Ly, = o t2n-1, — 2n-Ipy .

(1+ 22?)
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1 2n — 1
Odtud odvodime rekurentni vzorec: 7,1 = — - * n Z,.

2n (1—|—:1:2)”+ 2n

1 x 1
- — 7.
5112 " 2h

Lz 1 octgzrt O
— — alrc e
291442 M8

pro z € R. (Integra¢ni konstantu stale zna¢ime pouze C. Nehledejte proto zadnou
korespondenci mezi C' v jedné formuli a C' v jiné formuli.)

Napriklad pro n =1 tento vzorec dava: 7, =

Protoze 7, = arctgx + C, dospéli jsme k vysledku: Z, =

IV.2.8. Cviceni. Vypocitejte integraly:
a) /x-exdx, b) /x-cosxdx, c) /
d) /x2 -In z dz, e) /x - arccotg x dz, f) /ex -cosz d.

Vysledky: a) e*-(x—1) + C (pro x € R),

b) z-sinx + cosz + C' (pro z € R),
2

¢) z?-sinx + 2z cosz — 2sinx + C (pro z € R),
d) 32°[lnz — 1]+ C (proxz>0),

e) 3(xz*+41)-arccotgz + sz + C (pro x € R),

f) 3¢ (sinz + cosz) + C (pro z € R).

IV.3. Substitu¢éni metoda

IV.3.1. Motivace. Podobné, jako integrace per—partes je ,,oto¢enim” vzorce pro deri-
vovani soucinu dvou funkci, tak substitucni metoda je ,,oto¢enim” vzorce pro derivovani
slozené funkce. Vysvétleme to trochu podrobnéji: Je-li F' primitivni funkce k f na in-
tervalu I, pak

F(:E)+C:/f(x)dx pro z € 1.

Dosadime-li = g(t) (pro t probihajici néjaky interval .J), pak podle pravidla pro
derivovani slozené funkce je [F'(g(t))] = F'(g(t)) - ¢'(t) = f(g(t)) - ¢'(t) pro t € J. To
znamena, ze

F(g(t)) + C = / fg(t)) - g(H)dt  proteJ.

Levé strany v obou formulich se shoduji za predpokladu, ze proménné x a t jsou svazany

podminkou x = g(t). Proto i pravé strany se musi za stejného predpokladu shodovat.
Dostavame tak vzorec

flx)dx = /f(g(t))~g'(t)dt proxelatel].
101



IV.3.2. Véta (o integraci substituci). Predpokladejme, ze funkce f(x) je spojita
vintervalu I. Predpoklddejme déle, ze funkce x = g(t) ma spojitou derivaci v intervalu
J a zobrazuje tento interval na interval I. Pak plati

(IV.3.1) /f(x) de = /f(g(t)) -g'(t)dt  pro zel, teJ x=gt).

Poznamka IV.3.3. Pripomenme, Ze neurcity integral na levé strané (IV.3.1) je mno-
zinou v8ech primitivnich funkef k funkci f(x) v intervalu I. Podobné, neurcity integral
na pravé strané je mnozinou vsech primitivnich funkei k funkei f(g(¢))-¢'(¢t) v intervalu
J. Rovnost (IV.3.1) je tedy rovnost mezi dvéma mnozinami funkei. Na prvni pohled
vypada tato rovnost podivné, protoze na levé strané je mmnozina funkci definovanych
v intervalu I a na pravé strané mnozina funkei definovanych v intervalu J. Rovnosti
(IV.3.1) je vsak tfeba rozumeét tak, ze dosadime-li do kazdé funkce v mnoziné na levé
strané = = ¢(t), pak obé mnoziny splyvaji.

Rovnost (IV.3.1) lze pouzit dvéma zpusoby:

[. Piejeme si vypocitat integral vpravo a problém pievedeme na vypocet integralu
vlevo. (Tento postup ma smysl, pokud je integral vlevo jednodussi.)

IT. Prejeme si vypocitat integrdl vlevo a problém prevedeme na vypocet integralu
vpravo. (M4 to smysl tehdy, je-li integral vpravo jednodussi.)

Oba zpusoby popiseme v nasledujicich odstavcich podrobnéji. Nazveme je ,,substitucni
metoda I” a ,,substitu¢ni metoda II”.

IV.3.4. Substituéni metoda I. Nechf jsou splnény piedpoklady véty 1V.3.2. Pied-
stavme si, ze chceme vypocitat neurcity integral na pravé strané rovnosti (IV.3.1).
Polozime ¢(t) = = a ¢'(t) dt = dz. Tak ziskdme integral vyskytujici se na levé
strané rovnosti (IV.3.1). Tento integral vypocitdme (pro x € I). Vyjadfeni ptuvodniho
integralu pak ziskdme, dosadime-li do vysledku za x opét g(t).

IV.3.5. Priklad. Vypocitejme / (sin t)®-cos t dt. Provedeme-li substituci sin ¢t = @

a pouzijeme-li téz (v souladu s vySe popsanym postupem) odtud vyplyvajici vyjadieni
(sin t) dt = cos t dt = dz, obdrzime:

/(sint)s-costdt = /x?’dw =124+ C = Lsino)!t + C.

Predpoklady véty IV.3.2 jsou splnény, nebot: Funkce ¢(t) = sin ¢ md v intervalu
J = (—o00,+00) derivaci a zobrazuje tento interval na interval [ = (—1,+1). Funkce
f(z) =23 je v intervalu I spojitd.

IV.3.6. Poznamka. Pii pouziti ,,substituéni metody I” neni vétsinou nutné presné
stanoveni intervalu I na néjz zobrazuje funkce ¢ interval J. Staci veédét, ze funkce
g zobrazuje interval J do néjakého intervalu I, ve kterém je funkce f spojitd. Pak
je totiz f spojitd v kazdém intervalu ktery je podmnozinou I’, tedy také v intervalu
I'= H(gls).
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Pri feSeni prikladu IV.3.5 by tedy stacilo konstatovat, ze funkce g zobrazuje interval
J do intervalu I' = (—o0, +00), ve kterém je funkce f(z) = 2® spojita.

IV.3.7. Poznamka. Proménnou, podle které integrujeme, lze oznacovat ruzné. V prv-
nim integralu ktery mame pocitat, vsak byva nejcastéji oznacovana jako x. To ale
znamend, ze pri pouzit{ prvniho pravidla o substituci za¢indme s integrdlem [ f(g(z))-
¢'(z) dz. Novou proménnou muzeme oznacit tfeba s. Pomoci substituce s = g(x),
ds = ¢/(x) dz pak tento integral pfevadime na integrdl [ f(s) ds. Zvyknéte si na
ruznd oznaceni proménnych!

IV.3.8. Substituéni metoda II. Nechf jsou splnény predpoklady véty IV.3.2 a
funkce ¢ je v intervalu J ryze monoténni. Predstavme si, ze chceme vypocitat integral
[ f(x) dz v intervalu I. Polozime x = g(t) a dz = ¢/(¢)-dt. Problém tak prevedeme
na vypocet integralu [ f(g(t)) - ¢'(¢t) dt v intervalu J. Tento integrdl vypocitdme a
vyjadreni puvodniho integralu ziskdme, dosadime-li do vysledku ¢ = g_(z).

IV.3.9. Poznamka. Pii pouziti ,,substituéni metody II” potiebujeme v zavéru, pii
zpétném dosazovani, z rovnosti x = g¢(t) vyjadrit ¢ = ¢g_;(x). Predpoklad o ryzi
monoténnosti funkce g v intervalu J zajistuje existenci inverzni funkce g_; v intervalu

I.

1V.3.10. Priklad. Vypocitejme / V9 — 2?2 dx. Integrovana funkce je definovana

a spojitd v intervalu (—3,3). V tomto intervalu budeme neurcity integrél pocitat.
Pouzijeme substituci « = ¢(t) = 3sint (pro ¢t € (—n/2,7/2)). Funkce ¢ je v in-
tervalu (—m/2,7/2) rostouci (a tudiz ryze monoténni), mé zde derivaci a zobrazuje
tento interval na interval (—3,3). Funkce ¢ tedy vyhovuje predpokladim pro pouziti
Substitucni metody II. Do integralu kromé substituce x = 3 sin ¢ dosadime také
dz = ¢/(t) dt = cos t dt. Obdrzime:

/v9—:v2dx = /\/9—981n2t-3costdt = 9/\/cos2t-costdt =

1 2t
= 9/\cost|~costdt =) 9/cosztdt = 9/“%()& =

9 sin (2t) 9 : .
_§[t+ 5 ]+C’—§[t—i—smt-cost]+0—)

= J]aresin (3 ) + 3

*) Funkce kosinus je v intervalu (—m/2,7/2) nezdporna, proto pro vSechna t z to-
hoto intervalu je |cos t| = cos t.

*) Pro t € (—n/2,7/2) plati = 3 sin ¢ praveé tehdy, plati-li ¢ = arcsin (3 z).

Wl

dz. Defini¢nim oborem funkce

IV.3.11. Priklad. Vypocitejme integrél
-

1/(1 —z) je sjednoceni (—o0,1) U (1,400). V obou intervalech (—oo,1) a (1,+00).
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je funkce 1/(1 —z) spojitd, proto v kazdém z nich existuje jak primitivni funkce, tak i
neurcity integral.

Pouzijeme substituci * =1 — u. Kromé toho do integralu dosadime
dz = (1 —u) du = —du. Dostaneme:

1—=x

1 1
/ dx:—/—du:—ln|u|+C:—ln|1—u|+C’.
u
Ovérte sami podrobné platnost vsech predpokladu Substituéni metody II.

) [ G o [MTTEw

IV.3.12. Cvicéeni. a
sin ) 1+ 22

7

[

exp /T Inz—3 / _ / e’
mr—-o £ @
d) / \/E dﬂf, e) / I 2 diL‘, ) e diL‘, g) 14 2 dil?,
1=
h) /(1 — 2:5)1000 dux, l‘

1
1 dx.
)/(1+x2)arctgx v

Visledky: a) —2(1—2?)?% + C (v intervalech (—o0,—1), (—1,1), (1,+00)),
b) —1/(2sin®z) + C (ve vsech intervalech (kn,/k+ 1)m), k celé),

) 2 (arctgz)®? + C (v (—o0,+00)), d) 2expz + C (v (—o00,+00)),

e) 2vinz(lnz—9) + C (v (1,400)), f) —e + C (v (—00,+0)),

g) arctg () + C (v (~o0,+00)), h) —ghs (120090 4 C (v (~o00, +00)),

i) arcsin (v2z) /vV2 + C (v (=1/v2,1/v/2)), j)

Vi—z-1
(v (oo, o0)), ) V= e | =

) In |arctgz| + C' (v intervalech (—o0,0) a (0,+00)).

) [ 3

C

1 | [\/2x+1—1
n
V2r+ 141
|+ C (v (=00,1)),

| +c

IV.4. Integrace jednodussich racionalnich funkci

IV.4.1. Raciondlni funkce. Raciondlni funkci nazyvéme funkci typu P/Q, kde P
a () jsou polynomy, pficemz stupen polynomu () je vétsi nebo roven jedné.

IV.4.2. Poznamka. Ukazeme, jak lze integrovat raciondlni funkce, které maji ve
jmenovateli polynom stupné nejvyse tii. Postup pri integraci ostatnich racionalnich
funkci je podobny, muze byt ovsem technicky podstatné komplikovanéjsi. V piikladu
IV.6.6 je zahrnut a ukazan postup integrace raciondlni funkce s polynomem stupné ctyfti
ve jmenovateli.

Na zacdtku integrace racionalni funkce je tieba polynom ve jmenovateli (tj. polynom
@) rozlozit na soucin polynomu linedrnich, piipadné téz kvadratickych.
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Linearni polynomy vyskytujici se v tomto rozkladu maji izky vztah ke kotrentim
polynomu @: Rozklad @ obsahuje linedrni polynom (z — «) pravé tehdy, je-li «
kofenem polynomu @Q. (z — «) se v takovém piipadé nazyvéa korenovym cinitelem
polynomu Q.

Kvadraticky polynom se v rozkladu ¢ bude vyskytovat jen tehdy, neni-li mozné
tento kvadraticky polynom v redlném oboru jiz déle rozlozit (tj. nemé-li redlné koteny
a je-li jeho diskriminant zaporny — viz déle pripady Ia) a Ila)).

IV.4.3. Rozklad polynomu stupné nejvyse tii.
I) Piedpoklddejme nejprve, ze @ je polynom stupné dva, tj.

Q) = @2*> + qz + ¢ (kde gy #0).
Jsou tfi moznosti:

Ia) Polynom () nema v redlném oboru zadny kofen a nelze jej tedy v realném oboru
rozlozit.

Ib) Polynom @ ma v redlném oboru jediny (dvojndsobny) kofen « a je mozné jej
rozlozit nésledujicim zpusobem: Q(z) = ¢y (z — )2

Ic) Polynom @ mé v redlném oboru dva ruzné (jednoduché) koreny «, 8 a je mozné
jej rozlozit takto: Q(x) = qo(r — ) (z — B).

II) Nyni predpokladejme, ze @ je polynom stupné tii, tj.

Qz) = @z’ + qa* + g + g3 (kde qo #0).
Jsou ¢tyfi moznosti:

[Ta) Polynom ) mé jediny redlny kofen «, ktery je jednoduchy. V tomto ptipadeé lze
Q psat ve tvaru Q(z) = qo (z — ) (2? +rz+s), piicemz kvadraticky polynom
(22 +rx + s) v redlném oboru rozlozit nelze (jeho diskriminant je zdporny).

IIb) Polynom @ mé jediny redlny koten «, ktery je trojndsobny. V tomto piipadé
lze @ rozlozit takto: Q(z) = qo(z — a).

ITc) Polynom @ m4 v redlném oboru jeden jednoduchy kofen « a jeden dvojniasobny
kofen 3. Pak @ je mozné rozlozit takto: Q(z) = qo(z —a) (x — B)%

IId) Polynom ) m4 v redlném oboru tii ruzné koteny «, 3, v. V takovém piipadé
lze @) rozlozit nasledujicim zpusobem:

Q) = q(r—a)(@—p)(x—).
Nacrtnéte si sami, jak v uvedenych pripadech muze vypadat graf polynomu ().

IV.4.4. Piiklad. Rozlozme na sou¢in jednodussich éinitelu (v redlném oboru jiz déle
nerozlozitelnych) polynom

Q(r) = 22° — 42 — 20z — 50.
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Odhadem (tj. postupnym dosazovanim c¢isel 0, 1, —1, 2, =2, ... ) zjistime, ze Q(5) =
0. Polynom @ mé tedy redlny koten a = 5. (Kdybychom timto zptsobem kofen
polynomu () nenalezli, mohli bychom pouzit naptiklad tzv. Cardanovych vzorcu — viz
knihu [Re].) Polynom @ je tudiz beze zbytku délitelny kotenovym ¢initelem (x — 5).
Délenim polynomu zjistime, ze

Qr) : (x—5) =
= (223 —42* — 202 —50) : (zx—5) = 222+ 6z +10 = 2(2* + 3z +5).

Diskriminant polynomu z? + 3z + 5 je zdporny (= —11). Polynom proto nemd redlné
kofeny a v realném oboru je nerozlozitelny. Hledany rozklad polynomu @ tedy je:

Q(r) = 2(z—5)(2? + 3z +5).
Tento rozklad odpovidé piipadu Ila) v predchézejicim odstavei 1V.4.3.

IV.4.5. Rozklad racionalni funkce s polynomem 2. stupné ve jmenovateli
na soucet parcialnich zlomkt. Predpokladejme, ze P je polynom stupné mensiho
nez 2 (tj. je to bud konstantni funkce nebo je to linedrn{ polynom) a @ je polynom
stupné 2. Predpokladejme dale, ze polynomy P a () nemaji spolecného korenového
¢initele kterym by bylo mozné racionalni funkci P/ kratit (tj. polynomy P, @ jsou
nesoudélné). V tomto odstavei ukdzeme, jak je mozné racionélni funkci P/Q rozlozit
na soucet jednodussich, tzv. parcidlnich zlomkiu. Rozklad zavisi na tom, jak lze rozlozit
polynom ) na soucin jednodussich, v redlném oboru jiz dédle nerozlozitelnych ¢initelt
(viz odstavec 1V.4.3). Proto projdeme vSechny tii moznosti rozkladu polynomu @ (tj.
moznosti Ia), Ib) a Ic) z odstavce IV.4.3) a vzdy ukazeme odpovidajici rozklad raciondlni

funkce P/Q.

Ia) P(x) _ P(x) V tomto ptipadeé je jiz racionalni funkce
Q(z) QT + Q1T + 2 P(z)/Q(x) parcidlnim zlomkem.

Ib) Q)  qlr—a)? 11—« * (x — a)?
P(x) P(x) A B

I — —

V0w T wG-a@- B r-a T8

Jak lze v konkrétnim piipadé urcit konstanty A; a A, (respektive A a B) ukdzeme
v nasledujicim prikladu.

IV.4.6. Piiklad. Rozlozime na soucet parcidlnich zlomku racionalni funkci

P@)  2w-T
Q(z)  22—-5x+6"

Polynom @ lze rozlozit takto: Q(z) = 2> —5x+6 = (v —2)(x —3). Podle vzorce
Ic) v predchézejicim odstavei lze psét:
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Px)  2x2-7 A N B
Q(x)  a22-5r+6 -2 ax-3°

Soucet na pravé strané znovu prevedeme na spole¢ného jmenovatele:

=2 -3 @-2@-3  @-2@-3

A B Ax—-3)+B(x—-2) (A+B)r— (3A+2DB)

Posledni zlomek je totozny se zlomkem P(x)/Q(zx) (je pouze jinak zapsan). Porov-
nanim citatelu dostavame: (A + B)x — (3A + 2B) = 2z — 7. Dva polynomy se
sobé rovnaji prave kdyz se sobé rovnaji vSechny koeficienty u odpovidajicich si mocnin
nezavisle proménné (tj. x ). Porovndnim koeficienti obdrzime soustavu dvou linearnich
algebraickych rovnic

A+ B = 2 3A+ 2B = -7
pro dvé neznamé A a B. ReSenim této soustavy dostaneme: A =3, B = —1. Hledany
rozklad tedy je:
20— 7 3 1

22—5r+6  x—2 x—3

IV.4.7. Rozklad racionalni funkce s polynomem 3. stupné ve jmenovateli
na soucet parcialnich zlomkt. Predpokladejme, Ze P je polynom stupné mensiho
nez 3 (tj. stupné 0, 1, nebo 2) a @ je polynom stupné 3. Dile predpokladejme, ze
polynomy P a ) nemaji spolecného korenového c¢initele kterym by bylo mozné ra-
cionalni funkci P/Q kratit (tj. polynomy P, @ jsou nesoudélné). Ukazeme, jak je
mozné raciondlni funkci P/@Q rozlozit na soucet parcidlnich zlomku. Rozklad je zavisly
na tom, jak lze rozlozit polynom () na soucin jednodussich, v redlném oboru jiz dale
nerozlozitelnych ¢initelu (viz odstavec IV.4.3). Proto projdeme vSechny ¢tyfi moznosti
rozkladu polynomu @ (tj. moznosti Ila), IIb), Ilc) a IId) z odstavce 1V.4.3) a vzdy
uvedeme odpovidajici rozklad racionélni funkce P/Q.

Ila) gég = qo(x_aﬁ;€)+rx+s) - xfa + ffﬁfs

IIb) ggg = (JZ(iC)a)g = xfla T @ fza)Q - (:vj—q—gaf”

IIc) ggg = wh _1;()3:():,:_5)2 - x—Aa " xlilﬂ E l—%ﬁ)?
I1d) gg; _ qo(x_a)g@m(x_w = Iila + ;fﬁ + x(jv

Koeficienty A, B, C' (respektive A;, Ay, As, respektive A, By, By) lze v konkrétnich
pripadech stanovit podobné, jako v prikladu IV.4.6. Ukazeme to také v nasledujicim
prikladu.

IV.4.8. Piiklad. Rozlozime na soucet parcidlnich zlomku racionalni funkci
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P(z) 5% + 2z
Q(r) 23 —222— 102 —25°

Polynom @ je mozné rozlozit (viz priklad IV.4.4): Q(x) = (x—5) (z*+3x+5). Podle
vzorce 1la) z predchézejictho odstavece muzeme psét:

P(x) 5r? + 2x A Bx + C

Q(x) P2 105 —25  1-5 | 243045

Prevedeme-li soucet na pravé strané znovu na spolecného jmenovatele, obdrzime po
jednoduché upraveé:

A Bz + C (A+ B)z*+ (3A—5B+ C)x + (A —50C)

x—5+x2+3x+5 B (x —5) (224 3z +5)

Posledni zlomek je totozny se zlomkem P(z)/Q(x). Porovnanim citatelu dostavéame:
(A+B)z* 4+ (34—5B+C)x + (5A—5C) = b5z* + 2x. Porovname-li ddle koeficienty
u odpovidajicich si mocnin x obdrzime soustavu tii linearnich algebraickych rovnic pro
tii neznamé A, B, C:

A+ B =5, 3A -5B + C = 2, 5A — 5C = 0.

Tato soustava ma jediné feseni: A =3, B =2, C' = 3. Hledany rozklad tedy je:
S5x? + 2w 3 2z + 3

3 —222 100 —25 -5 + 2243z +5"

IV.4.9. Postup integrace racionalni funkce. Mdme-li integrovat racionalni funkci
P/Q (kde stuper polynomu @ je nejvyse tii), postupujeme takto:

a) Je-li stupen polynomu P vétsi nebo roven stupni polynomu @), pak ¢astecnym
délenim upravime racionalni funkci P/Q) na tvar P, + P,/Q, kde P, a P jsou
polynomy, pficemz stupen polynomu P» je mensi nez stupen polynomu ). Poly-
nom P; integrovat umime. Podil P»/@ muzeme integrovat zpusobem, popsanym
v nasledujicim bodé.

b) Je-li stupen polynomu P mensi nez stupen polynomu (), pak racionélni funkci
P/Q rozlozime na soucet parcidlnich zlomku, vyuzijeme toho, zZe , integral souctu
je soucet integraltl” a kazdy z parcidlnich zlomku integrujeme zvlast. Integraci
jednotlivych parcidlnich zlomku jsou vénovany odstavce IV.4.11 a IV.4.12.

IV.4.10. Poznamka. Je-li stupen polynomu () ve jmenovateli racionalni funkce P/Q
roven jedné a stupen polynomu P je roven nule, je raciondlni funkce jiz sama o sobé
parcidlnim zlomkem. Je-li stupen P vétsi nez nula, pak raciondlni funkci P/Q po
castecném deéleni prevedeme na tvar P, + P5/Q, kde P; je néjaky polynom a P je
polynom stupné nula, tj. je to konstantni funkce. Podil P,/Q jiz je parcidlnim zlomkem.

Pripad, kdy stupen polynomu @ je roven jedné je tedy pomérné jednoduchy a
proto mu nevénujeme vétsi pozornost.

IV.4.11. Integrace parcidlnich zlomkua typu A/(zx — «)". Pfi vypoctu integrala
typu [ A/(z — )" dz je mozné pouzit substituci @ —a =+t, tj. @ =t¢+ «a. Pomoci
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této substituce prevedeme zminény integrdl na integral [ A/t" d¢, ktery lze vyjadrit
pomoci vzorce b) z odstavee IV.1.10 (pro n # 1) nebo pomoci vzorce k) z odstavce
IV.1.10 (pro n = 1). Dosazenim ¢t = z — « do vysledku se vratime k proménné z.
Timto zpusobem ziskdme vyjadren{ integrdlu [ A/(x — @)™ dz na dvou intervalech:
(—o0,a) a (a,+00).

IV.4.12. Integrace parcidlnich zlomku typu (Bz + C)/(2? + rz + s). Predpo-
klddame, Ze kvadraticky polynom x*+rz + s je v redlném oboru nerozlozitelny (jinak
by zlomek (Bz + C)/(x? + rx + s) nebyl parcidlnim zlomkem). Pfipomenime, Ze to
pozname napifklad podle toho, ze D < 0 (kde D = r? — 4s je diskriminant polynomu
2?2 +rx +5s). Nez se budeme zabyvat integrdlem obecné funkce (Bx+C)/(z*+rz+s),
ukazeme postup na konkrétnim ptikladu. Integra¢ni konstantu zde budeme znacit c,
aby nedoslo k zadméné s koeficientem C' v obecném parcialnim zlomku.

/ 20 + 3 dx—*)/ 2r + 2 dx+/ 1 Qe
224245 N 224+ 2x+5 22+ 22 +5

= — r = In|u —_—
u (x24+2x+1)+4 (x+1)2+4
1 dz 1 dv
— 2 - R 2 -
= In |z +2x+5+4/—($+1>2+1 ) In|x +2x+5\+2/02+1
2

= In|2? + 22+ 5| + Larctgv + ¢ =

=T) In(2?+22+5) + tarctg [ (z+1)] + ¢

Vyraz 2z + 3 jsme rozlozili na 2z + 2 (coz je derivace jmenovatele) plus 1.

)
**)  Pouzili jsme substituci z°+2x+5 = u a odtud plynouci rovnost (2z+2) dx = du.
) Pouzili jsme substituci 3 (z+ 1) = v a odtud plynouci rovnost 3 dz = dv.

)

Vynechali jsme absolutni hodnotu v logaritmu, protoze z? + 2x +5 > 0 pro
viechna z € (—o0, +00).

Parcidlni zlomek (2x + 3)/(z* + 2z +5) je funkei spojitou v intervalu (—oo, +00),
proto jeho primitivni funkce i neurcity integral existuji rovnéz na tomto intervalu. Na
tomto intervalu je také platné nalezené vyjadient integralu [(2z+ 3)/(2* + 22 +5) dz.

Vratme se nynf k obecnému parcidlnimu zlomku (Bx + C)/(z* + rz + s). Tento
zlomek 1ze rozlozit:

Bx +C 2 +r 1

24+rr+s 24+ rr+s 24+rr+s

R a S lze ur¢it porovnanim koeficientu u stejnych mocnin x, stejné jako naptiklad ¢isla
A, B a C v odstavci IV.4.8. Prvni ze zlomku vpravo ma v ¢itateli derivaci jmenovatele
a tudiz je

2
/%dz:lnMQ—{—rx%—S""c (pro z € (=00, +00)).
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(Navod: Pouzijte substituci v = z? + rz + s.) Druhy zlomek je mozné integrovat
zpusobem, jaky jiz byl v tomto odstavci na konkrétnim prikladu vysvétlen. Vyjde

dx d 2 2c +r
2 +rr+s o marctgﬁ—kc (pro 2 € (o0, +00) ).

(Pripominame, ze dle predpokladi je D = r? — 4s < 0.) Muzete si bud pamatovat
postup integrace (ukdzany na konkrétnim piikladu) nebo tento vzorec.

3322 +2
IV.4.13. Cviceni. Vypocitejte integraly a) /% dz,
x

x 2+ 1 S5r — 4

Visledky: a) tx—La?+ Lo+ In |204+1]+c¢ (pro z € (—00,—3%) a z € (—1,+00)),

1 -1 2 1
[z — 1| —arctgi +c¢ (pro z € (—o0,1) a z € (1,400) ),

1
— n—+
3 Vrltaztl /3 V3

M+c (pro z € (—00,0), z € (0,1) a z € (1,+00) ),

|z]

+c¢ (pro z € (—o0,—1), x € (—1,0), z€(0,2) a z € (2,+0)).

b)

1
c) t+—+1In
x

22 | — 2|

d) 1
) In z + 17

IV.5. Integrace funkci typu sin” x - cos™ x

IV.5.1. Integrace funkci sin"x - cos™ x (pifipad, kdy alespon jedno z ¢isel m,
n je liché). Necht m, n jsou celd ¢fsla a alespont jedno z nich je liché. Budeme déle
predpoklddat, ze m je liché. (Kdyby bylo liché n, byl by postup analogicky.) Liché ¢islo
m lze vyjadrit ve tvaru m = 2k + 1, kde £ je vhodné celé ¢islo. Funkeci sin™ z - cos™ x
lze upravit:

sin"x-cos™x =

2k+1 2

= sin"x-cos?*x = sin"z - (cos’x)*-cosr = sin"z - (1 —sin® z)* - cosz.

Integral / sin” z - cos™ x dx lze tudiz pocitat pomoci substituce sinx =t:
/Sin”m ccosx dr = /sin"x- (1 —sin’z)* - cosz dz = /t" (1 =)~ at.
1V.5.2. Priklad. /sin2 r-cos’xdr = /sin2 z-costz-cosxdr =

= /sin2x'(1—sin2x)2~cosxdx = /sian-(1—28in2x+sin4x)~cosxdx =
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= /sin2x-cosxdx — 2/sin4x~cosxdx + /sin6x-cosxdx =

=) /tZdt—Q/t4dt+/t6dt:§t3—§t5+%t7+():
= Lsin®z — Zsin®z + Llsinz + C (pro z € (—o0,+00))

3 5 7

*) Pouzili jsme substituci sinz = t.
1 : :
IV.5.3. Piklad. / —_dr = /?”f dr = /&dx _ )
sin x sin® z 1 —cos?x

1 1 1 1
:—/ dt:—/—dt:—l —dt—l/—dt:
1—t2 (1—1¢)(1+1¢) 2 ) 1—t 2 ) 1+t

=i+t —Lih[l+t+C =

1

1—
= iIn|l—cosz| — 3In|l+cosz| + C = 5 In ﬂ’

1+ cosx

(pro z € (km, (k+ 1)7); k je libovolné celé ¢islo)

*) Pouzili jsme substituci cosx = t.

IV.5.4. Integrace funkci sin” z-cos” z (pfipad, kdy obé ¢&isla m, n jsou sud4).
Integrovanou funkci upravime pomoci vzorcu
1 — cos (2x) 9 1+ cos (2x)

sinfz = , cos“xr =
2 2

Rovnéz pouzijeme substituci 2x = t. Timto zpusobem integrovanou funkci rozlozime na
soucet funkei ,,typu IV.5.17 (tj. funkci vyhovujicich predpokladum z odstavce IV.5.1) a
funkef ,,typu IV.5.4” (tj. funkei vyhovujicich predpokladum z tohoto odstavce). Funkce
stypu IV.5.17 jiz integrovat umime. Funkce ,,typu IV.5.4” opét upravujeme podle

stejnych pravidel tak dlouho, az nam zbydou pouze funkce ,,typu IV.5.17.

IV.5.5. Priklad.

1-— 2x)\ 2 1-2 27) — cos?(2
/sin4xdx = /(—COQS( x)) dx :/ cos $4) cos”(2z) dr =

. 1—2cost—cos®t L L L s
:)/ 5 dt:/gdt—/zcostdt—i-/gcostdt:

_ 1+ cos (2t s ) 1+ cosu
= %t—ismt—l—%/%dt =" %t—ismt—l—%/Tdu =

=it—isint+sutqgsinut+C=3t—1sint+ ¢+ sin(2t)+C=

= 32 — Isin(2r) + 4 sin(4z) + C (pro x € R).
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*) Pouzili jsme substituci ¢ = 2.

*) Pouzili jsme substituci u = 2t.

IV.5.6. Cviceni. Vypocitejte integraly

3
a) /sin7x dz, b) /COSGZL’ dz, c) /C?Szx dz.
sin”

Vijsledky: a) —cosx + cos®z — 2 cos’ z + 3 cos”  + C') (pro x € (—o0, +0) ),

b) &z + 1 sin(2z) + & sin (4z) — 5 sin®z + C (pro z € (—o0, +00)),

1
¢c) ——— —sinz+C (pro x € (km,(k+ 1)7); k je libovolné celé ¢islo).
sin x

IV.6. Integrace nékterych dalsich typta funkci

IV.6.1. Racionalni funkce dvou proménnych. V této kapitole nékolikrat pouzije-
me symbol R(u,v). Budeme jim rozumét tzv. raciondlni funkci dvou proménnich u a
v, coz je podil dvou polynomu P(u,v) a Q(u,v).

S funkcemi vice proménnych se podrobnéji seznamite ve druhém semestru v pied-
métu Matematika 1. Zde se spokojime pouze s konstatovanim, ze polynom dvou pro-
ménnych u a v je souCet konecné mnoha ¢lenu tvaru k - u™ - v", kde k je redlna
konstanta a m, n jsou celd nezaporna ¢isla.

Piiklady racionalnich funkei dvou proménnych:

2u + v2 + 2 1 uU—v

, R(u,v) = 5o, Ru,v) = ——.

R(u,v) = ]

*IV.6.2. Integraly typu [ R(sinz, cosz) dz. Integraly tohoto typu lze prevést
pomoci substituce

(IV.6.1) t = tg (g)

na integraly racionalnich funkci. Vysvétleme to podrobnéji. Pouzitim znamych vzorcu
pro goniometrické funkce dostavame:

1
1+ tg?(x/2)’

tg®(z/2)

cos?*(z/2) = T+ te2(2/2)’

sin?(z/2) = 1 — cos?(x/2) =

1—tg*(z/2)  1—1¢

2 .2
cosx = cos”(z/2) — sin*(z/2) = T te(ef2) I

2tg(x/2) 2t

sinx = 2sin(z/2) - cos(xz/2) = Tty 118

,,Diferencovanim” rovnice tg(z/2) =1t dale obdrzime:

1

————dv = dt tj. 2[1+tg*(x/2)] dz = dt.
20082($/2) x ) .] 2[ _'_ g(:lj/ )] Z
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2 2
Odtud plyne: dr = ————=dt = —— dt.
Py 1+ tg?(z/2) 1+ 2
Dosadime-li nyni za sinz, cosx a dx vySe odvozené vyrazy do integralu
[ R(sinz, cosz) dz, obdrzime integral raciondlni funkce (proménné ¢). Takové in-
tegraly jsou pocitany v kapitole IV.4 v tomto textu.

Substituci (IV.6.1) je mozné pouzit pouze na takovém intervalu, kde je funkce
tg (x/2) definovand, tj. na kazdém intervalu (—m + 2km, m + 2km), kde k je celé cislo.
(Nékdy pocitame integral jesté na mensim intervalu, zavisi to na tom, jak konkrétné
vypadd integrovand funkce.)

*IV.6.3. Piiklad. /

1—2t+t2 2t
— - = — 1 — — ¢+ — In(1+¢? —
/ S /[ o)t = - mes) o

1 —sinx / 1—2t/(1+t%) 2
— " dz =
1+ cosx I+ (1 —t2)/(1+4+¢t) 14t

= tg(z/2) — In[1+tg*(z/2)] + C.

Integrovand funkce je spojitd na kazdém z intervalu (—m+2kw, 7+ 2k7), kde k je celé
¢islo. Na kazdém z téchto intervalu tedy existuje primitivni funkce i neurc¢ity integral.
Tyto intervaly jsou totozné s témi, na kterych lze pouzit substituci (IV.6.1). Nalezené
vyjadreni integrélu je tedy platné na kazdém z intervalu (—m + 2kw, m + 2km).

IV.6.4. Poznamka. Pred vypoctem kazdého ne zcela trividlniho integralu stoji za to
se na chvilku zamyslet nad tim, jakou metodu pro vypocet zvolit. Naptiklad integral

cos T
/ 8T gy
1 —sinz
muzeme poéitat pomoci substituce (IV.6.1), pritom ale existuje i moznost podstatné
jednodussi. Prijdete sami na to jaka?

/ b
IV.6.5. Integraly typu /R(:U, ax_i—d) dx. Predpokladejme, ze ad — bc # 0.
cx

(Tato nerovnost zarucuje, ze polynomy ax +b a cx+d ve zlomku pod odmocni-
nou nejsou soudélné a ze tedy po prislusném zkraceni nejsou naptiklad rovny néjaké
konstantni funkci.) Je mozné pouzit substituci

ar +b
IV.6.2 t =4/ )
(IV.6.2) cxr+d

Odtud muzeme vyjadrit x a dz. Po dosazeni do pocitaného integralu ziskame integral
racionalni funkce (proménné t). Konkrétni postup je ukdzan v piikladu IV.6.6. Sub-
stituci (IV.6.2) muzeme pouzit na kazdém intervalu, ktery je ¢dsti definiéniho oboru
integrované funkce. Mimo jiné na tomto intervalu musf platit: (az + b)/(cx + d) > 0.

Integral [ R(z, vaxr +0b) dz je specidlnim pfipadem vyse uvedeného integralu.
(Odpovidd hodnotam ¢ =0, d = 1.) Pfi jeho vypoctu je tedy mozné pouzit substituci
t

= vax +b.

113



1 /1-—
IV.6.6. Priklad. Vypocitejme /— T dz.
zV1+4+x

Vyraz pod odmocninou musi byt nezdporny. Resenfm nerovnice (1 —2)/(1+ x) > 0
dostaneme podminku: = € (—1,1). V integralu se ale kromé toho vyskytuje funkce
1/z, z ¢ehoz vyplyva dalsi podminka: x # 0. Integrovana funkce je tedy definovana
vintervalech (—1,0) a (0,1). V kazdém z téchto intervalt je integrovana funkce spojit4,
proto v kazdém z nich existuje primitivni funkce i neurc¢ity integral. Pomoci substituce

t =

1— 2 —1 2 —1v/ 4t
T dx:—< ) At =——' ¢
24+ 1

<t2+1)2
1 [1—x ?+1 41
—4/ dr = t dt =
/3: 1vraz /t2—1 (24 1)2
_/ 4% dt _/dt_ dt+2/ e
) =D+ +1) ) t—1 t+1 241

t—1 1 — 1 - 1-—
:ln’ ’+2arctgt+C':1n‘\/ -y x’+2arctg —x+C
t+1 Vitz+v1l—x Vita

dostavame:

(pro x € (—1,0) nebo pro = € (0,1)). Raciondlni funkce proménné ¢, kterou jsme
po pouziti substituce obdrzeli, ma dokonce polynom stupné ¢tyfi ve jmenovateli, takze
presahuje ramec vykladu z kapitoly IV.4. Nicméné, jeji rozklad je zcela analogicky:

4t? A B Cit + Cy

-+ +1) —1 iyl 2 +1

Koeficienty A, B, C7 a (s je mozné urc¢it napiiklad stejnou metodou, jako ¢isla A, B a
C v odstavci IV.4.8. Obdrzime: A=1, B=-1, C; =0, Cy=2.

*IV.6.7. Integraly typu [ R(z, Vaz?+bx+c) dv. Budeme predpokladat, ze
a # 0, jinak by integral byl specidlnim piipadem integralu feseného v odstavci IV.6.4.
Budeme rozlisovat dva ptipady:

a) a <0 Aby byl vyraz pod odmocninou na néjakém intervalu nezaporny, je tieba,
aby kvadraticky polynom az?+ bz +c¢ mél dva riizné redlné kofeny o, 8. Zvolme
oznacen{ kofenu tak, ze a < 3. Pak az?+bx +c¢ > 0 pro z € (a,3). Pro tato
r pak muzeme psat:

Va2 +br+c = Va(z—a)(lz—p) =
— V- -7) = VTa (e - a) y 2

r—a

Integral této funkce je ale integralem typu, kterému je vénovan odstavec IV.6.5.
Pomoci substituce (IV.6.2), tj.

b—x

r—«

t =
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lze tento integréal prevést na integral racionalni funkce.

b) a>0 V tomto piipadé muzeme pouzit tzv. Eulerovu substituci

(IV.6.3) var?+br+c¢ = t + auw.

Umocnime-li obé strany rovnosti (IV.6.3) na druhou, muzeme vyjadiit =z a dz.
Pocitany integral timto zpusobem pievedeme na integral raciondlni funkce (pro-
ménné t). Konkrétni postup je ukdzan v piikladu IV.6.8. Substituci (IV.6.3)
muzeme pouzit na kazdém intervalu, ktery je ¢asti definicniho oboru integrované
funkce. Mimo jiné na tomto intervalu musi platit: az? + bz + ¢ > 0.

dz
V2 +2x -1

Protoze vyraz 22+ 2x — 1 se vyskytuje pod odmocninou a jesté k tomu ve jmenovateli,
musi v definiénim oboru integrované funkce byt z? + 2z — 1 > 0. Kromé toho se
v integrované funkci jesté ve jmenovateli vyskytuje z. Odtud plyne dalsi podminka:
x # 0. Snadno zjistime, ze maximalni intervaly, na kterych jsou obé podminky splnény,
jsou: (—o0,—1—1+/2) a (=1++/2,+00). Na kazdém z téchto intervalti je integrovana
funkce spojitd, proto na kazdém z nich existuje primitivni funkce i neurcity integral.

Pouzijeme substituci V2?2 +2r—1 = z + t. Jejim umocnénim na druhou a
naslednym vypoctem zjistime, ze

*IV.6.8. Piiklad. Vypocitejme /

t*+1 —t2+2t+1
_ rrl dor = - T2 g
S Y ‘ 2(1— 1)

Dosazenim do pocitaného integralu dostavame:

d 2(1—t 1 —12+ 2t +1
[ = (2050 rori,
Va2 422 — 1 2+1 241 2(1—1)
2(1—1t)
2
= /t2+1dt:QaTCtgt‘f‘C:Qarctg(\/m_x)_,_C

(pro z € (=00, —1 —/2) nebo = € (=1 — /2, +00)).

*IV.7. Diferencialni rovnice se separovatelnymi proménnymi

Diferencidlni rovnici obecné nazyvame rovnici, ve které neznamou je funkce a v rov-
nici se vyskytuje derivace neznamé funkce. (Mohou to byt i derivace vyssich radu.)
Nauka o diferencialnich rovnicich tvoii rozsahlou a samostatnou cast matematiky s vel-
kym mnozstvim aplikaci v technickych oborech, ve fyzice, v chemii a dalsich védnich
disciplinach. Zde se seznamime s nejjednodussim typem diferencidlni rovnice, ktery je
mozné tesit tzv. ,, metodou separace proménnych”. Protoze podstatnou souc¢asti metody

115



je integrovani, uvadime ji jako ¢ast kapitoly IV o neurcitych integralech a chapeme ji
jako ilustrativni priklad aplikaci teorie neurcitych integralu.

Vice se o diferencidlnich rovnicich dozvite v predmétu Matematika III ve tretim
semestru studia.

IV.7.1. Diferencialni rovnice se separovatelnymi proménnymi. Diferencialni
rovnici tvaru

(IV.7.1) y' = g(x) - h(y),

(pripadné diferencidlni rovnici, kterou lze na tento tvar prevést pomoci algebraickych
Uprav) nazyvame diferencidlni rovnici se separovatelniymi proménniymi. Nezndmou
v diferencidlni rovnici (IV.7.1) je funkce y proménné z.

IV.7.2. Pojem feseni. Resenim diferencidlni rovnice (IV.7.1) na intervalu I nazyvame
funkei y(x), kterd rovnici (IV.7.1) ve vSech bodech x € I vyhovuje. (V koncovych bodech
intervalu I, pokud tyto body do intervalu I patfi, pritom derivaci 3/(z) chapeme jako
jednostrannou derivaci.)

IV.7.3. Piiklad. Funkce y(z) =2+/x — 1 je feSenim diferencidlni rovnice y' = 2/y
v intervalu (1, +o00). (Toto lze ovéfit vypoctem y' a dosazenim za 3’ a y do diferencialni
rovnice.)

IV.7.4. Konstantni feSeni diferencidlni rovnice (IV.7.1). Necht y* je bod, ve
kterém je h(y*) = 0. Necht I je interval, obsazeny v D(g). Dosazenim do rovnice
(IV.7.1) zjistime, Ze konstantni funkce definovand rovnici y(z) = y* pro vsechna x € I
je feSenim rovnice (IV.7.1) na intervalu /. Nalezeni nulovych bodu funkce h(y) tedy
vede k nalezeni konstantnich feseni rovnice (IV.7.1).

IV.7.5. Metoda separace proménnych. V tomto odstavci ukdzeme, jak muzeme
vypocitat dalsi feseni diferencidlni rovnice (IV.7.1).

Budeme piedpokladat, ze g(x) je spojitd funkce v intervalu Z a h(y) je spojita
funkce v intervalu J, pficemz interval J je zvolen tak, ze funkce h(y) v ném zadné
nulové body nemd, tj. ze h(y) # 0 pro vSechna y € J. Rovnici (IV.7.1) tudiz muzeme
deélit vyrazem h(y). Kromé toho zapiSeme derivaci 3 jako podil dy/dz a rovnici
(IV.7.1) ndsobime vyrazem dz. Obdrzime:

dy

h(y)
Leva strana vzniklé rovnice zavisi pouze na y a prava strana zavisi pouze na x.
Proménné jsme tedy oddélili, neboli separovali. Tento fakt dal nédzev metodé feSeni,
kterou pravée vysvétlujeme: metoda separace promeénnich. Pied levou i pravou stranu
nyni pripiSeme znak integralu a vzniklé neurcité integraly vypocitame. Integracni kon-
stanty vzniklé na obou stranach muzeme sdruzit do jedné a pripisovat ji pouze na pravé
strané. Ziskame rovnici, ve které se jiz vyskytuje pouze samotna funkce y a nikoliv jeji
derivace. Z této rovnice nakonec y vyjadiime. (Posledni krok je nékdy obtizny nebo
dokonce nemozny. V takovém piipadé se spokojime s ,,implicitnim vyjadienim” feSeni
y rovnici, kterou obdrzime po vypoctu obou integralu.)

= g(z) dz.
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Vyse uvedeny postup neni z forméalniho hlediska zcela korektni, protoze pii ném
rozdélujeme , nedélitelny” symbol dy/dx oznacujici derivaci funkce y, zachdzime s nim
jako se zlomkem a rovnici (IV.7.1) ndsobime ,,pomocnym” vyrazem dz. Tento postup
je v8ak snadno zapamatovatelny a vede ke spravnym vysledkum.

IV.7.6. Piiklad. Resme diferencidlni rovnici ' = 5zy.

Prava strana je souc¢inem funkce g(z) = 5z a funkce h(y) = y. Obé funkce jsou
spojité v (—oo, +00). Redenim rovnice h(y) = 0 ziskdme jediny nulovy bod funkce
h(y): y* = 0. Diferencidlni rovnice 3 = 5zy ma proto jediné konstantni feSeni:
y(x) =0, definované v intervalu I = (—o0, 4+00).

Dalsi feseni hleddme metodou separace proménnych. V diferencidlni rovnici zapi-
Seme derivaci y ve tvaru dy/dz a rovnici ndsobime vyrazem dz. Daéle rovnici délime
y, ¢imz ziskdme rovnici se separovanymi proménnymi. Poté pripiSeme znak integralu.
Postupné tak dostaneme:

d d d
—y:5xy, —y:5xdx, /—y:/E)xdx.
dz Y Y
Vypoctem neurcitého integrélu na levé i pravé strané obdrzime: In |y| = 222 + C.

Pisme C ve tvaru In |K|, kde K € R, K # 0. Posledni rovnici pak muzeme upravit:
ly| = exp (32 +In |K|) = | K -exp(3a?)|.

Odtud plyne: y = +K-exp (2 2?). Protoze vSak K muze nabyvat hodnot jak kladnych,
tak i zapornych, 1ze symbol + vynechat.

Vyjadreni feSeni ve tvaru y = K - exp (g 2?) jsme ziskali pro K # 0. Dosazenim
K = 0 vsak dostavame jiz diive nalezené nulové teseni. Vidime, ze podminka K # 0
byla svazana pouze s postupem, kterym jsme feseni hledali a v koneéném zépisu feseni
nen{ nutnd. Resen{ diferencidlni rovnice v intervalu (—oo, 400) mé tedy tvar:

(IV.7.2) y = K- exp(527),

kde K ,,probihd” mnozinu vsech realnych ¢isel.

Vyjadreni (IV.7.2) se nazyvé obecné resend diferencidlni rovnice 3’ = 5xy. Na rozdil
od obecného feseni, jakékoliv konkrétni feseni se nazyva partikuldrni reseni.

Napftiklad, funkce y = 2 exp (g 2?) je partikuldrnim fesenim diferencidlni rovnice
y' = bry na intervalu (—oo, +00). Toto partikuldrni feseni obdrzime z obecného feseni
konkrétni volbou konstanty: K = 2.

IV.7.7. Pocateéni podminka, Cauchyova tiloha. Pii uziti diferencidlnich rovnic
k teseni problému z jinych védnich oboru vétsinou nehledame obecné teSeni, které
ve skutecnosti zahrnuje nekoneéné mnoho riznych partikuldrnich feseni. Castéji nés
zajimé néjaké konkrétni partikuldrni feseni. Takové feseni lze ziskat pfidanim vhodné
doplnujici podminky. Nejjednodussi moznosti je predepsat hodnotu yg, které ma hledané
feseni nabyvat ve zvoleném bodé x,. Resend tloha pak sestdva z diferencidlni rovnice
a podminky y(z¢) = yo:
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(IV.7.3) y = g(x)- h(y); y(0) = Yo-

Podmince y(xg) = yo se fiké pocdtecni podminka. Duvodem je tato skutecnost: Po-
moci diferencialnich rovnic muzeme popisovat procesy probihajici v ¢ase a nezavisle
proménnd = zde pak mé fyzikdlni vyznam casu. Casto fesfme problémy tohoto typu:
Zjistéte, jak bude probihat proces popsany diferencidlni rovnici (IV.7.1) v ¢asech x >
To, je-li znam stav v , pocatecnim” casovém okamziku xy. Samoziejmé, muzeme se
ptat i na to, co stavu v ¢asovém okamziku z, predchazelo, tj. muze nas zajimat jak
proces probihal v ¢asech = < xg, ale ulohy tohoto druhu jiz nejsou (nebo spise nebyly
v minulosti, kdy vznikala terminologie) tak ¢asté.

Ulohu (IV.7.3) (tj. tlohu nalézt fedenf diferencialn{ rovnice (IV.7.1), které vyhovuje
pocatecni podmince y(x¢) = yo ), nazyvame Cauchyovou tilohou.

IV.7.8. Piiklad. Najdeme feseni Cauchyovy tlohy dané diferencialni rovnici y' = 5zy
a pocateéni podminkou y(1) = 2.

Jedna se o stejnou diferencialni rovnici, kterou jsme tesili v Prikladu IV.7.6. Nale-
zené obecné feseni je dano vzorcem (IV.7.2). Dosadime-li na levou stranu pozadovanou
hodnotu y = 2 a na pravou stranu z = 1 (nebot hodnoty y = 2 m4 hledané feSen{
nabyvat v bodé x = 1), dostaneme:

2=K-exp(51?) = K- exp2.

Odtud vyjadiime K = 2 exp(—g). Zpétnym dosazenim do vzorce (IV.7.2) dostavame
hledané partikularni feseni:
y=2exp3(a®—1).

Definié¢nim oborem tohoto feSeni je interval (—oo, +00).

IV.7.9. Poznadmka. Diferencidlni rovnice které mame tesit, byvaji zrfidka zapsané jiz
ve tvaru (IV.7.1). Napiiklad rovnice xy’ —y = 0 tento tvar nemd, i kdyz ji na tvar
(IV.7.1) snadno upravime prevedenim y na pravou stranu a délenim z. Tak dostaneme
rovnici 3y = y/x.

Resfme-li rovnici 4 = y/z separaci proménnych, obdrzime toto obecné vyjadient
maximadlnich feseni: y = K -z pro x € (—o00,0) nebo pro x € (0,+00) (K € R). Bod
x = 0 je tieba vynechat, protoze ve jmenovateli zlomku na pravé strané rovnice nula
byt nesmi.

Vratme se znovu k puvodni rovnici zy’ —y = 0. Zde neni diuvod bod z = 0
z definiéniho oboru feseni vylucovat, proto obecné vyjadieni maximalnich TeSeni je
y=K-x pro z € (—oo,+00) (K €R).

Z uvedeného piikladu plyne toto pouceni: Neni-li diferencialni rovnice, kterou resite,
zadéna ve tvaru (IV.7.1) a prevadite-li ji na tento tvar pomoci algebraickych dprav,
davejte pozor na definicni obor nalezenych feseni.

1V.7.10. Priklad — pohyb télesa v prostiredi, kladoucim odpor. Téleso hmot-
nosti m se pohybuje pfimocare. Odpor prostiedi je imérny velikosti rychlosti, koeficient
umeérnosti je k. Na téleso pusobi ve sméru pohybu konstantni sila f. Rychlost v ¢ase
t =0 je vg. Jakd je za uvedenych predpokladu rychlost v(t) pohybu télesa v case ¢7?
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Redeni: Oznacéme a(t) zrychlenf télesa. Podle druhého Newtonova zékona je
(IV.7.4) ma(t) = F(t),

kde F'(t) je celkova sila, kterd pusobi na téleso ve sméru pohybu. Pro tuto silu plati:
F(t) = f—kv(t). (Uéclenu kv(t) je zaporné znaménko, protoze odpor, napiiklad t¥ent,
pusobi proti sméru pohybu.)

Z kapitoly I11.5 vime, ze rychlost v(t) je derivaci polohové funkce s(t). Podobné,
zrychleni a(t) pohybu Ize definovat jako derivaci rychlosti v(t). Budeme-li derivaci podle
casu znacit, jak je ve fyzice obvyklé, teckou, muzeme psat: a(t) = v(t). Dosadime-li
toto i vyjadreni sily F'(¢) do rovnice (IV.7.4), dostaneme diferencialni rovnici

(IV.7.5) mo(t) = f—kuv(t).
Toto je diferencialni rovnice se separovatelnymi proménnymi. Jeji obecné feseni ma tvar

f O u
IV.7.6 o(t) = & — —e7k/m

(V.7.6) =12
(Separujte proménné v rovnici (IV.7.6) a integrovanim se sami presvédéte o tom, Ze
tomu tak je.) Nyni dosadime do obecného feseni (IV.7.6) konkrétni hodnoty ¢t = 0 a
v(0) = vg. Obdrzime rovnici, ze které vypocitame C: C = f — kvy. Dosadime-li toto
C' zpét do obecného feseni (IV.7.6), ziskdme hledané partikularni feseni:

S A
u(t) == + <v ——>e /m,
=1+ (w1
IV.7.11. Poznamka. Neékdy se stane, ze prava strana diferencialni rovnice (IV.7.1)
nezavisi na y a rovnice mé tvar y’ = g(x). ReSeni takové diferencidlni rovnice jednoduse
ziskame integrovanim funkce g. Obecné feseni diferencidlni rovnice je totozné s neurci-
tym integrdlem [ g(z) dz. (Viz piiklad d) v ndsledujicim odstavei.)

IV.7.13. Cviceni. Najdéte feSeni Cauchyovych tloh

a) 2%y +y* =0, y(-1) =1 b) 2y Vr =y, y(4) =1
¢) ¥ =Q2y+1)cotgz, y(r/4) =3; d) y =22+ 3sin’z cosz, y(0) = 2.

Visledky: a) y= —x pro z € (—o00,+00)

b) y=exp(vE—2) pro z € (0,+00)
¢) y=2sin’z—1 pro z € (0,m)
d) y= %m?’ +% sin®z +2 pro o € (—oo, +00). (V zadané rovnici jsou proménné jiz

separovany. K nalezeni feseni tedy nepotfebujete nic jiného, nez umét integrovat.)
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V. Urcity (Riemannuv) integral

V.1. Historicky ptistup

V.1.1. Motivace, ivod. Predstavte si, ze f je spojitd, nezaporna funkce v uzavieném
intervalu (a, b). Chceme vyjadiit obsah obrazce O, omezeného grafem funkce f, osou z,
piimkou = = a a piimkou x = b. (Viz obr. 39.)

Je-li funkce f v intervalu (a,b) nezdporna, konstantni a jeji hodnotou je v celém
intervalu (a, b) ¢islo h, je problém jednoduchy: Obrazec O je obdélnikem, jehoz strany
maji délky b — a a h. Obsah takového obdélniku je p(O) = (b —a) - h.

Podobné, je-li funkce f v intervalu (a,b) nezaporna a linedrni (tj. f : y = kx + q),
je problém rovnéz jednoduchy: Obrazec O je lichobéznikem se zakladnou délky b —a a
bocni strany maji délky ka + q a kb+ g. Nacrtnéte si obrazek a vypocitejte sami, cemu
se rovna obsah obrazce O.

V.1.2. Historické zavedeni urcitého integralu. V obecném piipadé je situace
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Zékladem byla tato predstava: Interval (a,b)
rozdélime na nekonecné mnoho ,nekonecné kratkych” useku. Typicky tisek ma krajni
body = a z + dx, kde x € (a,b) a dz je ,,nekonecné malé”, kladné, ¢islo. Obrazec,
sevieny shora grafem funkce f na intervalu (zr,z + dx) a zdola tseckou kterou tento
interval vytina na ose z, je ,,nekonec¢né tzky” a proto lze na ném funkci f povazovat za
konstantni (majici hodnotu f(z)). Obrazec je tedy ,,nekonecné tizkym” obdélnikem se
stranami délky dz a f(x). Jeho obsahem je ¢islo dp = f(z) dz.

Obr. 39

Obsah celého obrazce O ziskame sectenim nekonecné mnoha ,,nekonec¢né malych” ¢isel
dp. Soucet se zprvu oznacoval pismenem S, pozdéji se vSak toto pismeno protahlo a
bylo nahrazeno znakem integralu [. Obsah obrazce O se zapisuje:

(V.1.1) p(0) = /abdp — /abf(a:) da.
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Vyraz na pravé strané se nazyva urcity integrdl funkce [ na intervalu {a,b) a ¢islum a
a b se tika meze integrdlu: a je dolni mez a b je horni mez.

Ze stredni Skoly zndte vzorce pro vypocet obsahu étverce, obdélniku, lichobézni-
ku, rovnobézniku, kruhu, atd. Pro obsah obecného obrazce O uvazovaného typu (viz
obr. 39) vsak zadny obdobny, jednoduchy, vzorec neexistuje. Proto je tieba formuli
(V.1.1) rozumét tak, ze touto formuli obsah obrazce O definujeme a nikoliv pouze
sdélujeme jak vypocitat néco, co jsme jiz definovali jinak.

Urcity integral mé smysl i pro funkece f, které v nékterych (nebo ve vsech) bodech
nabyvaji zdpornych hodnot. Na téch tsecich, kde je funkce f zaporna, vsak urcity in-
tegrdl vyjadiuje obsah obrazce mezi grafem funkce f a osou x, se zdpornym znaménkem.

V.1.3. Poznamka k fyzikalnimu vyznamu urcitého integralu. K urcitému inte-
gralu lze dospét i pii feseni tohoto fyzikalniho problému: Ptedstavme si, ze hmotna
ty¢ je umisténa na ose x v intervalu (a, b). Hmota je na ty¢i rozlozena s délkovou hus-
totou p. (Délkova hustota vyjadiuje hmotnost, vztazenou k jednotce délky tyce. Jeji
jednotkou je kgm™!.) Tato hustota se muze podél ty¢e ménit — napiiklad proto, ze se
meéni prufez tycCe, nebo proto, ze se méni materidl ze kterého je ty¢ vyrobena. p je tedy
funkei definovanou v intervalu (a, b). Chceme vyjadiit celkovou hmotnost tyce.

Provedeme stejnou tivahu, jako v odstavei V.1.2. Rozdélime interval (a, b) na neko-
necné mnoho ,,nekoneéné malych” tseku. Jednim, typickym, tisekem je interval s kraj-
nimi body x a x + dz. Protoze je ,,nekonecné kratky”, lze na ném hustotu p povazovat
za konstantu rovnou p(z). Hmotnost uvazovaného tseku tyce je pak dm = p(z)dz.
Celkovou hmotnost tyce obdrzime sectenim vsech hmotnosti dm vsSech uvazovanych
useku délky dz:

(V.1.2) m = /abdm - /abp(x) da.

V.1.4. Poznamka k zavedeni a definicim uréitého integralu. Sami vidite, ze
vyse uvedené zavedeni urcitého integralu je z dnesniho pohledu nepfesné a nejasné.
Zejména proto, ze se opird o pojem ,,nekonecné malého”, pritom vsak kladného, cisla
dz. Takové ¢islo vsak neexistuje. (Kdyby existovalo, jakou by mohlo mit hodnotu?
Napiiklad dz = 1072? To ne, protoze 1072 je také kladné ¢islo a pfitom mensi, nez
1072, Nebo dz = 10757 To také ne, protoze 10~7 je jesté mensi. Nekoneéné malé a
zaroven kladné cislo prosté nenajdete.) Dalsim duvodem, proé¢ toto zavedeni urcitého
integralu nelze povazovat za presné, je naprostd nejasnost toho, co se vlastné mini
,,souctem nekoneéné mnoha nekoneéné malych ¢isel”.

Aby mél urcity integral rozumny smysl, je tieba
a) jej presné definovat,

b) wukdzat, jaké md vlastnosti (tj. napriklad vymezit tridu funkct, pro které jeho defi-
nice ma smysl — jingmi slovy: pro které integrdl ezistuje),

¢) a v neposledni radé také ukdzat, jak je mozné hodnotu integrdlu vypocitat.

Resen{ téchto problému paradoxné probihalo od konce. Byli to opét Newton a Leib-
niz, ktefi si vsimli, ze vypocet obsahu obrazce mezi grafem funkce f a osou x je vlastné
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,opacnym” problémem k derivovani. Newton a Leibniz dospéli nezavisle na sobé ke
vzorci, ktery dnes nazyvame ,,Newtonovou-Leibnizovou formuli” a ktery dava navod,
jak urc¢ity integral vypocitat:

b
(V.1.3) / f(z) dz = F(b) — F(a).

(F je libovolna primitivn{ funkce k funkci f v intervalu (a,b).) K tomuto vzorci a jeho
uziti pri vypoctu urcitého integralu se znovu vratime v kapitole V.4.

S intuitivnim zavedenim urcitého integralu, vysvétlenym v odstavei V.1.2, matema-
tika vystacila pomérné dlouho. Rostouci vyznam integralnitho po¢tu a mnozstvi apli-
kaci ve fyzice a dalsich oborech si v8ak vyzadaly korektni a pfesné vymezeni (definici)
urcitého integralu. Takovych definic se v prubéhu minulych stoleti objevilo nékolik.
Zminme se o tfech z nich.

Prvni definice pochazi od Newtona: Newton vzal za zdklad formuli (V.1.3) a navrhl,
aby za urc¢ity integral funkce f na intervalu (a,b) byl povazovan rozdil F(b) — F(a),
kde F' je primitivn{ funkce k f na (a, b). Tato definice vsak ponékud odsouva do pozadi
puvodni geometrické a fyzikdlni problémy, které k zavedeni urcitého integralu vedly.

Dalsi, velmi tspésnou definici, podal v 19. stoleti George Riemann (1822-1866).
S touto definici se seznamime v kapitole V.2. Ur¢ity integral, definovany zpusobem
navrzenym Riemannem, se téz nazyva Riemanniv integrdl. V téchto skriptech se bu-
deme zabyvat vyhradné timto integralem.

V aplikované matematice se dnes casto pouziva tzv. Lebesgueuv urcity integral.
Tento integral predstavuje zobecnéni Riemannova integralu. Jeho teorie ale vyzaduje
delsi vyklad a presahuje ramec téchto skript.

I kdyz jsme vysvétlili, ze predstava o nekonecné malém kladném ¢islu dz neod-
povida nasemu pojeti realnych cisel, nebudeme tuto predstavu zcela opoustét. Naopak.
Podobné, jako jsme tuto predstavu v odstavci V.1.3 pouzili k odvozeni vzorce pro
vyjadieni hmotnosti nehomogenni tyce, je mozné ji vyuzit dale a pomérné jednoduse
ziskat mnoho dalsich vzorcu — naptiklad pro vyjadieni délky kiivky ktera je grafem
funkce y = f(x), pro vypocet polohy tézisté, statického momentu a momentu setrvac-
nosti hmotné kiivky, atd. Témto aplikacim urcitého integralu je vénovana kapitola V.7.

V.2. Definice Riemannova integralu

Predpokladejme, ze
a) (a,b) je uzavieny, omezeny a neprazdny interval,
b) f je omezend funkce v intervalu (a,b).
Jak uvidite, definice Riemannova integralu funkce f na (a, b) je zalozena na rozdéleni
intervalu (a,b) na mnoho mensich sub-intervalu, na konstrukci Riemannova souctu
ktery je aproximaci obsahu obrazce O omezeného grafem funkce f, osou z, ptimkou

xr = a a primkou x = b a na tvaze o limité tohoto souctu pfi nekonec¢ném zjemnovani
déleni intervalu (a, b).
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V.2.1. Déleni intervalu. Necht (a,b) je omezeny uzavieny interval. Systém bodu
xg, X1, ..., Tp v {a,b) takovych, ze a = xg < 13 < -+ < x, = b se nazyva délend
intervalu (a, b). Nazveme-li toto déleni D, pak piseme:

(V.2.1) D: a=zy<t1< ... <Tp1<x,=>0.

Normou déleni D nazyvame ¢islo || D|| = max;—1__, (x;—x;—1). (||D|| je délka nejdelsiho
ze sub—intervalu (zg, x1), (1, 22), ..., (Tn_1,Zn). || D] poskytuje informaci o tom, jak
,,jemné” je déleni D.)

V.2.2. Riemanniiv soucet a jeho limita. Piedpoklddejme, Ze f je omezend funkce
v intervalu (a,b) a D je déleni (a,b), dané (V.2.1). Oznac¢me Ax; délku i-tého sub-
intervalu (z;_1,z;). (Tj. Ax; = x; — x;_1.)

Zvolme v kazdém z intervalu (z;_q,x;) bod ;. Oznacme V systém zvolenych bodu:
G € (xg,x1), (o € (w1,22), .., Gy € (Tp_1,Tp).

Pak Riemannovgm souctem funkce f na intervalu (a,b), odpovidajicim déleni D a
systému V', nazyvame

s(f.D,V) = Z £(G) - A

Obr. 40

Rikédme, ze &islo S je limitou Riemannovich soucti s(f,D,V) pro ||D|| — 0+,
jestlize ke kazdému e > 0 existuje § > 0 takové, ze pro kazdé déleni D intervalu (a,b)
a jakykoliv systém V' bodu (; € (z;_1, z;) plati implikace

|ID|| <6 = |[s(f,D,V)—S|<e
Piseme:

V.2.2 lim s(f,D,V) = 5.
(v-2:2) i s(£,D.7)

V.2.3. Riemannuv integral. Jestlize limita (V.2.2) existuje, pak o funkci f fikame,
ze je integrovatelnd v intervalu (a, b). Cislo S v takovém pripadé nazyvame Riemanniv
integrdl funkce f v (a,b). Integral oznac¢ujeme
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/abf(x) dz nebo /abf dz.

Cisla a a b se nazyvaji meze integrdlu. a je dolni mez a b je horni mez. Integrovana
funkce se nazyva integrand.

Misto toho, ze funkce f je integrovatelnd v intervalu (a, b), ¢asto fikame, ze Rieman-
nuv_integrdl fab f(x)dx existuje.

Riemannuv integral casto nazyvame urcity integrdl. (Jak jsme se dozvédéli v od-
stavei V.1.8, je mozné definovat vice typu urcitych integralu. Protoze v tomto textu
vsak o jinych, nez Riemannovych integralech, nepojednavame, toto nemuze vést k ne-
dorozumeéni.)

Proménnou v Riemannové integralu muzeme samoziejmé znacit i jinak, nez x. In-
tegrdl muzeme tedy také zapisovat jako fab f(t)dt, f(f f(s)ds, atd.

V.2.4. Obsah obrazce mezi grafem funkce f a osou z. Je-li f nezdpornd
integrovatelnd funkce v intervalu (a, b), pak obsahem obrazce O omezeného shora grafem
funkce f, zdola osou x a ze stran primkami x = a a x = b nazyvame cislo, jehoz
hodnota je rovna integrélu fab f(z)dz.

Analogicky, pokud je funkce f nekladnd a integrovatelnd v (a,b), pak obsahem
obrazce O, omezeného zdola grafem funkce f, shora osou z a ze stran ptimkami x = a
a x =b, nazyvame ¢islo — f: f(x)dz.

Rozmyslete si sami tuto skutecnost: V obecném piipadé, kdy f je integrovatelnou
funkei v (a,b), kterd v (a,b) nabyvé jak kladnych, tak i zépornych hodnot, vyjadiuje
integral f; f(z)dz soucet obsahu vsech ¢asti roviny mezi grafem funkce f a osou
x; prispévky od ¢asti pod osou x jsou vsak v souctu brany se zapornym znaménkem.
(Nac¢rtnéte si obrazek.)

V.2.5. Rozsiteni definice Riemannova integralu. Je-li funkce f integrovatelnd
v intervalu (a, b), pak klademe

a b
/ f(z)dz = —/ f(z) dz.
b a
Specidlné, rovnéz klademe / f(z) dz = 0.

V.2.6. Stiedni hodnota funkce f v intervalu (a,b). Predpoklddejme, ze f je
integrovatelnd funkce v intervalu (a,b). Pak ¢islo

1 b
po= b_a/af(l’)dx

nazyvame stredni hodnotou funkce f v intervalu (a, b).

Stredni hodnotu 1ze jednoduse geometricky interpretovat: Pro jednoduchost pied-
pokladejme, ze funkce f je nezdpornd v intervalu (a,b). Stfedni hodnotou funkce f
v (a, b) je pak takové ¢islo u, ze obrazec O omezeny grafem f, osou x, piimkou = = a
a primkou x = b m4é stejny obsah, jako obdélnik o strandch b — a a p. (Nacrtnéte si
obrazek.)
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V.3. Dilezité vlastnosti Riemannova integralu

Pripomenme, ze Riemannuv integral je od zacatku konstruovan pouze pro omezené
funkce a na omezeném intervalu (a, b).

Vétsina omezenych funkei, se kterymi se setkate v aplikacich urcitého integralu,
patii mezi integrovatelné funkce. Nicméneé, existuji i ,,Spatné” funkce, pro které limita
Riemannovych souc¢tu (V.2.2) v intervalu (a, b) neexistuje. Takové funkce nejsou inte-
grovatelné v (a,b). Riemannuv integrél téchto funkei v (a,b) tedy neexistuje. Pfesnou
hranici mezi funkcemi integrovatelnymi a neintegrovatelnymi neni snadné vymezit.
Abychom meéli snazsi situaci pti poznavani integrovatelnych funkci, uvadime v nasledujici
vété a v poznamce V.3.2 postacujici podminky pro integrovatelnost uvazované funkce
f v intervalu (a, b).

Nezapomenme na to, ze vyroky ,funkce f je integrovatelna v intervalu (a,b)” a
,,Riemannuv integral f: f(z)dx existuje” fikaji presné totéz.

V.3.1. Véta (o existenci Riemannova integralu). Necht funkce f je spojitd v in-
tervalu (a,b). Pak f je integrovatelnd v (a,b).

V.3.2. Poznamka. Ve vétsiné praktickych ptipadu s vétou V.3.1 vystacime. Nékdy
je vsak uzitetné znat jeji zobecnéni:
Necht funkce f je omezend a po ¢dstech spojitd v intervalu {a, b). Pak f je integrovatelnd

v {a,b).

(O funkei f fikdme, ze je po édstech spojitd v intervalu (a,b), jestlize (a,b) je mozné
rozdélit na koneéné mnoho sub—intervalu, pricemz funkce f je spojita ve vnitiku kazdého
z nich.)

V.3.3. Véta. a) Je li funkce f integrovatelnd v intervalu {(a,b) a {(c,d) C (a,b), pak
f je také integrovatelna v intervalu {(c,d).
b) Jsou-li funkce f a g obé integrovatelné v intervalu (a,b), pak jejich soucin f g
je také integrovatelnou funkci v {a,b).
c) Je-li f integrovatelnd funkce v intervalu (a,b) a lisi-li se funkce g od f v (a,b)
pouze v konecné mnoha bodech, pak g je také integrovatelnou funkei v {(a,b) a

/abg(x) dr = /abf(x) d.

Tvrzeni a) je okamzitym dusledkem definice Riemannova integralu.

Tvrzeni b) je vyrokem o integrovatelnosti soucinu dvou funkei f a g. Méjte vsak na
paméti, Ze toto neznamend, 7e f;f cgda = (fabfdx) : (f;gdx) !

Tvrzeni c¢) 1ika, ze zména funkce f v koneéné mnoha bodech nemd zadny vliv na
existenci ani na hodnotu integralu fab fdx. Jinymi slovy: Existence ani hodnota

integralu f: fdxz nezavisi na hodnotéch funkce f v koneéné mnoha bodech. Funkce
f tedy nemusi byt ani definovédna v koneéné mnoha bodech intervalu (a,b) a tato
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skutecnost nemé zadny vliv na existenci ani hodnotu integralu f fdx. Specidlneé,
nehraje zadnou roli, zda je integral f f dz uvazovan na otevieném nebo na uzavieném
intervalu.

V.3.4. Horni a dolni odhad Riemannova integralu. Z definice Riemannova in-
tegralu i z jeho geometrického vyznamu (viz odstavec V.2.4) okamzité plyne, ze pokud
funkce f, integrovatelna v (a, b), vyhovuje nerovnostem

m < f(x) < M  pro viechna = € (a,b),

b
pak m-(b—a)g/f(m)dng-(b—a).
Specidlné, pokud f m4 v intervalu (a, b) své maximum a minimum, pak
(V.3.1) min f(z) - (b—a) / f(z < max f(z) - (b—a).
z€(a,b) x€{a,b)

Pokud minimum funkce f v (a, b) neexistuje, je tteba je v nerovnosti (V.3.1) nahradit
infimem f v (a,b). Podobné, pokud neexistuje maximum f v (a,b), je tieba je nahradit
supremem f v {(a,b).

Podobné, z definice Riemannova integralu i z jeho geometrického vyznamu snadno
plyne nasledujici véta:

V.3.5. Véta. Jsou-li funkce f a g obé integrovatelné v {(a,b) a g(x) < f(x) pro

vSechna x € (a,b), pak
b b
/g(x) dz < / f(z) dz

b
Specialné, je-li f(x) >0 pro vSechna x € (a,b), pak / f(z) dxz > 0.

Nésledujici véta obsahuje formule, jejichz obdobu zname z teorie neurcitého in-
tegrélu — viz vétu IV.1.8.

V.3.6. Véta. (Linearita Riemannova integralu.) Jsou-li f a g integrovatelné
funkce v {a,b) a o € R, pak

/ab[f(x)ntg(m)}dxz/abf(x)dx+/abg(x)dx a /ab@'f(ﬂf)dl":oz/abf(x)dx

V.3.7. Véta. (Aditivita Riemannova integralu vzhledem k intervalu.)
Existuji-li integrély [° fdxz a fcb fdx, pak

/acf(x)dx+/cbf(x)dx:/abf(x) dz

V.3.8. Véta. (Riemannuv integral jako funkce horni meze.) Predpokladejme,
ze f je integrovatelné funkce v intervalu (a,b). Pak

a) funkce P(z) = [T f(t)dt je spojitd v (a,b),
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d x
b) rovnost d—/ f(t)dt = f(x) plati ve vSech bodech x € (a,b), ve kterych je
T Ja funkce f spojita.

Pravdivost tvrzeni a) plyne (alespon intuitivné) z geometrického vyznamu Rieman-
nova integralu (viz odstavec V.2.4). Zkuste si k tomu nacrtnout obrézek a rozmyslete
sl to.

Tvrzeni b) muzeme dokézat timto zpusobem:

P(e) =t ZEER PO, 1 Umf(t) dt—/amf(t)dt] _

h—0 h h—0 h

h—0

1 e |
:hmE/:E 7(t) dt = lim pu(h)

kde u(h) je stfedni hodnota funkce f na intervalu s krajnimi body x a x+h. Ze spojitosti
funkce f v bodé x a z (V.3.1) plyne, ze u(h) — f(x) pro h — 0. To dokazuje platnost
vzorce v Casti b).

V.3.9. Poznémka Z véty V.3.8 plyne, ze je-li funkce f spojita v intervalu I a a € I,
pak P(z f f(t) dt je primitivni funkce k f v I.

*V.3.10. Poznamka. Pii aplikacich urcitého integralu je ¢asto uzitecné znat toto
zobecnéni formule (V.3.2):

Je-li f spojita funkce v intervalu I a a(x), b(x) jsou funkce, které maji derivaci podle
x v intervalu J a jejich hodnoty patii do intervalu I, pak

d b(z)

dr o f@)dt = f(b(x)) - V(x) = fla(x))-d'(z) prox e J.

V.3.11. Cviceni. Existuji nasledujici Riemannovy integraly?

1 1 1 1
a) / 295—}— dz b) / ae dz c) / S dz
o 22 —1—6 0 T

° 3 x Ny |
d —d ——dx f —d
) /_1e . °) /_2_5ln(x+3) v ) /_2 3 — 222+ .

Vysledky: a) ne, b) ano, c¢)ano, d)ano, e)ne, f) ano.

V.3.12. Cviceni. Vypocitejte F'(x), je-li funkce F' definovana nésledujicimi integraly.

Ve 2% sin t
a) F(m):/l/ cos(t*)dt; >0 b) F(x):/o ; dt
3

0 x
:/ V14t de d) F(x):/ Intdt; >0

2

cos & cos 1/22 5 sin 2z

0 b
2\/_ " (pro z > 0), ) 5y
c) —vV1+at d) (92%2 —4x) In z (pro x > 0).

Visledky: a) F'(x) =

127



V.4. Vypocet Riemannova integralu

Pristupujeme k dulezité otdzce teorie Riemannova integralu, totiz k otézce jeho
vypoctu. Nasledujici véta byvéa vzhledem ke svému vyznamu nazyvéana Zakladni vétou
integralniho poctu.

V.4.1. Véta. Je-li f spojita funkce v intervalu (a,b) a F je primitivni funkce k f
v {a,b), pak

(VA1) /ﬂ@w:PW—ﬂ@

Vzorec (V.4.1) se nazyva Newtonova—Leibnizova formule. Rozdil F(b) — F(a) je

¢casto zapisovan krat§im zptsobem: F(b) — F(a) = [F 2.

Dikaz zakladni véty integralniho poctu je snadny: Funkce G(z) = ff f(t)dt je
také primitivni funkei k f v (a, b). Dvé primitivni funkce se mohou lisit nejvyse o aditivni
konstantu (véta IV.1.5). Proto existuje konstanta C' takovd, ze F' = G+ C v (a,b).
To znamend, ze F(a) = G(a) +C = C (protoze G(a) = 0) a F(b) = G(b) +C =
G(b) + F(a). Odtud plyne:

/f@&:G@:F@—ﬂ@

Newtonova—Leibnizova formule spojuje neurcity integral s urcitym integralem: Zné-
te-li neurcity integral funkce f v intervalu (a, b), pak znédte vSechny primitivni funkce
k f v (a,b). Muzete vybrat jakoukoliv z nich, pouzit ji v Newtonové-Leibnizové formuli
a ziskate hodnotu urcitého integrélu funkce f v (a,b). Skutecnost, ze neurcity integral
a primitivni funkce hraji tak dulezitou roli pfi vypoctu urcitého integralu, byla jednim
z hlavnich duvodu, pro¢ jste se v ¢asti IV téchto skript ucili poc¢itat neurcité integraly.

Jiz nékolikrat jsme opakovali, ze v8echny primitivni funkce k f v (a,b) se navzdjem
lisi nejvyse o aditivni konstantu. Kdyz tedy vyberete naptiklad primitivni funkci F'+ k
(kde k je konstanta) misto F' a pouzijete ji v Newtonové-Leibnizove formuli, obdrzite

b
[ ra)de = PRy = (PO)+K) - (Fla)+ k) = F() - F(o)

Vysledek je stejny, jako v (V.4.1), protoze aditivni konstanta se ve vysledku zrusi. Je
tedy jedno, kterou primitivni funkci k f k vypoctu urcitého integralu fab fdx pouzijete.

™
V.4.2. Piiklad. / sin zdz = [—cos 2] = (—cos m) — (—cos 0) = 2.
0
Nésledujici dvé véty ukazuji, ze metody integrace per partes a integrace substituci,
znamé z teorie neurcitého integralu, mohou byt pfimo pouzity i k vypoctu urcitého

integralu.

V.4.3. Véta (o integraci per partes). Predpoklddejme, ze funkce u a v maji spojité
derivace v intervalu {a,b). Potom

b b
(V.4.2) /u'-vdarz [u-v]Z—/u-v'da:.
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*) Polozili jsme u/(z) = e, u(z) = 1e*, v(z) =z and v'(z) = 1.

V.4.5. Véta (o integraci substituci). Necht funkce g m4 spojitou derivaci v inter-
valu {a,b) a zobrazuje (a,b) do intervalu J. Necht funkce f je spojita v J. Potom

b g(b)
(V.43) / f9(0) ¢/ (@) dz = /() £(s) ds.

Formuli (V.4.3) muzeme pouzit dvéma zpusoby:

a) Chceme vypocitat integral vlevo a problém prevedeme na vypocet integralu vpra-
vo (je-li integral vpravo jednodussi), nebo naopak

b) Chceme vypocitat integral vpravo a problém prevedeme na vypocet integralu
vlevo (je-li integral vlevo jednodussi).

w/2
V.4.6. Priklad. Vypocitejme / sin?z - cos x dx.
0

Polozime-li {(a,b) = (0,7/2), s = g(z) = sin z, f(s) = s*, J = (—00, +00), jsou vSechny
predpoklady véty V.4.5 splnény. Kromé toho, ¢(0) =sin 0=0 a g(7/2) =sin (7/2) =
1. Pouzitim vzorce (V.4.3) dostdvame:

w/2 1 1
9 o 2 7137t
/0 smxcosxda:—/osds—[gs}o—g.

2
V.4.7. Priklad. Vypocitejme / V4 — 22 de.
0

Tento integrdl muzeme povazovat za integral na pravé strané vzorce (V.4.3) (s promén-
nou oznacenou x misto s). Funkce f(z) =+v4— 2% je spojita v (0,2), proto integral
existuje. Polozme x = ¢g(t) = 2 sin t, dz = ¢/(t)dt = 2 cos t dt. Pak g(a) =2sina =0
a g(b) = 2 sin b = 2. Muzeme tedy zvolit a = 0 a b = m/2. Vechny ptredpoklady véty
V.4.5 jsou nyni splnény a pomoci vzorce (V.4.3) dostdvame:

2 w/2
/\/4—x2dx:/ \/4—4sin2t~2c:ostdt:/
0 0

w/2
0

4 cos’t dt =
w/2

= / 2(1 4 cos 2t) dt = [2t +sin 2t]5* = .
0

V.4.8. Poznamka. Predstavte si, ze pocitate Riemannuv integral funkce f v intervalu
(a,b) a zvazujete pouziti integrace per partes nebo integrace substituci. Pak mate dvé
moznosti:

129



1) Muzete pouzit vétu V.4.3 nebo vétu V.4.5. Tim prevedete integrél na jiny (jedno-
dussi) integral a pfitom stdle pracujete s integracénimi mezemi. Tento piistup je
vysvétlen v ptrikladech V.4.5, V.4.6 a V.4.7.

2) Integrdl muzete nejprve vypocitat jako neurcity integrél v intervalu (a, b) a poté
pouzijete Newtonovu-Leibnizovu formuli (V.4.1) na intervalu (a, b).
Abychom ukéazali, co timto presné minime, vypoc¢itame integral z prikladu V.4.6
jesté jednou, tentokrat zpusobem, ktery praveé vysvétlujeme. Zacénéme tedy ne-
uréitym integralem [ sin?z cos ¢ dr. Pouzijeme substituci s = sin z. Pak
ds =cos x dxr a

/Sin2x-cosxdx = /szds = %SS—I-C = %sin3x+0.

/2
Pomoci formule (V.4.1) dostdvame: / sin®x cos x dz = [ 4 sin’ x}g/Q = 3.
0

Jak uvidite poté, az si sami vyfFesite vétsi pocet prikladu, zpusob 1), zalozeny na
primé aplikaci integrace per partes nebo integrace substituci, je obvykle technicky snazsi

a méné pracny.

V.4.9. Cviceni. Vypocitejte nasledujici integraly.

1 1
4

a) /(3x2—4x—|—7) dz D) /(8t3—12t2—|—5) dt «¢) / — ds
_ 0 1 S

2
1
1

27 2
d) / 3 dz e) / V4 —s?ds f) / warctg u du
1 0 0

m 1 e
g) / cos® x dx h) / 9w e*™ dw i) / |In 7| dr
0 0 1/e

1 T /2 . ) w/2 do
j k ' 1 —_—
J) /0 Vizs © )/0 sin”p cos”p dy )/0 3+ 2sin 0

Vypocitejte obsah oblasti mezi grafem funkce f a osou .

m) f(r)=a2*>—42x+3, 0<z<3 n) flr)=1-(2?/4), -2<2x<3

o) flx)=5-52*% —1<2<8 p) fle)=1-yx, 0<z<4
Uréete stiedni hodnotu funkce na zadaném intervalu.

Q) f(x) =3z na (0,3) r) f(z) =+az na (0,a)

s) fl@)=mz+b na (=1,1) t) f(z) =ma+b na (—k k)

Visledky: a) 18, b)4, «¢)2, d)2, e m f)inr—3, g 5mh)2e*+1, i)

201—eY), j)27/3-+3, k) ) 2//5 - arctg(1/y/5), m) 0, n) L, o) =58,
p) —%, q) 2, 1) %a, s) b, t)b.
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*V.5. Numericka integrace

Z teorie neurcitého integralu si pamatujeme, ze primitivni funkce k dané funkci
f muze existovat, ale nelze ji ziskat standardnimi postupy integrace a neni mozné ji
ani vyjadrit v ,,uzavieném tvaru” (tj. formuli, predepisujici provedeni koneéného poétu
operaci). Podobné, ¢asto se stava, ze Riemannuv integral f: fdx sice existuje, ale
neni mozné jej vypocitat standardni integraci zalozenou na nalezeni primitivni funkce
a pouziti Newtonovy-Leibnizovy formule. Existuji v§ak ptiblizné metody (¢asto téz
zvané numerické metody), které umoznuji integral vypocitat sice pouze ptiblizné, ale
s chybou tak malou, jak si prejeme. V této kapitole vysvétlime dvé takové metody.
Vsechny tyto metody vyzaduji pro dosazeni vétsi presnosti (tj. mensi chyby) provedeni
pomeérneé velkého poctu aritmetickych operaci. Proto jsou prakticky realizovatelné pouze
na pocitacich.

Obé metody jsou zalozeny na déleni
D: a=zy<z11 <29...<Tp_1 <xp=0>
intervalu (a, b) na n sub—intervalu (zy_1,zx) (k= 1,2,...,n) stejné délky h. Plati tedy

h:b—a

a xr=a+k-h (k=1,2,...,n).
n

Budeme oznacovat y, = f(z).

Yo N~

o= a T i)

Obr. 41

V.5.1. Lichobéznikova metoda. Funkci f aproximujeme na kazdém sub—intervalu
(xg_1,x) linedrni funkei. Linedrni funkce je jednozna¢né uréena pozadavkem, aby jeji
graf (pfimka) prochézel dvéma vybranymi body. Zvolme body [xy_1, yx_1] & [z, yx|. Pak
uvazovana linedrni funkce mé rovnici y = yx—1+ (yx — yp—1)/h- (x —xk_1). Jeji integral
v intervalu (xy_1,xy) (oznacme jej I) predstavuje obsah lichobézniku (viz obr. 41) a je

It = h - (yr—1 + yx)/2. Secteme-li vechna éisla Iy, Io, ..., I,,, obdrzime
h
(V.5.1) L =3 [yo+2u1 + 22+ + 21 + Yn |-
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L,, je ptibliznou hodnotou Riemannova integralu fab fdx. Geometricky smysl L, je
patrny z obr. 41 — je to soucet obsahu n lichobézniku sestrojenych na intervalech (xg, z1),
(r1,m9) ooy (Tpo1,Tn)-

Z definice Riemannova integralu lze usuzovat, ze ¢im jemnéjsi je déleni intervalu
(a,b), tim presnéji L, aproximuje skutetnou hodnotu Riemannova integralu fab fdx.
Jinymi slovy, pfesnost aproximace by méla rust s rostoucim n (tj. s klesajicim h).
Opravdu, lze dokazat, ze mé-li funkce f druhou derivaci f” spojitou v (a,b) a M, je
maximum |f”| v {a,b), pak plati nasledujici odhad chyby:

b—a
12

< h? M.

(V.52) ‘ L, - / ) de

(Nerovnost (V.5.2) se nazyva odhad chyby, protoze poskytuje horni odhad chyby, které

se dopustime, kdyz presnou hodnotu integralu fab fdx nahradime jeho pftibliznou
hodnotou L,.)

V.5.2. Simpsonova metoda. Vyberme nyni pfirozené ¢islo n tak aby bylo sudé.
Funkci f budeme aproximovat na kazdém ze sub—intervalu (xg, z2), (x2,24), .. .,
(xy_2, T, ) kvadratickym polynomem. Kvadraticky polynom na sub-intervalu (xj_o, xx)
(k= 2,4,...,n)jejednoznacné urcen, pozadujeme-li, aby jeho graf (parabola) prochazel
tfemi vybranymi body. Zvolme body [xx_2, yx_2|, [Tr—1, Yk_1], [Tk, yx]. Integrél takového
kvadratického polynomu v intervalu (zj_s, xx) muze byt pomérné snadno vypocitdn —
muzete si sami oveérit, ze je roven I = h- (yr—2 + 4yk—1 + yx)/3. Sectenim vsech cisel
Iy, 1y, ..., I, obdrzime

h
(V.5.3) Sno= 5 [vo+ 4y + 20 +dys+ -+ 202+ 4g1 + 0 |

S, je pribliznou hodnotou Riemannova integralu fab fdx. Za ptredpokladu, ze ¢tvrta
derivace f) funkce f spojita v (a, b) a My je maximum |f™| na (a, b), je mozné odvodit,
ze plati nasledujici odhad chyby:

b
Sn—/ fdx

V.6. Nevlastni Riemannav integral

b—a
<

< h* M.
180

(V.5.4)

V definici Riemannova integralu fab fdx predpokladame, ze

V.6.1) {a.b) je omezeny interval a

(
(
(Viz kapitolu V.2.) V ruznych situacich vsak vzniké potieba pocitat urcité integraly, ve
kterych je bud integracéni obor (interval), nebo integrand (funkce), nebo oboji neomeze-

né. Takové integraly se nazyvaji nevlastni. V této kapitole vysvétlime definici nevlast-
niho Riemannova integralu. Za¢néme vsak jednoduchym piikladem.

V.6.2) funkce f je v tomto intervalu omezena.
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+oo
V.6.1. Priklad. Riemannuv integral / —dx neexistuje, protoze oborem integrace
. T

neni omezeny interval. Pfitom ale otdzka ,,jak velky obsah ma obrazec O = {[z,y]; x €
(1I,4+00), 0 <y < 1/z}” je zcela rozumnd. (O je ¢ast roviny Eo, odpovidajici x €
(1,4+00), omezend shora grafem funkce 1/x a zdola osou x. Nacrtnéte si obrazek.) Pti
hledéni odpovédi je prirozené postupovat takto: Zvolme t € (1,400). Obsah obrazce
O; = {[z,y]; = € (1,t), 0 <y < 1/x}, tj. casti roviny, odpovidajici x € (1,t) a
omezené shora grafem funkce 1/x a zdola osou x, je roven

¢

1

p(Ot):/—dx:[lnw] Int—Inl=Int.
LT

Obsah celého obrazce O je nyni pfirozené definovat rovnici

oo

PO) = I plO) = D It = oo
Tento postup je motivaci k nésledujici definici.

V.6.2. Nevlastni Riemanniiv integral se singularni horni mezi. Predpoklddej-
me, ze funkce f je definovand v intervalu (a, b) a Ze je integrovatelna v kazdém intervalu
(a,t) (pro a <t <b). Jestlize

a) alespon jedna z podminek (V.6.1) a (V.6.2) neni splnéna a

b) existuje limita lim / f(z

t—b—

pak jeji hodnotu nazyvame nevlastnim Riemannovym integrdalem se singuldrni horni
mezi.

Nevlastni Riemanntv integrél znac¢ime stejné, jako ,,bézny” Riemannuv integral,
tj. fab f(x)dz. Muzeme tedy psét:

/abf(x) de = lim /:f(:c) dz

Nevlastni Riemannuv integrédl se singuldrni dolni mezi muze byt definovan zcela
analogicky. (Zkuste si definici sami napsat.)

Zatimco hodnotou vlastniho integralu muze byt jen konecné cislo, hodnota ne-
vlastniho integralu muze byt koneéna i nekonec¢na. Pokud je nevlastni integral ff fdx

. s . . . . b o y
konecny, pak fikame, ze integral konverquje. Pokud je fa fdx = 400, pak fikdme, ze
integrdl diverquje.

dz.

2
1
V.6.3 Piiklad. Vypocitejme nevlastni Riemannuv integral /

-5V 2—x

Funkce f(z) =1/4/2 — z neni omezend v intervalu (—5,2). (,,Vadi” jeji chovéni v okoli
horni meze 2, jmenovité to, ze lim, 5 1/v/2 — 2 = +00.) Riemannuv integrél funkce
f v (=5,2) tedy neexistuje. f je v8ak spojitou funkci v intervalu (—5,2). V kazdém
intervalu (—5,t) (kde —5 <t < 2 je tedy integrovatelna. Primitivni funkci k f v (=5, 2)

je F(x) = —2y/2 — z. Proto je
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/t Law = F(t)—F(1) = =2v2 =14 2/2— (=5) = =22 —t + 2VT.

5 L

2

1

Protoze tlir2n V2=t +2VT=2V7, Dplati: / dz = 2V/7.
_> —

_5 \/2—$

V.6.4. Nevlastni Riemannuav integral s obéma mezemi singularnimi.

Definici nevlastniho Riemannova integralu lze rozsitit na piipady, kdy jsou singularni
obé meze: Predpokladejme, ze ¢ € (a,b) a oba integraly facfdx a fcbfdx existuji
(prvni jako nevlastni integrél se singularni dolni mezi a a druhy jako nevlastni integral
se singuldrni horni mezi b). Jestlize soucet obou integralu ma smysl (tj. jestlize to neni
napiiklad vyraz —oo + 00), pak pokladdme

/abf(x) de = /acf(a:) dx—i—/cbf(a:) dz.

Integral fab fdz je pak nevlastnim integralem s obéma mezemi singularnimi.
Definici je mozné rozsitit i na ptipady, kdy jsou singularnimi body nékteré body
uvniti intervalu (a,b). Témito piipady se v tomto textu ale nezabyvéme.

V.6.5. Poznamka. Existuje-li nevlastni integral f; fdx a je-li interval s krajnimi
body a, b neomezeny, hovorime o nevlastnim integralu vlivem meze. Je-li funkce f
neomezend, hovoiime o nevlastnim integralu viivem funkce. Oba vlivy se mohou kom-
binovat (v okoli jedné z mezi je funkce neomezend a druhd mez je nekonecna) nebo i
kumulovat (v okolf nekonecné meze je i funkce neomezend).

V.6.6. Vypocet nevlastniho Riemannova integralu. V tomto odstavci budeme
pro jednoduchost predpokladat, ze f je spojitou funkei v intervalu (otevieném nebo
uzavieném) s krajnimi body a, b (kde a < b).

Podle véty IV.1.3 ma funkce f v intervalu od a do b primitivni funkci. Oznacme
ji F. (Ve skutecnosti je primitivnich funkei nekoneéné mnoho a vSechny se navzajem
lis{ pouze o aditivni konstantu — viz vétu IV.1.5. Nam ale nyni staci jedna z nich.) Lze
ukazat, ze integral f; fdx existuje jakozto nevlastni integral a

t—b— t—a+

(V.6.1) / "Ha)de = Tim F(t) — lim ().

pokud vyraz na pravé strané ma smysl (tj. pokud existuji obé limity a rozdil jejich
hodnot ma smysl).

“+oo

V.6.7. Priklad. Integrél —— dz je nevlastnim integrdlem s obéma mezemi sin-
0 T

guldrnimi: 0 je singuldarni mez{ protoze v jejim pravém okoli neni funkce 1//x ome-
zend a +oco je singuldrni mezi protoze to neni koneéné ¢islo. Primitivni funkei k 1//x
v (0, +00) je naptiklad funkce 24/z. Pak

+o00 1
/ —dz = lim 2\/2_5—1im 2\/1_5:+oo—0:+oo.
0 \/E t—s+00 t—0+
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V.6.8. Cviceni. Vypocitejte nasledujici nevlastni integraly.

+00 +oo -2
) / dz b) / dz ) / d_x
. 1ia L dia 2
+oo dz +o0 5 1
d 2edx f —d
) /2 PO e) /0 zoe *dx f) /0 7z x
+oo dl’ 0 2 . 5 .

Visledky: a) m/2, b)w/2, ¢ 3, d)—-imni e2 f)2v5 g)n/Vv20,
h) 3, )4 /(a+1).

*V.7. Nékteré geometrické a fyzikalni aplikace uréitého integralu

O jednoduchém geometrickém a fyzikdlnim vyznamu urcitého integralu jsme jiz
hovorili v odstavcich V.1.1, V.1.3 a V.2.4. V této kapitole ukazeme dalsi moznosti
vyuziti urcitého integralu v geometrii i v mechanice.

V celé této kapitole budeme predpokladat, ze f je nezaporna a spojita funkce v in-
tervalu (a, b).

V.7.1. Objem rotac¢niho télesa. Oznacme, stejné jako v odstavci V.1.1, O obrazec
shora omezeny grafem funkce f, zdola osou = a ze stran piimkami x = a, x = b. (Viz
obr. 39.) Rotaci obrazce O okolo osy x vznikne rotaéni téleso. Pro jeho objem plati:

(V.7.1) V = 7T/b f*(x) dz.

Ke vzorci (V.7.1) lze dospét podobnymi ivahami, jako jsme v odstavei V.1.2 dospéli
k vyjadreni obsahu obrazce O urcitym integralem funkce f: Interval (a,b) rozdélime
na nekonecné mnoho ,,nekonecné kratkych” tuseku délky dz. Typicky tsek ma krajni
body z a x + dz, kde = € (a,b). Obrazec, omezeny shora grafem funkce f na intervalu
(x,z+dx) a zdola useckou kterou tento interval vytind na ose x, je ,,nekonec¢né izkym”
obdélnikem se stranami délky dx a f(x). Jeho rotaci okolo osy x vznikne ,,nekoneéné
tenky” vélec, jehoz objem je dV = 7 f?(z) dz. Objem celého rotac¢niho télesa je souctem
nekonecné mnoha ,,nekoneéné malych” ¢isel dV. Takto obdrzime vzorec (V.7.1).

Dalsi vzorce, uvedené v této kapitole, lze ziskat podobné. Proto jiz jejich odvozeni
neukazujeme.

V.7.2. Obsah rotaéni plochy. Rotaci grafu funkce f okolo osy x vznikne rotacni
plocha. Pro jeji obsah plati:

b
p = 27r/ f@) VI (x)]?+1da.
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V.7.3. Délka kiivky. Grafem funkce f v intervalu (a,b) je kiivka. Pro jeji délku plati:

z_l/\/u«mp+1dm

dejme, ze na kiivce z predchazejiciho odstavce (tj. na grafu funkce f) je rozlozena hmota
s konstantni délkovou hustotou p. Celkova hmotnost kiivky je v tomto piipadé rovna
soucinu p a délky kiivky:

m = pl = ,0/ VIf(x)]2+1da.

Statickymi momenty kiivky vzhledem k osdm x a y nazyvame integrély

my = p/ f@) V[ (2)]? 4+ 1 de, my = p/ A/ [f ()] + 1 dx.

My my,
rr = —, yr = —.
m m

Momenty setrvacnosti kiivky vzhledem k osdm = a y jsou

Lo=p [ POVI@P LA, 5= [ @ VPP e

~ o~

Necht O je obrazec z odstavce V.7.1. Piedpoklddejme, Ze v O je rozloZena hmota
s plosnou hustotou p. Celkova hmotnost obrazce O je

mzpl%@ﬂm

Statické momenty obrazce O vzhledem k osam z a y jsou

b b
me =50 [ P@ e my=p [ of) e

Pro soutadnice 1 a yr tézisté T' obrazce O plati:
My my
Irr = —, Yyr = —-
m m

Momenty setrvacnosti obrazce vzhledem k osam x a y jsou

1 b b
Jp = gp/ f3(x) da, Jy = ,0/ 2% f(z) d.

nim télese, které vznikne rotaci obrazce O okolo osy z, je rozlozena hmota s objemovou
hustotou p. Celkova hmotnost télesa je rovna soucinu p a objemu télesa:
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b
m = pV = pﬂ/ f*(z) d.

Statické momenty télesa vzhledem k rovindm zy, xz a yz jsou

b
Mgy = 0, My, = 0, My, = ,07?/ x f?(z) da.

Pro soutadnice xr, yr a zp tézisté T' télesa plati:

m m m
yz xz Ty
l‘T g s yT —_— g O7 ZT o
m m m

Moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose rotace x je

1 b
Jp = §p7r/ f4(z) da.

V.7.7. Poznamka. S moznostmi, jak vypocitat délky obecnéjsich krivek, obsahy
obecngjsich ploch a objemy obecnéjsich téles se seznamite v predmétu Matematika
IT. V Matematice II se rovnéz dozvite, jak je mozné vypocitat hmotnost, statické mo-
menty, momenty setrvacnosti a souradnice tézisté obecnych kiivek, ploch a téles, a to i
v ptipadé proménné hustoty.
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