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Uvod

Tento text je studijni pomuckou k predmétu Matematika II, vyu¢ovanému na Strojni
fakulte CVUT v letnfm semestru v prvnfm roce studia. Navazuje na skriptum Mate-
matika I (viz [5]). Text obsahuje i nékteré partie, které se bézné u zkousky z predmétu
Matematika IT nevyzaduji, nicméné s obsahem skripta tizce souvisi. Tyto partie, bud
kapitoly nebo odstavce, jsou oznaceny hvézdickou. Pokud je studenti nepouziji hned,
mohou se k nim v ptipadé potieby nebo zajmu vratit pozdéji.

Obsahem predmétu Matematika IT i obsahem tohoto textu je zejména diferencidlni
a integralni pocet funkei vice proménnych. Tato latka ma mnoho aplikaci v technice i
v prirodnich védach. Pojmy, kterymi se zde zabyvame, maji vicerozmérny charakter.
(Pfi studiu Matematiky II pfesné pochopite, co tim minime.) Jejich dobré a aktivni
zvladnuti proto vyzaduje nejen znalost zédkladnich definic, vét, formuli a ur¢itou pocetni
zrucnost, ale i dobrou prostorovou predstavivost. Pii objasnovani takovych pojmu, praveée
diky ¢asté moznosti jejich geometrické interpretace naptiklad ve tiirozmérném prostoru,
ma nezastupitelné misto osobnost ucitele. Ptes veskerou snahu nemuze vzdy psany text
s dvourozmérnymi obrazky vyklad ucitele nahradit a studentim proto doporucujeme,
aby toto skriptum chéapali jako doplnék k prednaskam a cvicenim, kde bude probirand
latka podrobné vysvétlena.

V zajmu usnadnéni pochopeni mnoha pojmu jsou pted jejich presné definice pred-
razeny odstavce, ve kterych se snazime popsat motivaci k zavedeni pojmu a vysvétlit
pro¢ tyto pojmy jsou definovany uvedenym zpusobem. To se tyka zejména ruznych typu
integralu, kiivek a ploch. V odstavcich, které maji motiva¢éni charakter, casto opoustime
exaktni zpusob vykladu a dovolujeme si na intuitivni drovni pracovat i s terminy jako
napiiklad “nekonecné malé kladné cislo dt”, “nekonecné kratky tsek krivky”, apod.,
které dnesnimu pojeti mnoziny realnych ¢isel nebo geometrie kiivek odporuji. Nékolik
dalsich pojmu (orientace uzaviené kiivky v roving, orientace plochy vzhledem k orientaci
jejtho okraje, jednoduse souvisld oblast) zavadime s tim, ze spoléhdme na Ctenarovu
predstavivost a preferujeme jednoduchost a nazornost na iikor matematické preciznosti.
V ostatnich castech skripta se snazime na ptijatelné, avsak téz srozumitelné drovni
dodrzet logickou korektnost vykladu. Méjte toto pri ¢teni skripta na paméti a rozlisujte
zminénou dvoji logickou droven ruznych ¢asti textu.

Skriptum obsahuje fadu znamych a dulezitych veét aplikované matematiky, jako
jsou Greenova véta, Gaussova—Ostrogradského véta, Stokesova véta, atd. Tvrzeni téchto
vét jsou vyjadiena pomoci jistych integralnich formuli. Studenti, ale i autofi ruznych
odbornych stati, nékdy chybné redukuji tyto véty pouze na zminéné formule a za-
pominaji, ze nedilnou soucasti vét jsou i jejich predpoklady. Bylo by naivni se domnivat,
ze formule jsou platné kdykoliv. Opak je pravdou — tyto formule plati pouze za urcitych
podminek. Predpoklady vét jsou struénym a jednoduchym vymezenim téchto podminek
a jsou stejné dulezité, jako tvrzeni vét. Nezapominejte proto na né.

Ve skriptu jsou vzorové vyreSseny nékteré piiklady. Jiné, nefesené ptiklady, jsou
zafazeny na konci kazdého tematického celku. Mnoho dalsich, feSenych i nefesenych
prikladu, muzete nalézt ve skriptu E. Brozikové a M. Kittlerové [1].

Autor skripta dékuje svému kolegovi doc.RNDr. Cenku Zlatnikovi, CSc. za peclivé
precteni skripta, diskuze a rady, které prispély ke srozumitelnosti i matematické korek-
tnosti textu. Jestlize ve skriptu presto objevite nedostatky, pak tyto jdou vyhradné na
vrub autora.



I. Diferencialni pocet funkci vice proménnych

Funkce vice proménnych v matematice i jejich aplikacich popisuji situace, kdy jedna
veli¢ina (tzv. zdvisle proménnd) zavisi na nékolika jinych veli¢indch (tzv. nezavisle
proménnych). Na ruznych mistech tohoto textu najdete mnoho konkrétnich piikladu
takovych funkei.

Uvidite, ze teorie funkci vice proménnych se v nékterych bodech 1isi od teorie funkei
jedné proménné, kterou znate z kurzu Matematika I. Mezi teorii funkei dvou, ti{, nebo
i vice proménnych vsak jiz prili§ velky rozdil neni. V tomto textu se budeme zabyvat
funkcemi, které zavisi obecné na n proménnych. Bude-li se vam vyklad jevit ptilis
abstraktni, predstavujte si, ze n = 2. V zajmu dobré srozumitelnosti textu mnoho poj-
mu stejné nejprve vysvétlime na prikladu funkce dvou proménnych a az poté ukazeme
jejich zobecnéni pro funkce n proménnych.

Proménné budeme vétsinou znacit xq, xo, ..., x,, nékdy téz ti, to, ..., tx. V kon-
krétnim pripadé, kdy n = 2, budeme proménné vétsinou znacit xi, xo nebo x, y.
Podobné, pro n = 3 budeme proménné vétSinou znacit xy, zo, x3 nebo x, y, z. Vidite,
ze proménné obecné tvori usporadané n—tice realnych ¢isel. Lze je tedy povazovat za
prvky n-rozmérného Euklidova prostoru E,. Funkce n proménnych obecné nemusi byt
definovana v celém prostoru E,,, ale pouze v néjaké mnoziné v E,,. Vlastnosti funkce n
proménnych tzce souvisi s typem mnoziny, na které je funkce definovana. V nasledujici
kapitole si proto pripomeneme definici prostoru E,, (zndmou z Matematiky I) a poté se
seznamime s ruznymi typy mnozin v E,,.

I.1. Euklidav prostor E,. Body a mnoziny v E,.

I1.1.1. n-—rozmérny Euklidiv prostor E,. Ptedpokladejme, ze n je ptirozené ¢islo.
Mnozinu vSech usporadanych n—tic redlnych ¢isel oznacujeme R™ a nazyvame n—rozmeér-
ny aritmeticky prostor. Prvky R™ nazyvame body. Body oznacujeme velkymi pismeny
a jejich soutadnice (usporadané n—tice) zapisujeme v hranatych zavorkach. Napiiklad
A=lay,...,a,), X = [21,...,2,] atd.

Definujeme-li v R"™ vzdélenost dvou libovolnych bodu X = [zy,...,z,] a Y =
[Y1, .., Yn] VZOrcem

(I.1.1) Y = X|[| = \/(yl_x1>2+"’+(yn_xn)2,

stava se z R™ tzv. n—rozmérny Fukliduv prostor. Tento prostor oznacujeme E,,.
Vzdélenost bodu X a Y se nékdy také znaci |V — X|, | X =Y, d(X,Y) nebo p(X,Y).
V tomto textu v8ak budeme preferovat znaceni ||Y — X|| nebo || X —Y||. (Je to totéz.)

Pocatek souradného systému v [E,, tj. bod jehoz vSechny soufadnice jsou nulové,
budeme znacit O.

Ze stiedni gkoly i z kurzu Matematika I vite, ze E; si muzete predstavovat jako
piimku, E, jako rovinu a E3 jako prostor, ve kterém zijeme. (Je to pouze ptiblizna
predstava, astronomové jiz davno zjistili, ze nas vesmir ve skutecnosti neni Es.)

Vektorem v E,, budeme vzdy minit tzv. volny vektor v E,,. (Viz skriptum [5], str. 4.)
Vektory budeme v tomto textu vétsinou oznacovat malymi tuénymi pismeny. (Dalsi



moznosti je délat nad oznacenim vektoru Sipku.) Soutadnice vektoru budeme zapisovat
v kulatych zavorkdch. Muzeme tedy napiiklad psat: a = (aq,...,a,), t = (t1,...,t,)
atd.

Sou¢tem bodu X = [z1,...,x,] a vektoru a = (ay,...,a,) rozumime bod X + a =
[z1 + aq,...,x, + a,]. Naopak, rozdil dvou bodu Y = [y1,...,y,] a X = [z1,...,2,]
povazujeme za vektor Y — X = (y1 — 1, ..., Yn — Zp).

Délkou vektoru a = (ay, ..., a,) nazyvame ¢islo
(I.1.2) lal| = ai+ -+ a2

(Vzdélenost ||Y — X|| dvou bodu X, Y lze tedy chapat jako délku vektoru ¥ — X.)

Kreslete si sami ke vSem pojmum, definovanvm v této kapitole, obrazky v E, !

1.1.2. Okoli bodu v E,.. Prstencové okoli bodu v E,,. Okolim bodu A o poloméru
R rozumime mnozinu {X € E,; ||[X — A|| < R} (tj. mnozinu vSech bodu X € E,,
jejichz vzdélenost od A je mensi nez R). Takové okoli oznacujeme Ugr(A). (U proto,
ze pojem “okoli bodu” vznikl v Némecku a némecky se okoli fekne “die Umgebung”.)
Pokud polomeér okoli neni dulezity, znacime je pouze U(A).

Ve specidlnim pripadé, kdy n = 1 a A je bodem o soutadnici a na realné ose (tj. A =
[a]), je okoli Ur(A) otevienym intervalem (a — R,a + R). Podobng, je-li n = 2, je okoli
Ugr(A) otevienym kruhem se stfedem v bodé A a polomérem R.

Vyjmeme-li z okoli Ur(A) jeho stfed A, dostavame mnozinu Ur(A) — {A} = {X €
E,; 0 <||X — A|| < R}. Tuto mnozinu nazyvame prstencové okoli bodu A o poloméru
R a znacime ji Pr(A). Pokud polomér prstencového okoli neni dulezity, muzeme toto
okoli znacit pouze P(A).

Misto “prstencové okoli” se nékdy pouzivaji nazvy “neuplné okoli” nebo “redukované
okoli” | v tomto textu vsak zustaneme u nazvu “prstencové okoli”.

1.1.3. Vnitini bod mnoziny. Hrani¢ni bod mnoziny. Nechs> M C E, a A € M.
Bod A nazyvame wnitinim bodem mnoziny M, pokud existuje okoli U(A) takové, ze
U(A) C M.

Okoli U(A) v definici vnitiniho bodu muze byt jakkoliv malé. Podstatné ale je, ze
néjaké takové okoli existuje.

Bod A nazyvame hraniénim bodem mnoziny M, jestlize se v kazdém jeho okoli
nachézi alespon jeden bod mnoziny M a alespon jeden bod, ktery nepatii do M.

V definici hrani¢niho bodu je velmi dulezité slovo “kazdém”. To také znamena
“jakkoliv velkém”, nebo spiSe “jakkoliv malém”. Hrani¢ni bod mnoziny M muze sam
patiit do M, ale také tomu tak byt nemusi.

I.1.4. Vnitfek mnoziny. Oteviend mnozina. Necht M C E,. Mnozinu vsech
vnitinich bodu M nazyvame vnitiek mnoziny M. Znacime jej M°.

Mnozina M C E,, se nazyva oteviend, je-li M = M°. (Jinymi slovy: Mnozina M je
oteviend, je-li kazdy jeji bod jejim vnitinim bodem.)

I.1.5. Hranice mnoziny. Necht M C E,. Mnozinu vSech hrani¢nich bodia mnoziny M
nazyvame hranici M. Znacime ji OM nebo I'y,. (V tomto textu budeme davat prednost

OM.)



Bod A na obr. 1 je vnitinim
bodem mnoziny M, bod B T oM

je jejim hraniénim bodem.
(G (s
7 T

1.1.6. Uzavér mnoziny. Uzaviend mnozina. Necht M C E,. Uzdvérem mnoziny
M nazyvame sjednoceni M U M. Uzavér M znacime M.

Mnozinu M nazyvame uzavrenou, jestlize M = M.

1.1.7. Priklady. 1. Predpokladejme nejprve, ze n =1 a M je otevienym intervalem

(0,1). Kazdy bod intervalu M je zéroven jeho vnitinim bodem. M je tedy, v sou-
ladu s definici 1.1.4, otevienou mnozinou. Hrani¢nimi body jsou 0 a 1. Uzavérem
intervalu M je proto uzavieny interval (0, 1).

2. Nyni predpokladejme, ze n = 1 a M je mnozinou vSech prirozenych ¢isel N. Tato
mnozina M nemd zadné vnitini body, proto je M° = (). Kazdy bod mnoziny M je
jejim hrani¢nim bodem, proto je OM = M. Uzavérem M je M = M UOM = M.
Mnozina M je shodné se svym uzavérem, tudiz je uzaviena.

3. Bud n = 1 a M = E,;. Kazdy bod M je vnitinim bodem, mnozina M je tudiz
oteviend. Mnozina M nemd zadné hranic¢ni body, proto je OM = (). Uzdvérem M
je M = MUOM = M U( = M. Mnozina M je rovha svému uzavéru, proto je
rovnéz uzavienou mnozinou.

Toto je trochu prekvapivé: Mnozina M = [E; je v [E; zaroven oteviena i uzaviena.
Podobné lze ukazat, ze mnozina M = E,, je v E,, zaroven oteviend i uzaviena. Lze
dokazat, ze jedina dalsi mnozina v [, s touto vlastnosti, je prazdna mnozina.

4. Bud nynin =2 a M = {X = [11, 23] € Eg; 25 > 0}. Kazdy bod mnoziny M je
jejim vnitinim bodem. Proto je M = M° a mnozina M je oteviena. Hranici M
je pifmka x5 = 0 (osa 7). Uzdvérem M je M = {X = [z1,75] € Ey; z5 > 0}
(sjednoceni M a osy ).

5. Budl n =2 a M = {X = [z1,25] € Eg; 2y > 0, 25 > 0}. Vnittkem mnoziny
M je M° = {X = [x1,29] € Eg; 21 > 0, x2 > 0} (otevieny prvni kvadrant).
Hranici M je sjednoceni dvou polopiimek: OM = {X = [z1,25] € Ey; x7 >
0, 2 = 0} U{X = [r1,25] € Ey; 21 = 0, o > 0}. Uzdvérem je mnozina
M = {X = [21,15] € Ey; 21 >0, 29 > 0} (uzavieny prvni kvadrant). Mnozina
M neni ani oteviend, ani uzaviena.

6. Bud n = 2 a M = {X = [x1,25] € Ey; 2?2 + 23 < 4}. Vnittkem mnoziny M
je M° = {X = [z1,75] € Ey; 2} + 23 < 4}. Hranicl je IM = {X = [11,15] €
Ey; 22422 = 4} (kruznice o sttedu v po¢atku a poloméru 2). Uzdvérem je M = M.
Mnozina M je uzaviena.



1.1.8. Neékteré dalsi vlastnosti mnozin. Neni tézké dokazat, ze plati nasledujici
tvrzeni nebo identity:

1. Sjednoceni nebo prinik kone¢né mnoha otevienych mnozin v E,, je oteviena
mnozina.

2. Sjednoceni nebo priinik konec¢né mnoha uzavienych mnozin v E,, je uzavrena
mnozina.

Déle predpokladejme, ze M C [E,.
3. Pro kazdy bod A € M nastava pravé jedna zZe dvou moznosti:
a) A je vnitinim bodem M,
b) nebo A je hrani¢nim bodem M.

OM = O(E, — M) = M NE, =M

OM je uzaviena mnozina.

M° =M —0M

M je oteviena mnozina prave kdyz neobsahuje zadny sviij hrani¢ni bod
(tj. kdyz M NOM = 0).

8. M je uzaviena mnozina pravé kdyz obsahuje vSechny své hrani¢ni body
(tj. kdyz OM C M).

9. M je oteviena mnozina prave kdyz jeji doplnék E,, — M je uzaviena mnozina.

R

1.1.9. Useéka v E,. Lomen4 ¢dra v E,. Jsouwli A a B dva rizné body v E,, pak
mnozinu viech bodit X typu X = A+t (B —A) (prot € (0, 1)) nazyvdme dseckou v E,
s krajnimi body A a B. Znacime ji AB.

Necht A;, As, ..., A; je k navzdjem ruznych bodi v E,,. Sjednoceni tsecek A;A,,
AgAs, ..., Ap_1Ag nazyvame lomenou édrou v E,.

1.1.10. Oblast v E,,. Mnozinu D C E,, ktera

a) je oteviend a

b) jeji libovolné dva body lze spojit lomenou carou, ktera celd lezi v D,
nazyvame oblast.

Vlastnost b) se nazyva souvislost. Oblast v E,, je tedy také mozné definovat jako
mnozinu v [E,,, kterd je oteviena a souvisla.

Dy

X2 )

T x

Obr. 2a Obr. 2b



1.1.11. Priklady. 1. Mnozina D; na obr. 2a je souvisld. Mnozina Dy na obr. 2b neni
souvisla. (Skldda se ze dvou komponent.)

2. Mnoziny
D3 = {X = [11,25] € Eg; 2} + 23 <9},
Dy ={X = [x1,25] € Eg; x1 <0},
Ds=(—1,1) x (—1,1)
jsou oblasti v [E,.
3. Mnoziny

D¢ = {X = [11,72] € Ey; 2?7 + 22 < 9},
D7 = {X = [z1, 2] € Eg; 21 <0 nebo z; > 5}

nejsou oblasti v Ey. (Dg neni oteviend a D7 neni souvisla.)

I1.1.12. Omezena mnozina v E,. Mnozina M C E, se nazyvd omezend, jestlize
existuje okoli poc¢atku Ugr(O) takové, ze M C Ur(O).
(Jisteé si umite predstavit, ze aby omezend mnozina M byla obsazena v Ug(O), musi byt
polomér R “dostatecné velky”. Na tom ale nezalezi. Podstatné je, ze néjaky “dostatecné
velky” polomér R a okoli Ur(O), obsahujici mnozinu M, existuji.)

Mnozina v E,,, ktera neni omezend, se nazyva neomezend.

Najdéte a napiste si sami piiklady omezenych a neomezenych mnozin v E, .

1.1.13. Posloupnost bodu v E,. Kazdé zobrazeni mnoziny pfirozenych ¢isel N do
E, nazyvame posloupnosti v IE,. Posloupnost v E, je tedy prifazeni, které kazdému
ptirozenému ¢islu k piirazuje bod X v E,. Posloupnost znac¢ime {X;, X3, X3, ... } nebo
{ Xk}, nebo jenom krétce {Xy}.

1.1.14. Limita posloupnosti v E,. Bod A € E, nazyvame limitou posloupnosti
{ Xk}, jestlize

(1.1.3) lim || X — Al = 0.

k—-4o00

Pouzivame znaceni: lim X, = A, lim X, =A nebo pouze X, — A.
k—-+o0

Posloupnost bodu {X;} v E,, kterd ma v E,, limitu, se nazyva konvergentni. Je-li
limitou bod A, tikdme, ze posloupnost { X} konverguje k bodu A.

I.1.15. Poznamka. Jinymi slovy muzeme fici, ze A je limitou posloupnosti {Xj},
jestlize posloupnost vzdalenosti X; od A ma limitu nula. Posloupnost vzdalenosti X}
od A je posloupnost realnych ¢isel a pojem limity posloupnosti realnych ¢isel je znamy
z kurzu Matematika I.

Z Matematiky I také vite, ze posloupnost redalnych ¢isel (na kterou lze nahlizet jako
na posloupnost bodi v E;) muze mit nejvyse jednu limitu (viz [5], véta II1.1.8). Stejné
tvrzeni plati i pro posloupnost bodu v E,:

I.1.16. Véta. Posloupnost bodu { X} v E, muze mit nejvyse jednu limitu.

Je-li totiz { X} posloupnost bodu v E,,, pak evidentné neni mozné, aby existovaly
dva ruzné body A a B takové, ze vzdalenosti X; od A se blizi k nule pro & — 400 a
zaroven vzdalenosti X od B se blizi k nule pro £ — 4o0.



1.1.17. Véta. Necht {X}} je posloupnost bodu v E,, pricemz X}, = [T1g, ..., Tnkl.
Necht A = [ay,...,a,) € E,. Pak

lim X, =A <= lim x; =a; provsechnai=1,2,... n.
k——+o0 k—-+o0

Tuto vétu lze snadno dokézat, pouzijeme-li (I.1.3) a rozepiseme-li peclivé
| X% — A|| pomoci (I.1.1).

Veéta 1.1.17 #ik4, ze limitu posloupnosti bodu { X} } 1ze pocitat “po souradnicich”. To
znamend, ze prvni souradnice limitntho bodu A je rovna limité prvnich soufadnic bodu
X (tj. klim 1, = a1), druhd soufadnice limitntho bodu A je rovna limité druhych

——400

soufadnic bodu Xy (tj. klim Top = ag) atd.
——+00
1.1.18. Priklad. Rozhodnéme, zda posloupnost bodu

sin k k* — Tk kE+1
k' 6—5k—2k* k+5]

Xi = (k=1,2,...)

je konvergentni v E3. V pripadé, ze ano, urc¢eme limitu.

R e $eni: Uvazovanou posloupnost lze zapsat: { Xk} = {71k, Tor, x3x] }, kde

sin k k2 — Tk k+1

ko TR T Tsk—2k2 R T L s

L1k =

Pro limity posloupnosti {x1x}, {x2r} a {xsr} plati:

lim zy = lim sin =0 lim z9, = lim M = —1
k—-+o0 k—+oo k ’ k—+o00 k—+o0o 6 — bk — 2k2 2’
lim z3, = lim E =
k—+o00 k—+oo k+5

Vsechny posloupnosti {1 }, {zax } & {3} maji koneéné limity a tudiz jsou konvergentni.
Na zakladé vety 1.1.17 muzeme uéinit zavér: Posloupnost { X} je konvergentni v E; a
lim X, = [0, —%,1].

Jm X = [0, =5, 1]

1.1.19.* Hromadny bod mnoziny. Izolovany bod mnoziny. Piedpokliddejme, Ze

M C E,. Bod A € E,, nazyvame hromadnym bodem mnoziny M, jestlize v mnoziné M
existuje alespon jedna posloupnost bodu {X}}, ruznych od A, konvergujici k bodu A.

Hromadny bod mnoziny M muze sam patfit do mnoziny M, ale také tomu tak byt
nemusi. Nazev je odvozen od toho, ze v jakkoliv malém okoli hromadného bodu se body
mnoziny M “hromadi”, neboli vzdy se jich tam najde nekoneéné mnoho.

Bod A € M nazyvame izolovanym bodem mnoziny M, jestlize A neni hromadnym
bodem mnoziny M.

1.1.20.* P¥iklady. 1. Predpoklddejme, ze E,, = E; a M je otevienym intervalem (0, 1).
Pak kazdy bod uzavieného intervalu (0,1) je hromadnym bodem M. M nemé
zédné izolované body.



2. Necht E, = E; a M = N (mnozina ptirozenych ¢isel). Tato mnozina M nem4
zadné hromadné body. Kazdy jeji bod je zaroven jejim izolovanym bodem.

3. Necht E, = E; a M = {1; %, %, i, ... }. Kazdy bod mnoziny M je jejim izolo-
vanym bodem. Jedinym hromadnym bodem mnoziny M je bod 0, ktery sam vsak

do mnoziny M nepatii.

4. Necht E,, = Ey a M = {X = [x1,29] € Eg; 2% 4+ 23 < 2}. (M je otevieny kruh se
sttedem v pocatku a poloméru ﬁ.)_Tato mnozina M nemé zadné izolované body.
Hromadné body M tvoii mnozinu M = {X = [z, 2] € Ey; 22 + 23 < 2}

1.1.21.* Nékteré dalsi vlastnosti hromadnych a izolovanych bodii. Neni tézké
dokazat nasledujici tvrzeni:

1. Bod A € M je izolovanym bodem mnoziny M pravé kdyz existuje okoli U(A), ve
kterém se kromé bodu A jiz nenachazi zadny dalsi bod mnoziny M.

2.% M je uzaviend mnozina pravé kdyz M obsahuje vSechny své hromadné body.

I.2. Funkce vice proménnych, zakladni pojmy.

1.2.1. Funkce vice proménnych — motivace a priklady. Pfi matematickém mod-
elovani ruznych jevu, stavu a procesu se velmi casto vyskytuji pripady, kdy jedna
proménnd veli¢ina zavisi na vétsim poc¢tu jinych proménnych velicin. Uvedme nékteré
priklady:

— Objem V kuzelu, jehoz podstavou je kruh, zavisi na poloméru podstavy r a na vysce
kuzelu v takto: V' = 37r?v.

— Velikost sily, kterou je hmotnym bodem o hmotnosti M, umisténym v pocatku sourad-
ného systému v Eg, pritahovan jiny hmotny bod o hmotnosti m a soutfadnicich [z, 29, x3],
je

kMm

= —5——FF—.
2 + 2% + 13

(k je Newtonova gravita¢ni konstanta.) F' tudiz zavisi na M, m, x1, x5 a x3.

— Podle zjednoduseného matematického modelu (Ch. Cobb a P. Douglas, 1928) celkova
produkce P ekonomiky za jeden rok zavisi na mnozstvi vykonané prace L a mnozstvi
vlozeného kapitalu K takto: P = 1.01 L0 K025,

— O nékterych funkcich vime, ze existuji, ale jejich vyjadieni néjakou formuli (predepisu-
jici provedeni koneéné mnoha operaci) bud nezname, nebo to viubec neni mozné. Napri-
klad kazdému bodu X = [z1, %9, 3] v mistnosti je mozné prifadit teplotu T'. Teplota
navic zavisi na case t. T je tedy funkci ¢ty proménnych: x, x9, 3 a t. PTfesné vyjadieni
T, v mistnosti komplikovaného tvaru a s ruznymi zdroji tepla, je vSak prakticky nemozné.
T muzeme pouze priblizné popsat tabulkou teplot ve zvolenych bodech X a ve zvolenych
¢asovych okamZicich t. Takovou tabulku lze ziskat bud méfenim nebo vypoctem, popis
vypoctu by vsak znacéné presahoval obsah predmétu Matematika II.

1.2.2. Funkce n proménnych. Definiéni obor. Zapis funkce. Predpokladejme, ze
neNaM CE,, M # (). Zobrazeni f mnoziny M do R nazyvame funkci n _proménnijch.
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(Hodnotami funkce f jsou realna ¢isla, proto téz hovoiime o realné funkei n proménnych.)
Mnozinu M nazyvame defini¢nim oborem funkce f a znacime ji D(f).

Funkce f, definovand na mnoziné M C E,, kazdému bodu X = [x,...,2,] €
M vprifazuje redlné cislo, které znacime f(X) nebo f(zy,...,x,). Veliciny 4, ..., x,
nazyvame nezdavisle proménné. Definujeme-li funkci f rovnici y = f(x1,...,z,), pak
fikdme, ze y (nebo i samotnd funkce f) “zdvis{” na proménnych x1, ..., z,.

Pro znaceni funkci vice proménnych plati stejna pravidla, jako u funkei jedné pro-
ménné. Na zcela exaktni drovni je tedy mezi f a f(X) tento rozdil: Zatimco f je oznaceni
funkce, f(X) je ¢islo — a to hodnota funkce f v bodé X. Podobné jako u funkei jedné
proménné, nebudeme vSak ani zde toto pravidlo dodrzovat zcela dusledné a funkci
budeme c¢asto oznacovat jak f, tak tteba f(X), f(z1,x2), f(z1,...,2,), f(x,y) atd.
Prvni znaceni (tj. f) mé tu vyhodu, zZe je ptresné a kratké. Dalsi znaceni (tj. napiiklad
f(z1,22)) mé jinou vyhodu, a to Ze je z néj okamzité patrné, na kolika a jakych
proménnych f zavisi.

Funkce budeme casto znacit i jinymi pismeny nez f, napiiklad g, h, F', apod.

Necht f je napifklad funkce, kterd kazdému bodu X = [z, xs] z mnoziny M =
{lz1, 29]) € Eg; 2o > 1} prifazuje ¢islo x1 + /7. Tuto skutecnost mizeme zapsat takto:

1. f:y=x1+/x2 prozy >1,
2. fxy,29) = 1 + /T2, [21,22] € M,

apod. Méjte na paméti nasledujici dulezité pravidlo, které jiz znate z teorie funkci jedné
proménné: pokud v definici funkce nenf explicitné (tj. vyslovné) zadén definiéni obor,
pak za defini¢ni obor povazujeme mnozinu vSech moznych hodnot nezavisle promén-
nych, pro které ma formule, jiz je funkce definovand, smysl. Jestlize tedy definujeme
funkci g napriklad rovnici

(I.2.1) g(x,y,z) = x In(y + 2)

bez blizsi specifikace definiénitho oboru, pak definiénim oborem funkce g rozumime
mnozinu vsech bodu [z,y, z] € E3, pro které mé vyraz na pravé strané (1.2.1) smysl. Je
to mnozina {[z,y, z] € E3; y+ z > 0}. Piseme:

D(g) = {[z,y,z] € Es; y+ 2> 0}.

1.2.3. Obor hodnot. Graf. Predpokladejme, ze f je funkce n proménnych, definovana
na mnoziné M C E,,.

Oborem _hodnot funkce f rozumime mnozinu

H(f)={yeR; 3IXeM: y=f(X)}.
Grafem funkce f nazyvdme mnozinu
gr(f) ={[X,y] € Eps1; X € May=f(X)}.

Ze stiedni skoly i z kurzu Matematika I je vam znamo, ze grafem “rozumné” funkce
jedné proménné je kiivka v Ey. (“Rozumnou” funkei minime napiiklad spojitou funkei,
podrobné to vsak na tomto misté nebudeme rozebirat.) Podobné, grafem “rozumné”

11



funkce dvou proménnych je
plocha v Es. (Viz obr. 3.)
Analogicky, grafem “rozum-
né¢” funkce tii proménnych
je utvar v E;. To si vsak
jiz  jen stézi nékdo dokéze
predstavit.

Obr. 3

1.2.4. Izokrivky. Kromé grafu existuje jesté jedna moznost, jak vizualné priblizit
funkci dvou proménnych. Tou moznosti je sestrojeni soustavy tzv. izoktivek.

Je-li y = f(x1, z2) funkce dvou proménnych a k je zvolené realné ¢islo, pak mnozinu
bodu {[x1, x2] € Eo; f(21,22) = k} nazyvame izokrivkou funkce f. Rovnici f(z1,22) = k
nazyvame rovnici uvazované izoktivky.

Funkce dvou proménnych miuize mit nekoneé¢né mnoho izokfivek: Ruznym hodnotam
k odpovidaji ruzné izokfivky. Izokfivka muze byt i prazdnd mnozina, jestlize k & H(f).
[zoktivka obecné nemusi byt kiivkou: Naptiklad pro konstantni funkci y = k£ na mnoziné
M je izokfivka o rovnici f(z1,25) = k mnozinou identickou s M. Nazev “izokiivka” se
vzil proto, ze pro vétsinu spojitych a nekonstantnich funkei f jsou izokfivky skutecné
tim, co si predstavujeme pod pojmem “kiivka”. Casto se téz pouzivé nizev “izocéra’.

4

Obr. 4a Obr. 4b
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I.2.5. Piiklady izokiivek. a) Izokrfivky jsou bézné pouzivéany pii kresleni map:
Naptiklad kiivky, spojujici body se stejnou nadmotskou vyskou, jsou izokiivkami funkce
y = f(x1,x2), uddvajici nadmorskou vysku mista o soufadnicich zy, z5. (Pouzivd se
nézev wrstevnice.) Nebo kiivky, spojujici body se stejnou teplotou, jsou izokiivkami
funkce y = T(x1,x2), udavajici teplotu v bodé [z1,xs]. (Tyto izokiivky se nazyvaji
izotermy.) Krivky, spojujici body se stejnym tlakem, jsou izokiivkami funkce y =
P(x1,x9), udavajici tlak v bodé [z1, xs]. (Témto izokiivkam se iika izobary.)

b) Kruznice o rovnicich z2+z3 = k (pro ruznd k > 0) jsou izokfivkami funkce y = z3+z3.
(Grafem této funkce je rotaéni paraboloid v Eg — viz [5], str. 43.)

c) Na obr. 4a vidite ¢ast grafu funkce y = 22 — 23 a na obr. 4b vidite odpovidajici

soustavu izoktivek. Izokfivkami jsou hyperboly o rovnicich 2% — 23 = k pro riznd k € R.

1.2.6. Izoplochy. Je-li f funkce tii proménnych a k je realné cislo, pak mnozinu bodu
{1, 22, x3) € E3; f(x1,29,23) = k} nazyvame izoplochou funkce f.

Izoplocha je podobnym pojmem, jako izoktivka, ovSsem “o jednu dimenzi vyse”.
Uvazovana funkce je funkei tif proménnych, nikoliv pouze dvou, a izoplocha je mnozinou
v E3, nikoliv pouze v E,. Izoplocha muze byt obecné velmi rozmanitou mnozinou, pro
vétsinu spojitych a nekonstantnich funkei tii proménnych je vSak jeji tvar v souladu
s tim, co si predstavujeme pod pojmem “plocha”.

Napiiklad kulové plocha z?+3?+2? = 4 je izoplochou funkce f(z,vy, z) = r?+y?+2°.

1.2.7. Operace s funkcemi. Predpokladejme, ze f a g jsou funkce n proménnych
s defini¢nimi obory D(f), D(g) C E,. Souctem funkci f a g rozumime funkci h, jejiz
defini¢ni obor je D(h) = D(f) N D(g) a kterd kazdému X € D(h) pfifazuje hodnotu
h(X) = f(X) + g(X). Zkracené piseme: h = f + g. Analogicky definujeme i rozdil a
soucin dvou funkei.

Podobné muzeme definovat i podil funkei f a g. V definiénim oboru podilu se vsak
nesmi vyskytovat zadné body, ve kterych je jmenovatel nulovy. Definice podilu tedy
zni: Podilem funkci f a g rozumime funkci A, jejimz definicnim oborem je mnozina
D(h) = D(f) N {X € D(g); g(X) # 0} a kterda kazdému X € D(h) ptitazuje ¢islo
h(X) = f(X)/g(X). Zkracené piseme: h = f/g.

Vidite, ze operace mezi funkcemi vice proménnych se definuji stejné, jako v piipadé
funkci jedné proménné. Podobné je tomu i s dalsimi pojmy, které nasleduji v této kapi-
tole.

I.2.8. Slozend funkce. Predpokladejme, ze y = f(x1,...,x,) je funkce n proménnych
x1, ..., Ty. Dosadime-li na misto téchto proménnych dalsi funkce, které zavisi napriklad
na k proménnych tq, ..., tx:

I = gOl(tl,...,tk), ey Iy = QO(tl,...,tk),

ziskame funkei

(122) Yy = f(@l(tla N 7tk>, ey Qon(tla ce ,tk))
Tuto funkci nazyvame sloZenou funkci. f je wnéjsi funkce a @1, ..., @, jsou vnitrni
funkce.
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Je patrné, ze aby slozena funkce (1.2.2) byla definovana v néjaké mnoziné G C Eyg,
musi byt vSechny funkce o1, ..., @, definovany v mnoziné G a

[cpl(tl,...,tk), ooy onlty, . ,tk)] € D(f) pro vSechna [t1,...,t;] € G.

1.2.9. Priklad. Predpokladejme, ze y = f(x1, z3) je funkce dvou proménnych, defino-
vand v Es. x1 a 1o muzeme povazovat za kartézské souradnice bodu X = [z1, 2] v Es.
Jsou-li r, ¢ poldrni souradnice téhoz bodu X, pak z; = r cos ¢ a x5 = r sin p. (Viz
odstavec 11.3.5.) Dosadime-li toto vyjadreni =1 a xs do funkce f, ziskame slozenou funkci
y = f(r cos ¢, r sin ¢).

1.2.10. Omezend funkce. Necht f je funkce n proménnych a M C D(f). Funkci
f nazyvame shora omezenou na mnoziné M, jestlize existuje realné cislo K takové, ze
VXeM: f(X)<K.

Analogicky, funkci f nazyvame zdola omezenou na mnoziné M, jestlize existuje realné
¢islo L takové, ze VX € M : f(X) > L.

Funkci f nazyvame omezenou na mnoziné M, je-li f na M omezena zdola i shora.

Je-li funkce f shora omezend na celém svém definiénim oboru D(f), pak tuto funkci
nazyvame kratce shora omezenou. Analogicky definujeme i funkci zdola ome- zenou a

omezenou.

I.2.11. Piiklad. Funkce f: y = z?+23 je zdola omezend, nikoliv viak shora omezen4,
v E,. Grafem f je paraboloid.

1.2.12. Vektorova funkce. Vektorové pole. V mechanice a dalsich disciplinach ¢asto
pracujeme s funkcemi, které kazdému bodu néjaké mnoziny pfirazuji nikoliv realné ¢islo,
ale vektor. Jako piiklad muzeme uvést rychlost tekutiny, proudici v oblasti M. Rychlost
v kazdém bodé X = [xy, 29, 23] € M je vektor, nikoliv skaldr. Jinym piikladem je defor-
mace télesa, vyplnujictho puvodné oblast M C Ej: Kazdému bodu X = [z1, 29, 23] € M
lze prifadit vektor, udavajici posunuti bodu X. Funkce, jejichz hodnotami jsou vektory,
nazyvame vektorovymi funkcemi. Presna definice vektorové funkce zni:

Predpokladejme, ze M C [E,. Zobrazeni, které kazdému bodu X € M pritazuje
vektor v [E,,, nazyvame vektorovou funkci.

Je-li vektorova funkce f definovana v mnoziné M C E,, pak existuje n skaldrnich
funkcei fy, ..., f, takovych, ze

f(X) = (fi(X),..., fa(X)) prokazdé X € M.

Tuto skutecnost kratce zapisujeme:

f= (fh'"afﬂ)‘
fi, ..., fn nazyvame souradnicové funkce vektorové funkce f. Oznacime-li e, ..., e,
jednotkové vektory, orientované souhlasné s osami x1, . .., x,, pak také muzeme pouzivat
ZApis
f(X) = filtX)er+---+ fu(X)e, prokazdé X € M
nebo f=fiet +- -+ fren.
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Specidlné, kdyz n = 3, tak misto vektoru e;, ey, e3 Casto pouzivame oznaceni i, j,
k (podobné, jako kdyz misto 1, xo, x3 znacime soutadnice x, y, z.) Vektory i, j, k
jsou jednotkové vektory, které jsou postupné orientované souhlasné s osami z, y, z.
Vektorovou funkci f se souradnicovymi funkcemi U, V', W pak muzeme zapisovat takto:

f=(U,V,IW) nebo f=Ui+Vj+Wk

Je-lin =2 af je “rovinnd” vektorova funkce se souradnicovymi funkcemi U, V', pak
muzeme analogicky psat:

f=(U,V) mnebo f=Ui+V]j.

Dalsimi piiklady vektorovych funkei jsou intenzita gravitacniho pole, intenzita elek-
trostatického nebo magnetického pole atd. Ve vSech téchto pripadech je mozné kazdému
bodu X z urcité mnoziny M C [Ejz pritadit vektor — silu, kterou pusobi gravitacni
(nebo elektrostatické) pole na hmotny bod o jednotkové hmotnosti (nebo na jednotkovy
nédboj) umistény v bodé X, apod. Ve fyzice se ¢asto misto “funkce” pouziva nézev
“pole”: Hovoii se o poli rychlosti proudici tekutiny, o gravitacnim poli a o elektromag-
netickém poli. Proto i v matematice misto “vektorova funkce” casto pouzivame nazev
vektorové pole.

V nékterych piipadech, zejména pii fyzikalnich aplikacich, je vhodné zduraznit rozdil
mezi vektorovou funkei (vektorovym polem) a obycejnou funkci, jejiz hodnoty jsou realné
¢isla (skalary). Proto “obycejnou” funkci n proménnych nékdy nazyvame skaldrni funkci
nebo skaldrnim polem. Jako piiklady skalarnich poli muzeme uvést pole teplot v télese
vypliiujicim mnozinu M C [Es, intenzitu osvétleni na rovinné desce, pokryvajici mnozinu
M C EQ atd.

V tomto textu se budeme zabyvat zejména skalarnimi funkcemi. Abychom to ne-
museli porad opakovat, uc¢inime tuto imluvu: Kdykoliv pouzijeme nézev “funkce” bez
jakéhokoliv adjektiva, budeme mit na mysli skalarni funkci. S vektorovymi funkcemi a
s jejich integraly se setkdme zejména v kapitolach 111.4, TI1.5, IV.4 a IV.5.

1.3. Limita a spojitost.

I.3.1. Limita funkce — motivace. Pfipomenme oznaceni, zavedené ve skriptu [5],
str. 46: R* je tzv. rozsifend mnozina redlnych ¢isel. Je to sjednoceni mnoziny realnych
¢isel R a dvouprvkové mnoziny {—o0; 4+o00}. Dalsi podrobnosti o mnoziné R* lze nalézt
v [5], str. 46.

Piedpoklddejme, ze f je funkce n proménnych, A € E, a a € R*. Kdyz fekneme,
ze “f(X) se blizi k a”, pokud se “X blizi k A”, tak si pod tim jist¢ dokdzete néco
predstavit. Z kurzu Matematika I uz vite, ze matematika umi takovou predstavu presné
popsat pomoci pojmu “limita”. V nésledujicich odstavcich budeme definovat dva typy
limit. V prvnim ptipadé budeme predpokladat, ze X se blizi k A “ze vSech stran”.
(Limita v bodé A, odstavec 1.3.2.) Ve druhém piipadé budeme predpoklddat, ze X se
také blizi k bodu A, avsak X piitom patii do néjaké mnoziny M. (Limita v bodé A
vzhledem k mnoziné M, odstavec 1.3.8.) X se tedy muze blizit k A naptiklad po urcité
kiivce nebo z néjaké mnoziny, na jejiz hranici lezi bod A, apod.
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I.3.2. Limita funkce. Piedpoklddejme, Ze f je funkce n proménnych, A € E,, a € R*
a existuje prstencové okoli P(A), které je celé obsazeno v defini¢cnim oboru funkce f.
Jestlize pro kazdou posloupnost bodu { X} v P(A) plati implikace

Xy — A = f(Xy) — a,

pak ¢islo a nazyvame limitou funkce f pro X blizici se k A. Piseme:

lim f(X)=a nebo lim flxy, ... x,) = a.
X—A T1—A1, ey Tn—0n
Pripomenme, ze X, — A je pouze kratsi zapis toho, ze lim X, = A.

Podobné, f(X)) — a znamend, Ze klim (Xk) = a. foree
— 400

Vidite, ze aby funkce f mohla mit limitu pro X — A, musi byt definovand v néjakém
prstencovém okoli bodu A. Funkce f pak ma limitu rovnou a pro X — A, jestlize, zhruba
feceno, pii X blizicim se k A z jakéhokoliv sméru, se funkéni hodnoty f(X) blizi k ¢islu
a. V bodé A samotném funkce definovand byt muze i nemusi. Existence a hodnota limity
f(X) pro X — A zavisi vyhradné na chovéani funkce f v prstencovém okoli bodu A,
nikoliv v bodé A samém. To je stejné, jako u funkce jedné proménné.

Limitu funkce f n proménnych v bodé A € E, jsme definovali pomoci dvou limit
posloupnosti: lim X}, a lim f(Xj). Upozornujeme ¢tenéie, ze toto neni jedind moznost,
jak limitu funkce n proménnych definovat. Pti vyvoji diferencidlniho poc¢tu funkei vice
proménnych vzniklo vice moznych definic, vSechny vsak vyjadiuji totéz.

Ze skutecnosti, ze posloupnost redlnych ¢isel {f(X;)} muze mit (pro k& — +o0)
nejvyse jednu limitu a, lze snadno odvodit nasledujici vétu:

1.3.3. Véta. Funkce f muze mit v bodé A € E, nejvyse jednu limitu.
To znamena, Ze jsou mozné pouze dva pripady:
1) )%imA f(X) neexistuje (jinymi slovy: funkce f v bodé A nemd zadnou limitu),
2) nebo )%imA f(X) existuje a mé jedinou hodnotu a.
sin(z? + y?) .
1.3.4. Priklad. f(x,y) = ———— VysSetiime lim x,1).
fey) = =50 y L)

Funkce f je definovand v celém E, s vyjimkou bodu [0, 0]. f(z,y) zavisi na x a y pouze
prostfednictvim vyrazu x? + y*. Kdyz se [z, y] blizi k [0, 0], tak se x* + y* bliz{ k nule.
Oznac¢ime-li tedy z = 2% + y?, pak z [z,y] — [0,0] plyne, Zze = — 0. Proto

sin(z? + y?) sin z

lim ]f(x,y) = lim = lim

= 1.
[z,y]—[0,0 [zy]—[0,0] 22 + y? 20 2

2 2

T
1.3.5. Priklad. ¢g(x,y) = ——  VySetfime lim x,Y).
9(z,y) = — W L i 9(z,y)
Funkce g je definovand v Ey — {[0, 0]}. Piedstavme si nejprve, ze [z, y] se blizi k [0, 0] po

ose x. To znamend, ze y =0, v # 0 a ¢ — 0. Pak
2

xr

Proto g(z,y) — 1 pro [z,y] — [0, 0] po ose x. Déle si predstavme, ze [z, y| se blizi k [0, 0]
po ose y. To znamend, ze v =0, y # 0 a y — 0. Pak
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9(z,y) = g(0,y) = e —1L

Proto g(x,y) — —1 pro [z,y] — [0,0] po ose y. Hodnoty g(x,y) se tedy mohou blizit
minimélné ke dvou ruznym éislum (1 a —1), jestlize [z,y] — [0,0] z ruznych sméru.
Kdyby limita g(z,y) pro [z,y] — [0, 0] existovala, pak by musela mit zdroven hodnotu
11 —1. To vsak odporuje véte 1.3.3. Proto limita

L im 9(z,y)
neexistuje.

1.3.6. Poznamka. Postup z ptikladu 1.3.5 lze zobecnit: Jestlize
1) g(X) — a; pro X blizici se k A po néjaké kiivce C; a
2) g(X) — as (kde ag # ay) pro X blizici se k A po néjaké jiné kiivce Cs,

k li X istuje.
pak lim g(X) neexistuje

i 2
S A 20) ctitme lm (o, ).

1.3.7. Priklad. g(zq,29) = P oy

Funkce ¢ je definovana pro z; 4+ 2x5 # 0. To znamena, zZe je definovand ve vSech bodech
Es kromé piimky z; + 2xo = 0. Tato piimka prochédzi bodem [0, 0]. Funkce g tedy neni
definovand v zddném (celém) prstencovém okoli bodu [0, 0], protoze jakékoliv prstencové
okoli [0,0] ma s ptimkou 7 + 2x5 = 0 neprazdny prunik. Proto limita

oy g9(x1,2)
neexistuje.

1.3.8.* Limita funkce vzhledem k mnoZiné. Predpoklddejme, 7Ze f je funkce n
proménnych, a € R*, M je mnozina v E,,, A je hromadny bod mnoziny M a existuje
prstencové okoli P(A), pro nez plati P(A)NM C D(f). Jestlize pro kazdou posloupnost
bodu {Xy} v P(A) N M plati implikace

Xy — A = f(Xy) — a,

pak ¢islo a nazyvame limitou funkce f pro X blizici se k A vzhledem k mnoZiné M.
Piseme:

lim f(X)=a nebo zl_ml’h{pln_mn flxy,...,x,) = a.
XeM [T,y zn]EM

Typickou situaci ktera je motivem k zavedeni a vysetfovani limity vzhledem k mno-
ziné M je pripad, kdy A se nachdzi na hranici mnoziny M a nezavisle proménna X se
neblizi k limitnimu bodu A ze vSech stran, ale jenom z mnoziny M. Je patrné, ze aby
funkce f mohla mit limitu v bodé A vzhledem k mnoziné M, nemusi jiz byt definovana
v néjakém celém prstencovém okoli P(A). Staci, kdyz je definovand na pruniku P(A)
s mnozinou M. Aby méla uvedend definice rozumny smysl, pozadujeme rovnéz, aby
v mnoziné M existovala alespon jedna posloupnost bodu {Xj}, ruznych od A, kterd
konverguje k A. To je splnéno, je-li A hromadnym bodem mnoziny M.

Vidite, ze limita funkce pro X — A, definovana v odstavci 1.3.2, je vlastné limitou
pro X — A vzhledem k libovolnému prstencovému okoli bodu A.
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Pro limitu funkce vice proménnych v bodé A € E, vzhledem k mnoziné M C E,
plati stejna véta, jako 1.3.3:

1.3.9.% Véta. Funkce f miize mit v bodé A € E, nejvyse jednu limitu vzhledem
k mnoziné M C E,,.

1.3.10.* Piiklad. Vrafme se k limité z pitkladu 1.3.7. Pokud budeme limitu poéitat
jakozto limitu vzhledem k mnoziné téch x; a x5, pro kterd je xy + 2x5 # 0 (neboli
[z, 29) € M = {[z1,22] € Eg; 1 + 229 # 0}), pak muzeme oznacit u = x1 + 2x2 a pro
limitu plati:

. 9 .

sinfey +2w5) _ o sinw

1m
[21,22]—[0,0] T + 229 u—0 U
[zq,z0]EM

[wl 7332} - [010}
[x1,x2]EM

[1?1,172]—>[0,0]

S X : ~ 7 o~ 3 e} L4t
Jesté poznamenejme, Ze misto muzeme pod “lim” psat i o1t 0ma 0

L3.11.* Piiklad. Vysetifme lmitu lim [23: g+ T Qy].
z,y|—[2,1
z—2y>0

Uvazovana funkce je definovana v poloroviné M = {[z,y]|; = — 2y > 0}, na jejiz hranici
lezi bod [2,1]. Jestlize se bod [z, y] blizi k [2,1] a zdroven [x,y] zustdva v mnoziné M,
pak ztejmé r - 2 ay — 1 a

lim [Qx—y—l—\/x—Zy} —92.2-14v2-2.1=3.

z,Y|—|<,

z—2y>0
1.3.12. Rozdil, soucet, soucin a podil limit. Z teorie funkci jedné proménné
vime, Ze limita souc¢tu (rozdilu atd.) dvou nebo vice funkei se za jistych jednoduchych
predpokladu rovnd souctu (rozdilu atd.) limit. Stejnd tvrzeni plati i pro limity funkei
vice proménnych. Tato tvrzeni zde znovu vypiseme, pro jednoduchost vsak pouze pro
limitu definovanou v odstavci 1.3.2; tj. limitu pro X — A.

Predpokladejme, ze )1(1LnA f(X)=a a %{1}4 g(X) =10b. Pak

lim [ f(X)+£g(X)] = axb,

X—A
lim f(X)-9(X) = a-b,

lim @ _ ¢
X—ag(X) b

za predpokladu, ze vyrazy na pravych stranach maji smysl.

Predpoklad o tom, ze vyrazy na pravych stranidch maji smysl, znamend, ze na
pravych strandch nesmi vzniknout napiiklad vyrazy (+o00)—(400), 0-(+00), 5/0, apod.
Stejna tvrzeni plati i pro limitu pro X — A vzhledem k néjaké mnoziné.

Z diferencidlniho poctu funkei jedné proménné znate i limity pro x — +oo. Ve
vicerozmérném prostoru E, vSak nema rozumny smysl definovat dva sméry “do +o00”
nebo “do —o¢”, jako v E;. Nicméné, lze vysetiovat chovani (limitu) funkce, vzdaluje-
li se X neomezené od pocatku (tj. [|[X — O] — +o0) bud jakymkoliv smérem nebo
pouze v urcité neomezené mnoziné. Takovymi typy limit se vSak v tomto textu zabyvat
nebudeme.
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1.3.13. Spojitost funkce — motivace. Na obr. 5a a obr. 5b vidite grafy dvou funkei
dvou proménnych na mnoziné M C Ey. Zatimco grafem funkce f (obr. 5a) je “neporuse-
nd plocha” v E3 “nad” mnozinou M, o grafu funkce g (obr. 5b) se totéz tici neda. Matem-
atika charakterizuje takové chovani funkei f a g pomoci pojmu “spojitost”: O funkci
f muzeme fici, ze je “spojitd” v bodé A i na mnoziné M, o funkci g vSak neplati ani
jedno, ani druhé.

V dalsich odstavcich najdete presné definice spojitosti v bodé A, spojitosti v bodé
A vzhledem k mnoziné M a spojitosti na mnoziné M, spolu s dalsimi komentari.

Obr. 5a Obr. 5b

1.3.14. Spojitost funkce v bodé A. Predpokladejme, ze f jevfunkce n proménnych,
A € D(f) a existuje okoli U(A), které je celé obsazeno v D(f). Rikdme, ze funkce f je
spojitd v bodé A, jestlize pro kazdou posloupnost bodu { X3} v U(A) plati implikace

Xy — A = f(Xy) — f(A).

Porovnate-li tuto definici s definici 1.3.2 (limita funkce), uvidite, Ze plati toto jedno-
duché tvrzeni: Funkce f je spojita v bodé A prave tehdy, je-li
li X) = f(A).
Jim F(X) = f(4)
Definice spojitosti funkce n proménnych v bodé A € E, je tudiz rozsitenim definice
spojitosti funkce jedné proménné v bodé a € E;, znamé z Matematiky I. Smysl definice

zustava stejny. Zhruba feceno: Kdyz se X blizi k A z jakékoliv strany, funkéni hodnoty
f(X) se musi blizit k hodnoté funkce f v limitnim bodé A, tj. k f(A).

1.3.15. Spojitost funkce v bodé A vzhledem k mnoziné M. Predpokladejme,
ze f je funkce n proménnych, M C E, a A € D(f) N M. Rikdme, ze funkce f je
spojitd v bodé A vzhledem k mnoziné M, jestlize pro kazdou posloupnost bodu {Xj}
v M plati implikace

X = A = [(Xp) = f(A).

Smysl definice je ziejmy: Spojitost funkce f v bodé A vzhledem k mnoziné M zavisi
pouze na chovani f v bodech mnoziny M. Kdyz se X blizi k A, pritom ale X zustava
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v M, pak se funkéni hodnoty f(X) musi blizit k hodnoté f(A). Jak se chova funkce f
mimo mnozinu M, i to, jestli je tam vubec definovand, neni podstatné.

Typickou situaci, kdy ma smysl hovorit o spojitosti funkce f v bodé A vzhledem
k mnoziné M, je ptipad, kdy A lezi na hranici mnoziny M. Pokud A je vnitinim bodem
M, pak spojitost v bodé A (ve smyslu definice 1.3.14) a spojitost v bodé A vzhledem
k mnoziné M splyvaji.

Prikladem spojitosti funkce vzhledem k mnoziné je u funkce jedné proménné spo-
jitost v bodé a € [E; zprava nebo zleva. Spojitost zprava v bodé a je totiz spojitosti
vzhledem k pravému okoli a a spojitost zleva v bodé a je spojitosti vzhledem k levému
okoli a.

1.3.16. Spojitost funkce na mnoziné M. Predpokladejme, Ze f je funkce n promén-
nych a M je mnozina v E,,, obsazend v D(f). Rikdme, ze funkce f je spojitd na mnoziné
M, jestlize v kazdém bodé X € M je spojitda vzhledem k mnoziné M.

Jednoduchym ptikladem spojitosti na mnoziné je v teorii funkci jedné proménné
spojitost funkce na intervalu.

7 definice 1.3.16 okamzité plyne toto jednoduché tvrzeni:

Je-li funkce f (n proménnych) spojita na mnoziné M a My C M, pak funkce f je také
spojita na mnoziné M.

1.3.17.* Poznamka. 7 definice spojitosti funkce v bodé A vzhledem k mnoziné M je
patrné, ze je-li A izolovanym bodem mnoziny M, pak jakakoliv funkce, jejiz definiéni
obor obsahuje bod A, je spojita v bodé A vzhledem k mnoziné M. Odtud a z definice
[.3.16 dale vyplyva, ze pokud se mnozina M sklada pouze z izolovanych bodu, pak kazda
funkce, ktera je na ni definovand, je na ni zédroven spojité.

Praktickou otazkou je, jak pozname, ze néjaka funkce je spojita v bodé A, spojitd
v bodé A vzhledem k mnoziné M, nebo spojita na celé mnoziné M. Velmi uzitecné jsou
pri tom néasledujici véty:

I.3.18. Véta (o spojitosti souctu, rozdilu, soucinu, absolutni hodnoty a podilu).
a) Predpokladejme, ze funkce f a g (n proménnych) jsou spojité v bodé A € E,,. Pak
funkce f+g, f —g, f-g a|f| jsou také spojité v bodé A. Je-li g(A) # 0, pak podil f/g
je rovnéz spojitou funkci v bodé A.

(Vyse uvedend ¢ést véty plati i pro spojitost v bodé A vzhledem k mnoziné M.)

b) Jsou-li funkce f a g (n proménnych) spojité na mnoziné M C E,,, pak i funkce f + g,
f—ug9, f-galf]| jsou spojité na mnoziné M. Je-li navic g(X) # 0 pro VX € M, pak
podil f/g je rovnéz spojitou funkci na mnoziné M.

Pomoci principu matematické indukce lze nyni snadno ukazat, ze stejna tvrzeni plati
nejenom pro soucet dvou funkci, ale i pro soucet jakéhokoliv kone¢ného poctu funkei.
Totéz plati pro rozdil, soucin atd.

Nésledujici véta pojednava o spojitosti slozené funkce. Pripomenme, ze kdyz vytvari-

me slozenou funkci pomoci funkce y = f(xy,...,x,), pak za kazdou z proménnych z,
..., x, dosadime néjakou novou funkci, ktera zavisi naptiklad na k proménnych tq, ...,
te: 1 = @1(ty, .. k), ooy Tp = @u(ty, ..., ). MySlenka véty o spojitosti slozené
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funkce je zcela jednoducha — jsou-li vSechny vnitini funkce @1, ..., @i spojité v bodé
A = lay,...,a;] € Ey, zobrazuji-li spolecné bod A na bod B € E,, a je-li vnéjsi funkce
f spojita v bodé B, pak slozend funkce je spojita v bodé A. Podobné, jsou-li vsechny
vnitini funkce 1, ..., ¢, spojité na mnoziné G' C E;, zobrazuji-li spoletné tuto mnozinu
do mnoziny M C E, a je-li vnéjsi funkce f spojitd na mnoziné M, pak slozend funkce
je spojita na mnoziné . Nicméné, presny zapis téchto tvrzeni je formalné trochu kom-
plikovany:

I.3.19. Véta (o spojitosti slozené funkce). a) Predpoklddejme, Ze funkce

(1.3.1) y=flx1,...,2)

je spojitda v bodé B = [by, ..., by], funkce

(132) $1:g01(t1,...,tk), ey ZEn:gDn(tl,,tk)

jsou vSechny spojité v bodé A = |ay,...,a;] a B = [p1(A),...,on(A)]. Pak slozend
funkce

(1.3.3) y=flei(tr,. - th), -, @alti,. ., th))
je spojita v bodé A.

b) Predpokladejme, ze vnéjsi funkce (1.3.1) je spojitd na mnoziné M C E,, vSechny
vnitini funkce (1.3.2) jsou spojité na mnoziné G C Ej a zobrazeni

r, = 901(251, Ce ,tk),
(1.3.4) :

Ty = gDn(tl, Ce ,tk)
zobrazuje mnozinu G' do M. Pak slozend funkce (1.3.3) je spojita na mnoziné G.

Predpoklad, ze zobrazeni (1.3.4) zobrazuje mnozinu G' do mnoziny M znamena, ze
pro kazdé T = [t1,...,t;] € G patii bod X = [z1,...,x,], jehoz soufadnice jsou dany
rovnicemi (1.3.4), do mnoziny M.

Nyni uz muzeme vysettit spojitost mnoha konkrétnich funkci. Uvadime priklad:
1.3.20. Priklad. Funkce
h(z,y,z) = In(z + y) + cos(y — 2)

je spojitou funkci v poloprostoru G = {[z,y,2] € E3; * +y > 0} (ktery je jejim
defini¢nim oborem).

Je ztejmé, Ze GG je definicnim oborem funkce h. Podminka x +vy > 0 vyplyva z toho,
ze x + y je argumentem logaritmu a logaritmus je definovan pouze pro kladné hodnoty
svého argumentu.

Funkce h(z,y, z) je sou¢tem dvou slozenych funkei: In(z + y) a cos(y — z). Vnéjsi
funkce logaritmus je spojitd na (0, 4+00). Vnitin{ funkce z + y je spojitd v G a zobrazuje
G do (0,+00). Slozena funkce In(x + y) je tedy spojitd v G. Vnéjsi funkce kosinus je
spojitda v [E;. Vnitini funkce y — z je spojita v G a zobrazuje G do E;. Slozena funkce
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cos(y — z) je proto spojita v G. Funkce h, jakozto soucet dvou spojitych funkei v G, je
také spojita funkce v G.

Na konci této kapitoly jesté uvadime vétu, kterd je obdobou znamé véty z teorie
funkei jedné promeénné:

1.3.21. Véta (o nabyvani mezihodnot). Predpoklddejme, Ze funkce f (n promén-
nych) je spojitd na mnoziné M C E,, A a B jsou dva body v mnoziné M a L je lomena
c¢éara, kterd spojuje body A a B a kterd lezi cela v M. Pak ke kazdému ¢islu y mezi f(A)
a f(B) (véetné mozné rovnosti) existuje bod X € L takovy, ze y = f(X).

Této véte se také iika, stejné jako analogické vété pro funkce jedné proménné, Dar-
bouxova véta. Jeji vyznam je jednoduchy. Ptredstavte si, Ze se pohybujete po lomené
care L od A k B. Hodnoty funkce f se v bodech, kterymi prochazite, méni spojité.
Funkce f tedy nemuze zddnou zvolenou hodnotu y mezi f(A) a f(B) preskocit. Nekde
na lomené ¢are L proto musite narazit na bod X, ve kterém je y = f(X).

1.4. Parcialni derivace. Diferencovatelna funkce. Te¢na rovina.
Diferencial.

1.4.1. Parcialni derivace — motivace. 7 diferencidlniho poctu funkei jedné proménné
znéte pojem derivace. Jisté si vzpominate, ze f’(a) je smérnice teény ke grafu funkce f
v bodé [a, f(a)]. f'(a) vyjadiuje miru, s jakou se méni hodnoty f(x), kdyz proménna x
prochazi bodem a. Predpokladejme nyni, ze f je funkce n proménnych a A = [aq, ..., a,]
je bod v definicnim oboru funkce f. Zajima-li nds mira zmény hodnot f(X), kdyz
proménny bod X prochazi bodem A, pak musime nejprve ur¢it smeér, kterym X prochazi
bodem A. V E, totiz, na rozdil od E, je daleko vice moznosti. Zvolime-li za ptislusny
smér napiiklad smér rovnobézny s osou x1, pak proménny bod X ma prvni soutadnici
r1 proménnou, ale vSechny ostatni jsou konstantni a stejné, jako souradnice bodu A:
X = [x1,a9,...,a,]. (Kreslete si obrdzek v Ey.) Na f(X) = f(x1,aq,...,a,) pak muzeme
hledét jako na funkci jedné proménné z; a muzeme ji jako takovou podle z; v bodé
r1 = ay derivovat. Piislusna derivace je rovna limité

(141) lim f(a1+h,a2,...,an)—f(al,ag,...,an)
4. lim ; |

jestlize tato limita existuje a je konecnd. (Srovnejte s definici 111.4.3 ve skriptu [5],
str. 63.) Uvazovanou derivaci nazyvame parcidlni derivaci f podle x; v bodé A. Tato
derivace vyjadiuje miru zmény hodnot funkce f, prochézi-li proménna X bodem A
smérem shodnym s orientaci osy x1. Pfesnou definici parcialni derivace obsahuje nasledu-
jici odstavec 1.4.2.

Limitu (I.4.1) muzeme zapsat i kratsim zpusobem: Vratme se k oznaceni A =
lai, ..., a,). Je-li e; jednotkovy vektor, orientovany souhlasné s osou x; (viz oznaceni
v odstavci 1.2.13), pak [a; + h,as,...,a,] = A+ he;. Limita (1.4.1) je tudiz identicka
s limitou

i) oy T4 100 1)
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Nyni muzeme prikrocit k definici parcidlni derivace podle obecné proménné x;.

1.4.2. Parcidlni derivace v bodé A. Predpokladejme, ze y = f(z1,...,x,) je funkce
n proménnych, A = [a,...,a,] € D(f), i je jedno z ¢isel 1, ..., n a e; je jednotkovy
vektor v [E,,, orientovany souhlasné se soutadnou osou z;. Existuje-li konec¢na limita

_ f(A+he) = f(A)
(L.4.3) }ILILI%] - :

pak jejil hodnotu nazyvame parcidini derivaci funkce f podle proménné x; v bodé A a
oznacujeme ji

af 0 Jy
A A b A).
L), 5o f(A) mebo Y (4)
(Misto A muzeme v zavorce téz vypsat jednotlivé souradnice ay, ..., a,.)

I.4.3. Poznamka. Vidite, ze limita (1.4.3) je zobecnénim limity (I1.4.2) (coz neni nic
jiného, nez jen trochu odlisny zépis limity (I.4.1)). Pokud je vdm puvodni zépis (1.4.1)
blizsi nez zépis (1.4.2), muzete v definici 1.4.2 vyjit z (I.4.1) a misto limity (I.4.3) muzete
parcialni derivaci podle z; definovat limitou

1
(1.4.4) }llin(l) 5 flay,...;ai1,a; + hyayq, ... a,) — flag, ..., a,)].
Je tplné jedno, kterou limitu (tj. (I.4.3) nebo (1.4.4)) v definici pouzijeme, protoze obé
vyjadruji totéz. V kazdém pripadé plati, ze pokud parcialni derivace f podle x; v bodé
A existuje, pak

of _ o f(Athei) = f(A)
1
- }Lli% E [f(ala"‘7ai—17ai+h7ai+17"'7an) _f<a17"'7an> .
I.4.4. Parcidlni derivace jako funkce. Piedpokladejme, ze y = f(x1,...,z,) je
funkce n proménnych. Funkei, kterd kazdému bodu X = [z1,...,x,] € D(f), ve kterém

existuje parcialni derivace f podle x;, pfitazuje hodnotu této parcialni derivace, nazyvame
parcidlni deriaci f podle x;. Znacime ji

af 0 dy
8[@7 al‘lf nebo al’z '
Pro jeji defini¢ni obor plati inkluze
of
D D(f).
(52) < o1

1.4.5. Vypocet parcidlni derivace. 7 definice 1.4.2 je zifejmé, Ze parcidlni derivace
funkce f podle x; vznikne tak, ze na f hledime jako na funkci jedné proménné, a to z;,
a jako takovou ji derivujeme. Ostatni proménné pfitom povazujeme za parametry nebo
za konstanty. Pfi vypoctu parcidlni derivace se budeme 7idit presné stejnymi pravidly.
Vypocet parcidlni derivace je pak stejny, jako vypocet derivace funkce jedné proménné.
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1.4.6. Piiklad. f(x1,29) = 22y 23 + 325 23 — 32} Pak plati:
of 5.6

0
—— =213 + 152 x) — 1227, of =dxyx9+ 21lx] x5 pro [zy,x5] € Es.

8x1 8x2

1.4.7. Piiklad. f(z,y,z) = 2223 — buz + et Pak plati:
of of

3 DY) = doy® — 5z + 2w ™ TV 5y &Y 2) = 6a?y? + 2y e TV
’ y
of

g(x, y,z) = =5z + 22e* TV pro [z,y, 2] € Es.

1.4.8. Parcialni derivace a spojitost. Z teorie funkci jedné proménné vite, ze z exis-
tence derivace funkce y = f(x) v bodé a plyne spojitost funkce f v bodé a. (Viz skriptum
[5], str. 64.) Otazkou je, zda podobné tvrzeni plat{ i pro funkce vice proménnych. Piesné
feceno: Plyne z existence parcidlnich derivaci funkce vice proménnveh v bodé A € E,
spojitost této funkce v bodé A? Odpovéd je: NE. Funkce vice proménnych muze mit
vSechny parcialni derivace v bodé A a presto nemusi byt v bodé A spojita. Ukdzeme to
na jednoduchém prikladu:

Piiklad. Necht f je funkce dvou proménnych, kterd je definovand takto:

0 pro z#0 a y#0,
flzy) =
1 pro £ =0 nebo y=0.

Funkce f ma hodnoty 0 v celé roviné E, s vyjimkou obou os x a y, na kterych jsou
jeji hodnoty rovny 1. Z definice parcialni derivace v odstavci 1.4.2 i z jejtho vyjadieni
v poznamce 1.4.3 snadno plyne, ze

a—f(o,()) = lim % [f(h,0) — f(0,0)] = lim %[1 -1 =0

ox h—0 h—0

a podobné

af 1 1

— = lim — — = lim —[1—1] = 0.

5y (00 = Jim & [/(0,1) = f(0,0)] = lim —[1—1] =0
(Muzete také pouzit tuto dvahu: Funkce f je konstantni na obou osach = i y. Jeji
parcidlni derivace v bodé [0,0] jak podle z, tak podle y, jsou tudiz, jakozto derivace
konstantnich funkei, rovny nule.) Funkce f, ptestoze obé jeji parcidlni derivace v bodé
0, 0] existuji, vsak neni v bodeé [0, 0] spojit4.

Pokracovani. Vidite, ze vlastnost “mit parcialni derivace” je v ptripadé funkce vice
proménnych slabsi vlastnosti, nez vlastnost “mit derivaci” u funkce jedné proménné.
V pifpadé funkce f jedné proménné existence derivace v bodé a zajistuje spojitost
f v bodé a a existenci tecny ke grafu f v bodé [a, f(a)]. U funkce vice proménnych
existence parcialnich derivaci negarantuje ani jedno, ani druhé. Je proto prirozené se
ptat:

1) Co zajistuje u funkce vice proménnych spojitost?

2) Co zajistuje u funkce vice proménnyjch existenci tecné roviny a jakd je jeji rovnice?
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(Graf funkce f je mnozinou, napiiklad plochou, v E3 — viz obr. 3. Misto o te¢né
piimce tedy musime hovofit o te¢né roving.)

V dalsich odstavcich najdete odpovédi na tyto otazky. Uvidite, ze vlastnosti funkce,
kterd zajistuje spojitost i existenci teéné roviny je tzv. diferencovatelnost. Z Matematiky
I vite, ze o funkci y = f(x), kterd m4 derivaci v bodé a, se nékdy k4, ze je diferenco-
vatelnd v bodé a. U funkce vice proménnych se vsak diferencovatelnosti v bodé A mini
0 néco vice, nez je pouhd existence parcialnich derivaci v bodé A. V odstavcich 1.4.9 a
1.4.10 vylozime, co to znamenad, ze funkce vice proménnych je diferencovatelna v bodé
A. Protoze pojem diferencovatelné funkce velmi tizce souvisi s pojmem teéné roviny,
budeme vyznam obou pojmu vysvétlovat soucasné.

1.4.9. Te¢na rovina, diferencovatelna funkce — motivace. Piedstavme si pro
jednoduchost, ze y = f(x1,22) je funkce dvou proménnych, jejimz grafem je plocha
o, a A = [a1,as] je bod v D(f). Souradnice v E3 budeme v tomto odstavci znacit
x1, 2 a y. (r1 a x9 jsou nezdvisle proménné a y je zdvisle proménnd.) Ozna¢me P
bod v Ej3, jehoz soutadnice jsou x; = a1, 2 = ag a y = f(a1,az2). (To znamen4, ze
P =[ay, as, f(a1,a9)] =[A, f(A)].) P je bod na plose o.

Ptirozené pozadavky na te¢nou rovinu k plose ¢ v bodé P jsou:

a) Tecnd rovina prochdzi bodem P.

b) Teénd rovina neni rovnobéznd s osou y.

c) Plocha o se k teéné roviné v bodé P “primykd”.
Pozadavek b) vychdzi z analogie s funkcemi jedné proménné, kde derivace zajistuje
existenci tecny, kterd neni rovnobézna s osou y. Rovin v K3, které vyhovuji pozadavkium
a) a b), je nekonetné mnoho. Jsou to grafy véech moznych linedrnich funkei y = L(X),
kde X = [z1, z2],

(145) L(X) = f(A) + l{?l . (1’1 — al) + ]{72 : (IQ — CLQ)

a ki a ko jsou realné koeficienty.

Nez objasnime, co presné rozumime pozadavkem c), vysvétlime smysl tohoto poza-
davku na prikladu: Predstavte si, ze mate lupu s proménnym zvétsenim. Divate-li se
touto lupou na bod P a nastavujete vétsi a vétsi zvétseni, pak plocha o by se v zorném
poli lupy méla méné a méné lisit od tecné roviny. Pti hypotetickém nekonecném zvétseni
by plocha ¢ méla v zorném poli lupy s teénou rovinou zcela splynout. Popisme tuto
predstavu matematicky. Body na tetné roviné maji souradnice [X, L(X)]. Body na
plose o maji souradnice [X, f(X)]. Tyto body se lisi ve tfeti souradnici. Rozdil tfetich
souradnic je f(X)—L(X). Nastavovéni stéle vétsiho zvétseni lupy znamend, ze v zorném
poli lupy se zobrazuji pouze body ve zmensujicim se okoli bodu P, tj. body, pro jejichz
prvni dvé soufadnice plati ©1 — a1 a x93 — ag. Pak X — A tj. [|[X — A|] — 0.
Pozadavek, aby v zorném poli lupy plocha o stale vice splyvala s tetnou rovinou zna-
mend, ze f(X) — L(X) se m& také blizit k nule, a to dokonce “rychleji”, nez || X — A||.
Vyjadieno matematicky:

(1.4.6) LX) = )

A )
X—a X = A

Situace je nakreslena na obr. 6a. Na obr. 6b vidite dvourozmérny fez obrazku 6a rovi-
nou, prochazejici body A a X a rovnobéznou s osou y. (Osa y je ¢arkované zakreslena

v pozadi.)
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Obr. 6a Obr. 6b

Nyni muzeme v8e shrnout: Rovina y = L(X) (kde linedrni funkce L je ddna rovnici
(I.4.5)) splauje pozadavky a), b) a ¢) a muzeme ji tudiz nazvat te¢nou rovinou k plose
o v bodé P, jestlize je splnéna podminka (1.4.6). Lze dokazat, ze pokud je podminka
(I.4.6) splnéna, koeficienty k; a ko jsou jednozna¢né urcéeny a te¢nd rovina je tudiz také
jednoznaé¢né urcena. Dukaz najdete v odstavci 1.4.12. K tec¢né roviné se znovu vratime
v odstavci 1.4.13, kde uvedeme jeji presnou definici i rovnici.

Uvedeny vyklad muzeme nyni snadno zobecnit pro funkci n proménnych. V tomto
piipadé je A = [aq,...,a,], X = [x1,...,2,] a linedrni funkce L mé& tvar

(L.4.7) LX) = flA) + k- (1 —a1) + ... + by (2 — ay).

ky, ..., k, jsou redlné koeficienty. Misto toho, ze k plose, ktera je grafem funkce y =
f(X), existuje v bodé P = [A, f(A)] teénd rovina, se v matematické analyze Castéji
pouziva réeni, ze “funkce f je v bodé A diferencovatelnd”. Presna a stru¢na definice je
uvedena v nasledujicim odstavci.

1.4.10. Diferencovatelna funkce. Piedpokladejme, ze vy = f(X) = f(z1,..., %)
je funkce n proménnych a A = [ay,...,a,] € E,. O funkci f tikdme, Ze je diferenco-
vatelnd v bodé A, jestlize existuje linedrni funkce (1.4.7) takovd, ze

(148) jjm £ = HX)

= 0.
Xx—A ||X = A

O funkci f tikame, ze je diferencovatelnd v mnozine M C E,, jestlize je diferencov-
atelnd v kazdém bodé mnoziny M.

V odstavci 1.4.15 najdete jednoduchou postacujici podminku, kterd umoznuje poz-
nat, ze funkce f je diferencovatelna v bodé A nebo v oteviené mnoziné M C E,. Difer-
encovatelnost funkce f v bodé A mé dulezité dusledky. S prvnimi dvéma se seznamime
v odstavcich 1.4.11 a [.4.12.

1.4.11. Véta. Je-li funkce f (n proménnych) diferencovatelna v bodé A € E,,, pak je
v bodé A spojita.
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D u k a z: 7 diferencovatelnosti funkce f v bodé A plyne existence linearni funkce
L tvaru (1.4.7), kterd spliiuje podminku (1.4.8). Spojitost funkce f v bodé A lze nyni
dokazat takto:

lim f(X) = lim [f(A) + (f(X) = L(X)) + (L(X) = f(A))]

. f(X) = L(X)
= Jim | £ + TR TR I Al (LX) - FA) | = (),

1.4.12. Véta. Je-li funkce f (n proménnych) diferencovatelnd v bodé A € E,,, pak ma
v bodé A parcialni derivace podle vSech proménnych.

D 4 k a z : Vypocitejme naptiklad parcidlni derivaci f podle z; v bodé A. Zvolme
X = A+he; = [a1+h,as,...,a,]. Predpokladejme nejprve, ze h > 0. Pak || X —A|| =h
a L(X) = f(A) + k1 - h. Z podminky (1.4.8) dostavame, ze

LX)y (LAhe) I )

0 = lim

X—A || X - Al n—0+ h

Stejnou rovnost obdrzime i v pripadé, ze h < 0 a h — 0—. Odtud plyne, ze

Of 1oy _ oo J(A+he) = f(A)

9, Y = 1 2 =h
Podobné, parcidlni derivace f podle dalsich proménnych x, ..., x, v bodé A rovnéz
existujl a jsou postupné rovny koeficientum ks, ..., k,.

Nyni se vratme k tecné roviné ke grafu funkce f, dvou proménnych, v bodé P =
[A, f(A)] € Es. Piedpoklddejme, ze funkce f je v bodé A = [ay, as] diferencovatelnd.
Z odstavce 1.4.9 vyplyva, Ze tecna rovina je grafem jedné z nekoneéné mnoha linearnich
funkei tvaru (1.4.5). (Té, kterd spliuje podminku (1.4.6).) V dukazu véty 1.4.12 jsme déle
odvodili, ze v linedrni funkei (1.4.5), kterd vyhovuje podmince (1.4.6), jsou koeficienty k;
a ko jsou rovny parcidlnim derivacim f podle x; a x5 v bodé A. Muzeme tedy vyslovit
definici:

1.4.13. Teéna rovina. Predpokladejme, ze funkce y = f(x1,x2), dvou proménnych,
je diferencovatelnd v bodé A = [ay, as] € Ey. Tecnou rovinou ke grafu funkce f v bodé
P =[A, f(A)] € E3 nazyvame rovinu o rovnici

(1.4.9) v = 1) + 2L - +

of

ot (A) - (72 — ag).

(Souradnice v E3 jsou zde znaceny 1, x5 a y, stejné jako v odstavci 1.4.9.)
Definici mtuzeme snadno zobecnit pro funkci n proménnych:

Predpoklddejme, ze funkce y = f(x1,...,x,), n proménnych, je diferencovatelna v bodé
A=ay,...,a,] € E,. Tecnou rovinou ke grafu funkce f v bodé P = [A, f(A)] € E, 11
nazyvame mnozinu bodu v E, 1, vyhovujicich rovnici

(I.4.10) y = f(A) + aa—l“i(A) (ry—ar) + ...+ E)a—x];(A) (X — ay).
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(Soutradnice v E, 1 jsou zde znaceny x1, ..., Tn, y.)

Tecnd rovina ke grafu funkce n proménnych je rovinou v prostoru E, ;. Pokud je
n > 2, pak dimenze prostoru E,, | je vétsi, nez 3. Takovy prostor, i rovinu v ném, si tézko
umime predstavit. Abychom vyjadrili, ze rovina v tomto prostoru je “né¢im vice”, nez
pouze rovinou v Ej, ¢asto ji nazyvame “nadrovinou”. U funkce obecné n proménnych
tudiz casto misto o tecné roviné hovorime o tecné nadroviné.

1.4.14. Normala. V tomto odstavci se opét omezime na funkci dvou proménnych.
Predpokladejme, ze funkce y = f(x1,x5) je diferencovatelnd v bodé A = [ay, as] € Es.
Normdlou grafu funkce f v bodé P = [A, f(A)] € E3 nazyvame piimku v Ez, kterd
prochazi bodem P a je v tomto bodé kolma k tecné roviné. Smérovym vektorem normaly

je vektor
P
(8:1:1 (A), 0:52(A)’ 1).

Parametrické rovnice normaly jsou

B of _ of _ .
(1.4.11) T =y —i—ta—xl(A), To = Qo +t8x2 (A), y=f(A)—-t tekR

(Souradnice v E3 jsou zde znaceny x1, xa, y.)

1.4.15. Linearni aproximace. Diferencial. Piedpokladejme, ze funkce f, n promén-
nych, je diferencovatelnd v bodé A = [ay,...,a,] € E,. Ze viech moznych linedrnich
funkef (tj. funkef jejichz grafem je rovina v E, 1) je zfejmeé nejlepsi aproximaci funkce f
v okoli bodu A ta linearni funkce, jejimz grafem je tec¢na rovina. Takova linearni funkce
ma rovnici, identickou s rovnici te¢né roviny, tj. s rovnici (1.4.10).

Pro X = [z1,...,x,] “blizko” A tudiz priblizné plati
of

(I.4.12) f(X) = f(A) + a—xl(A) (g —ay) + ... F 8xn(A) (xp — ap)
Toto piiblizné vyjadieni f(X) casto zapisujeme ve tvaru
(1.4.13) f(X) = f(A) + df,
kde
0 0

(I.4.14) df = a—q‘i(A)'(xl—al) + ...+ 85;1(14)-@”—@”).
Vyraz df nazyvame diferencidlem funkce f v bodé A. Vidite, ze diferencidl zavisi jak na
poloze bodu A, tak na rozdilech 1 —aq, ..., x, — a,. Proto je pfesnéjsi misto pouhého
df psét napiiklad df[A](z1 — a1, ..., 20 — ap).

Oznacime-li dry = 1 —ay, ..., dx, = x, —a,, pak X = [r1,...,2,] =
a1 + dxq, ..., 2, +dz,] a

(1.4.15) flar +dxy, ... a, +dz,) = f(ay,...,a,) + df[Al(dxy, ..., dz,),

kde

of
oz,

(1.4.16) Af[Al(das, .., dwy) — 2L

= A)-
ax1< ) d;€1+ +

(A) - dz,.
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Abychom zduraznili, ze diferenciél funkce vice proménnych je, na rozdil od diferen-
cialu funkce jedné proménné, diferencidlem “vzhledem ke vSem proménnym”, nazyvame
jej téz casto totdinim diferencidlem.

1.4.16. Jak pozname, Ze funkce je diferencovatelna. V odstavcich 1.4.9-1.4.15
jste videéli, ze diferencovatelnost funkce f v bodé A je dulezitou vlastnosti, kterd ma
radu dusledku. Otazkou vsak je, jak jednoduse pozname, zda dana funkce f je v daném
bodé A diferencovatelna. Ovérovani podminky (1.4.8) z definice diferencovatelné funkce
by totiz piflis jednoduché nebylo. Odpovéd poskytuje nasledujici véta. Cast a) se tyka
diferencovatelnosti funkce f v bodé A, ¢ast b) obsahuje postacujici podminku pro difer-
encovatelnost funkce f v oteviené mnoziné M.

Véta. Predpokladejme, zZe f je funkce n proménnych.

a) Ma-li funkce f spojité parcialni derivace podle vsech proménnych v bodé A € E,,,
pak je diferencovatelna v bodé A.

b) Je-li M oteviend mnozina v E, a funkce f ma spojité parcidlni derivace podle
vSech proménnych v mnoziné M, pak je diferencovatelna v mnoziné M.

1.4.17. Piiklad. f(zy,25) =2 In 2y — 25

Je funkce f diferencovatelna v bodé A = [1, 3]7 Pokud ano, napiste rovnici tecné roviny
ke grafu f v bodé P = [1, 3, f(1,3)]. Napiste, jak vypada diferencial funkce f v bodé
A. Pomoci diferencidlu piiblizné vypocitejte hodnotu f(1.2, 3.2).

R e seni: Funkce f ma parcialni derivace

of 2 o

- = —2,.
8%1 T ’ 8.1'2

Obé parcialni derivace jsou spojitymi funkcemi v bodé A. Funkce f je tudiz (podle véty
[.4.16) diferencovatelnd v bodé A. Funkce f a jeji parcidlni derivace maji v bodé A

hodnoty:
of of

1,3) =2 (13 = .
8x1(’3) ’ (91;2(’3) 6

f<1,3) = _97
Rovnici teéné roviny v bodé P = [1, 3, —9] ziskdme dosazenim do rovnice (1.4.9):
(Souradnice v E3 jsou znaceny xq, xo a y.) Diferencidl ziskdme dosazenim do (I1.4.15):

df[1,3](dxy,dzy) = 2dx; — 6dxs.

Ptibliznou hodnotu f(1.1, 3.2) vypocitame pomoci vzorce (1.4.15), ktery pouzijeme
s hodnotami dz; = 0.1 a dzy = 0.2:

F(11,32) = f(1,3) + df[1,3](day,das) = —9+2-0.1—6-0.2 = —10.

1.4.18. Shrnuti dulezitych vét. Predpokladejme, ze f je funkce n proménnych a
A € E,. Véta 1.4.16 tika, ze ze spojitosti parcidlnich derivaci funkce f v bodé A plyne
diferencovatelnost f v bodé A. Z diferencovatelnosti pak plyne spojitost funkce f v bodé
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A (vetal.4.11) a celd fada dalsich vlastnosti. Nasledujici schéma symbolicky shrnuje tyto
a nékteré dalsi dulezité véty. Body 4. a 5. budou probrany az v kapitole 1.5, v zajmu
uplnosti schématu je vsak zarazujeme i zde.

(

1. f je spojita v bodé A. (Veta I.4.11.)

Funkce f ma spojité parcialni

derivace podle vsech proménnych 2. Existuje tecna rovina ke grafu funkce

v bodé A. f v bodé A. Jeji rovnice je (1.4.9)

nebo obecnéji (1.4.10).

ﬂ (Veta I.4.16.)

3. Existuje diferencial funkce f v bodé A.

f je diferencovatelnd v bodé A. — Diferencial je dan rovnici (1.4.16).

4. Derivace f ve sméru daném nenulovym
vektorem u existuje a lze ji vypocitat
pomoci formule (1.5.2). (Véta I.5.5.)

5. Gradient funkce f v bodé A ma geo-
metricky a fyzikalni vyznam, popsany
v odstavci 1.5.7.

1.5. Derivace v daném sméru. Gradient. Parcialni derivace
vyssich fada. Parcidlni derivace slozené funkce.

1.5.1. Derivace v daném sméru. V odstavcich [.4.1 a 1.4.2 je vysvétlena a definovana
parcialni derivace funkce f, n proménnych, v bodé A € E,,. Pripominame, ze parcialni
derivace f podle z; v bodé A vyjadfuje miru zmény hodnot f(X), kdyz “proménny”
bod X prochédzi bodem A smérem, shodnym s orientaci osy x;. Tento smér je definovan
jednotkovym vektorem e;. Prirozenda pottreba vyjadieni miry, s jakou se méni hodnoty
f(X), prochazi-li X bodem A smérem, definovanym néjakym obecnym jednotkovym
vektorem u (ktery nemusi byt shodny s zédnym z vektori ey, . . ., e,) vede k ndsledujici
definici:

Piedpoklddejme, 7e f je funkce n proménnych, A € D(f) a u® je jednotkovy vektor
v E,. Existuje-li konecnd limita

) iy JA 10— 114)

Y

pak jeji hodnotu nazyvdme derivaci funkce f ve sméru u® v bodé A (nebo také
smérovou derivact { v bodé A podle uo) a oznacujeme ji

of

oud

(A4).

1.5.2. Poznamka. Definici derivace funkce f v daném sméru muzeme snadno rozsitit
i na pripad, kdy smeér je definovdn obecnym nenulovym vektorem, ktery nemusi byt
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jednotkovy: Jestlize u je nenulovy vektor v E,, pak jednotkovym vektorem ve sméru u
je vektor u® = u/||ul|. Derivaci f v bodé A ve sméru u definujeme rovnosti

of of

gu T gud

(4) (A4).

(Derivace na pravé strané uz je znama z odstavce 1.5.1.)

V odstavci 1.5.5 uvidite, ze postacujici podminkou pro existenci derivace funkce f
v daném sméru v bodé A je diferencovatelnost funkce f v bodé A. V tomto odstavci se
také dozvite, jak je mozné derivaci funkce v daném sméru jednoduse vypocitat. Vzorec,
ktery budeme pfi vypoctu pouzivat, obsahuje tzv. gradient funkce. S timto pojmem se
proto nyni seznamime.

1.5.3. Gradient. Predpokladejme, ze f je funkce n proménnych zq, ..., z, a A je bod
v E,, ve kterém ma funkce f parcidlni derivace podle vSech proménnych. Gradientem
funkce f v bodé A nazyvame vektor, ktery znac¢ime grad f(A) a pro ktery plati:

grad f(A) = (%(A)’ . sl‘i(A)),

nebo v souladu s oznacenim, zavedenym v odstavci 1.2.12,

9] 0
grad f(A) = a—q“i(A)el + ...+ axf

(A)e,.

Vektorovou funkei, kterd kazdému bodu X € D(f), ve kterém m4 funkce f parcidlni
derivace podle vsech proménnych, ptrirazuje vektor grad f(X ), nazyvame kréatce gradien-
tem funkece f. Znacéime ji grad f. Je patrné, ze D(grad f) C D(f).

1.5.4. Piiklad. f(z,y,2) = 3zy + e~ @+ +2°)  Vypocitejte grad f.
Funkce f méa parcidlni derivace:

of _ —(x?+y%+22) of —
a—x—By—Qxe , a—y—?):c

af 24,24 ,2
_oye- @) 2L g =@yt et
ve T 0z ¢

Gradientem f je vektorova funkce
grad f = (3y — 2z e (AP 3y 9y e (P oy e’(”‘“2+y2+22))
Gradientem f ve zvoleném bodé A, napiiklad A = [0, 1, —1], je vektor
grad f(0,1,—1) = (3, —2e7%, 2¢77).

1.5.5. Existence a vypocet derivace funkce ve sméru u. Za ptredpokladu, ze
funkce f je diferencovatelnd v bodé A a u = (uq,...,u,) je nenulovy vektor v E,, je
mozné dokazat, ze derivace f ve sméru u v bodé A existuje a

of . 1 of of
5a) = Tar (a—xl(A)-ul TR axn(A)mn).

Tuto formuli Ize zapsat jednodussim zpusobem pomoci gradientu funkce f v bodé
A. Vysledek je tak dulezity, ze jej zapiSeme jako samostatnou vétu:
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Véta. Predpokldadejme, ze funkce f (n proménnych) je diferencovatelnd v bodé A € E,,.
Predpokladejme dale, Ze u je nenulovy vektor v E,. Pak derivace funkce f v bodé A ve
sméru u existuje a je mozné ji vypocitat pomoci formule

of _ grad f(A)-u

1.5.2
(152 5y T

(4)

I.5.6. Piiklad. Vypocitejme derivaci funkce f(z,y) = 3z% + bzy + 3> v bodé A =
[1,—1] ve sméru, definovaném vektorem u = (3,2) (pokud derivace existuje).

R e § e n 7 : Parcidlni derivace funkce f jsou:

of _ of _
%—Gx—f—&y, 8y—5x+2y.

Obé parcidlni derivace jsou spojité v celém E,, funkce f je tudiz (podle véty 1.4.16)

diferencovatelna v celém [E,. Pro nas je podstatné, ze je diferencovatelnd v bodé A.
Hledand derivace tudiz existuje. Gradientem f v bodé A je vektor

grad f(1,—1) = (%(1,—1), %(1,—1)) = (6z + 5y, bz + 2y) = (1,3).

[:E,y}:[l,—l]

Pomoci vzorce (1.5.2) dostavame:

of
ou

(1,3)-u  (1,3)-(3,2) 9

T VG S §

1.5.7. Geometricky a fyzikalni vyznam gradientu. Piedpoklddejme, ze funkce
f (n proménnych) je diferencovatelnd v bodé A. Predpoklddejme déle, ze grad f(A) je
nenulovy vektor. Ptejme se: V jakém sméru mad funkce f nejvétsi derivaci? Oznacime-li
a thel, ktery sviraji vektory grad f(A) a u, pak z formule (1.5.2) plyne:

of
ou

_ llgrad fF(A)[] Jlull cos a
[ull

(A) = |lgrad f(A)|| cos a.

vyraz na pravé strané ma maximélni moznou hodnotu, je-li @« = 0. (Pak cos a = 1.)
Muzeme tedy ucinit zavér: Funkce f ma v bodé A nejvétsi derivaci ve sméru, defi-
novaném vektorem grad f(A). Jinymi slovy: vektor grad f(A) uddvd smér maximalniho
rustu funkce f v bodé A. Odtud téz plyne, ze vektor grad f(A) je kolmy k izokiivce
(pro n = 2) nebo k izoplose (pro n = 3), kterd prochdzi bodem A.

Ukazme jednu moznou fyzikalni interpretaci odvozeného vysledku: Predpoklddej-
me, ze T'(z1,xq,x3) je pole teplot v télese V' C E3z a A € V. Vektor grad T(A) udava
smér, ve kterém je v bodé A rust teploty maximalni. Naopak, —grad T'(A) udava smér
maximalniho poklesu teploty v bodé A. Toto mé velmi dulezity dusledek v termomechan-
ice: dle tzv. Fourierova zdkona se teplo sifi pravé smérem maximalniho poklesu teploty
a tzv. tepelny tok je tudiz vektor, rovny —kgrad T'. (Soucinitel k zavisi na materidlu
télesa a nazyva se koeficient tepelné vodivosti.)

1.5.8. Tecna a normala k izoktivce. Piiklad. Jaka je rovnice tecny a normaly ke
kiivce, definované v Ey rovnici 22 + 3y* — 2zy + 3z — 2y = 1, v bodé A = [-1,1]?
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R e$end: Mnozina bodi [z,y] € Ey, vyhovujicich rovnici 22 4 3y? — 2zy + 3z — 2y = 1,
je izoktivkou funkce f(z,y) = 2% + 3y — 2xy + 3x — 2y.

Vyfesme problém nejprve na obecné trovni. Predpokladejme, ze funkce f(xy,x2) je
diferencovatelna v bodé A = [ay, as], grad f(A) je nenulovy vektor a izokfivka f(xy, )
= k prochdzi bodem A, tj. f(a;,as) = k. Vektor grad f(A) je kolmy k izokfivce (=
vrstevnici) funkce f v bodé A. (Viz odstavec 1.5.7.) Proto je také kolmy k piimce, kterd
je tecnou k izokfivce funkce f v bodé A. Bod X = [z1, z5] tudiZ lezi na teéné k izokiivce
prave kdyz vektor X — A je kolmy ke grad f(A), tj. prave kdyz grad f(A)- (X —A) = 0.

Rozepsédnim tohoto skalarniho soucinu ziskame rovnici tecny:

of of

(L.5.3) O By

(A) - (21 —a1) + °—(4) - (22 —a2) = 0.
Normalou k izokfivce v bodé A je primka, kterd prochazi bodem A a je v ném kolma
k izokfivee, tj. kolmé k tecné. Jeji rovnici (jak plyne z analytické geometrie v Eq) proto
jer
of
[.5.4 —
(L.5.4) s

(4) - (=) = 5(A) - (=) = 0

(Smérovym vektorem normadly je grad f(A).)

Nyn{ se vratme k zadané funkci f(z,y) = 2 + 3y*> — 22y + 3z — 2y a k oznaceni
proménnych z, y misto x1, z5. Funkce f ma v bodé bodé [—1, 1] parcidlni derivace:
of af

1= —2 — 1. 11 =(6y—2c—2 — 6.
ax< 1) =2r—2y+3)| , 8y( 1)=(6y—2x—-2)| =6

y=1 y=1

Dosazenim do obecné rovnice (1.5.3) ziskdme rovnici tecny k izoktivee z2 + 3y? — 2zy +
3z —2y =1 v bodeé [-1,1]:

—(z+1) +6(@y—1) =0.
Dosazenim do rovnice (I1.5.4) obdrzime rovnici normaly k téze izoktivce v bodé [—1, 1]:

6(x+1) + (y—1) = 0.

1.5.9. Te¢na rovina a normala k izoplose. V odstavci [.4.13 jsme se seznamili
s rovnici tecné roviny k plose v [E3, kterd je grafem funkce dvou proménnych. Jaka je vsak
rovnice tecné roviny a normaly k plose v E3, ktera je ddna obecnou rovnici f(z1, e, x3) =
k, v bodé A = [ay, as, as]? (V souladu s terminologii, zavedenou v odstavci 1.2.6, se jedné
o izoplochu funkce f.) Predpoklddame, ze souradnice bodu A uvedené rovnici vyhovuji,
funkce f je v bodé A diferencovatelna a jejim gradientem v bodé A je nenulovy vektor.

Analogicky problém, pouze “o jednu dimenzi nize”, jsme tesili v odstavci 1.5.8. Po-
moci podobnych tivah muzeme i zde odvodit, ze te¢na rovina ma rovnici

of of of
[.5.5 —(A) - — —(A) - — —(A) - — = 0.
(15.5) 8x1< ) (21— a1) + 8x2( ) (w2 —az) + axg( ) - (x5 — a3)
Normaélou v bodé A je primka v Es, ktera prochazi bodem A a je k zadané plose,
tj. také k tecné roviné (I.5.5), kolmd. Smérovym vektorem normadly je tudiz vektor

grad f(A). Parametrickd rovnice normadly je:
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(I.5.6.) X =A+t-gradf(A); teR.

Rozepsano do souradnic:

of
81‘1

of
81'2

0
(A), x3:a1+t-a—$fg(A), teR.

ry=a; +1t- (A), xo=uag+t-

1.5.10. Parcialni derivace vyssich rada. Predpokladejme, ze f je funkce n pro-
ménnych 1, ..., x, ai € {1;...;n}. Pripomenme, ze funkce 0f/0z; je parcidlni derivace
f podle z;.

Je-li j € {1;...;n}, pak parcidlni derivaci podle z; funkce 0f/0x; nazyvame parcidl-
ni derivaci 2. fddu (nebo druhou parcidlni derivaci) funkce f podle x; a x;. Oznacujeme
ji

2

da?

)

02 f
6:cj 81’1

(pfl’padné pokud j = z)

. .. 02 f of
Pro defini¢éni obory plati inkluze D cD C D(f).

Parcialni derivace tretiho, ¢tvrtého a dalsich fadu jsou definovany obdobné.

1.5.11. Piiklad. f(z,y,2) = 52% + 2y + xy?cos 2
0 f 0 f 0 f

Vypocitejme parcidlni derivace , a .
yp Jmep v Oyodx’ 0z0x ox dy

Resent: gzl()x—i-y?cosz a ﬁ:63/2—1—23cycosz.
ox dy
Proto plati:
O f —ﬁg = 2y cos z O'f —gg = —y% sin 2
dydr  Oy\ox/) 4 " 9z0r  0z\ox) 7 ’
O’ f —g g = 2y cos z
droy  ox\ay) Y

1.5.12. Zaména poradi parcialnich derivaci. V ptikladu 1.5.11 vychazi, ze

O*f O f
(15.7) Oyodr 0z 0y’

Druhéa parcialni derivace funkce f podle x a y tedy vysla stejnd, kdyz jsme funkci f
nejprve derivovali podle x a potom podle y, nebo naopak. Je prirozené se ptat, zda je to
néhoda, nebo zda to tak musi vyjit vidy. Spravna odpovéd je nékde uprostied: Rovnost
(I.5.7) obecné platnd neni — viz nésledujici piiklad. Na druhé strané, pro “dostatecné
rozumné” funkce f rovnost (1.5.7) plati — viz véta 1.5.13.

Priklad. Zde ukdzeme piiklad funkce f, pro kterou rovnost (I.5.7) neplati. Necht
f(z,y) = |z| +y. Je patrné, ze
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i of 1 pro [z,y] € Ey, >0,
5, =1 pro[x,y]€E2 a — =
" or —1 pro [z,y] € By, z <0.
Parcidlni derivace f podle z neexistuje v bodech typu [0, y], tj. na ose y. Odtud plyne,
ze
o f o (0f
e — _J — E
ordy Oz (ay) 0 pro [z,y] € Ey,
0*f o [of
= ayl\az) =0 Es, z # 0.
dyox Oy (ax> pro [z,y] € Es, x #

Vidite, ze naptiklad v bodé O = [0,0] derivace 9*f/0x dy existuje a je rovna nule,
zatimco derivace 02 f /Oy Oz neexistuje.

Nésledujici véta ukazuje, ze pro sirokou tiidu funkci f nicméné rovnost (1.5.7) plati.
Vétu objevil a dokazal francouzsky matematik A. Clairaut (1713-1765).

1.5.13. Véta (o zdméné poradi parcidlnich derivaci). Predpoklddejme, Ze f je
funkce n proménnych xq, ..., x, at,j € {1;...;n}. Jestlize obé druhé parcidlni derivace
0*f/0x; 0x; a O*f [0x; Ox; existuji v bodé X = [x1,...,x,] a alesponi jedna z nich je
v bodé X spojita, pak

0*f o*f

(158) dx; Ox; (X) = Oz Ox; (X).

1.5.14. Parcialni derivace slozené funkce — motivace. Predstavme si, ze v oblasti
D C Ej funkce p(x1,x9,23) udava tlak v bodé [zq,x,23]. V D se pohybuje sonda,
pricem?z jeji poloha v ¢asovém okamziku ¢ je [y (t), z2(t), z3(t)]. Jaka je zména (t]. derivace
podle ¢asu) tlaku, naméfeného pristrojem umisténym v sondé?

Predpokladejme, ze vSechny funkce jsou diferencovatelné ve vsech uvazovanych bodech.
(p(x1, 22, x3) je diferencovatelnd ve vsech bodech oblasti D a x1(t), xo(t), 23(t) jsou difer-
encovatelné ve viech uvazovanych ¢asovych okamzicich ¢.)

Oznacme p; tlak, naméreny pristrojem v sondé. ps zavisi na poloze sondy a ta
zévisi prostiednictvim funkei x1(t), x2(t), x3(t) na case t. ps je proto funkei t: py(t) =
p(z1(t), xo(t), x3(t)). Mame vyjadrit derivaci py(t) podle ¢.

Jsou-li vSechny funkce explicitné znamé, jedna se o jednoduchy problém. Je-li napfti-
klad

(L.5.9) p(x1, 29, w3) = e~ @ITE9E) 4 100 — 25, 21(8) = 29(t) = ct, w5(t) = 2t

(kde ¢ je konstanta), pak dosazenim x1(t), z2(t) a x3(t) do p(x1, z2, x3) ziskdme explicitni
vyjadreni funkce ps(t):

ps(t) = plaa(t), 2(t), z3(t)) = ¢ " 4100 — 2ct.

Odtud plyne, ze

dp

o (t) = —12%te 57" —2c.

(1.5.10)
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Nezndme-li explicitni vyjadieni funkci p(xy, zo,x3), x1(t), x2(t) a x3(t), pak jde
o to, jak muzeme alespon na obecné trovni vyjadiit derivaci slozené funkce p,(t) =
p(z1(t), z2(t), x3(t)). Lze dokézat, ze plati vzorec

dZEi

(L5.11) Pet) = 3 2 (), walt)wslt) - o)

Slovy: Derivaci slozené funkce podle t obdrzime tak, Ze vnéjsi funkci postupné derivu-
jeme podle vsech proménnych, kazdou derivaci nasobime derivaci prislusné proménné po-
dlet a vSechny takto ziskané ¢leny secteme. Piesvédcte se sami, ze maji-li vSechny funkce
p(x1, g, x3), x1(t), 22(t) a x3(t) konkrétni tvar (1.5.9), pak pouzitim vzorce (I1.5.11) vyjde
derivace funkce p;(t) stejné, jako v (1.5.10).

Zobecnéni vzorce (1.5.11) obsahuje nésledujici véta:

I.5.15. Véta (o parcidlni derivaci slozené funkce). Predpokladejme, ze y =
f(z1,...,x,) je funkce n proménnych a

(1512) T = 901(t17 ce ,tk), T (,Dn(tl, c. ,tk)
jsou funkce k proménnych. Derivaci slozené funkce

Yy = f(g01<t1, RN ,tk), Cey (pn(tl, . ,tk))

podle proménné t; (kde j € {1;...;k}) Ize vyjadrit formull

9y _ Of Opy Of  Opn — JOf g
15.1 % _ o Oen _ 0,
(1.5.13) o om0, U Gwa 0t L= 0w ot

Formule plati za predpokladu, ze vnéjsi funkce f je diferencovatelna v bodé X =
[x1,...,2,], vnitini funkce 1, ..., @, jsou diferencovatelné v bodé T = [ti,..., 1]
a souradnice bodi X a T jsou svdzany rovnicemi (1.5.12). Parcialni derivace funkce f
jsou uvazovany v bodé X, parcialni derivace funkci 1, ..., @, jsou uvazovany v bodé
T.

Vzorec (1.5.13) lze zapsat i timto zpusobem:

dy dy Ox oy Oz, dy 8%1
[.5.14 = == . _7 .
(15.14) ot, om0, T Bw O, Z oz, i,

(pro j € {1;...;k}).
1.5.16. Priklad. Predpokladejme, ze f je diferencovatelna funkce dvou proménnych

v Ey a g(s,t) = f(s* — t2,t* — s%) pro [s,t] € Ey. Ukazme, ze funkce g vyhovuje v E,

rovnici t 9 .. 9 L,
0s ot '

Oznatme x = s> —t? a y = t? — s2. Pak g(s,t) = f(z,y). Podle véty 1.5.15 plati:

09 _0f ox 0f By _OF oo 0
ds  Oxr Os oy 0s  Ox dy °
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Og _ of o  of oy _Oof . 0f
o " oc o Toy o or Ty, 2
Odtud plyne, ze
dg g of of of of\ _
t@s + s 5 (23t B 2st 8y) + ( 2st I + 2st 8y> = 0.

1.6. Extrémy funkci vice proménnych.

1.6.1. Lokdlni extrémy. Nechf f je funkce n proménnych a A € D(f). Rikdme,
ze funkce f ma v bodé A lokdini mazimum, existuje-li prstencové okoli P(A) C D(f)
takové, ze VX € P(A4): f(X) < f(A).

Podobné, funkce f ma v bodé A lokdlni minimum, existuje-1i prstencové okoli P(A)
takové, ze VX € P(A): f(X) > f(A).

Lokélni maximum a lokalni minimum se souhrnné nazyvaji lokdlni extrémy.

Zménime-li nerovnosti v definici lokalnich extrému na ostré, ziskame definici tzv.
ostriych lokdlnich extrémai:

Rikdme, ze funkce f méa v bodé A ostré lokdlni mazimum (respektive ostré lokdlni
minimum), existuje-li prstencové okoli P(A) C D(f) takové, ze VX € P(A) : f(X) <
f(A) (respektive VX € P(A) : f(X) > f(A)).

1.6.2. Poznamka. Umite si pfedstavit, jak vypada graf funkce dvou proménnych v okoli
bodu, ve kterém ma funkce ostré lokalni maximum? Naptiklad tak, ze grafem je plocha
v E3, podobajici se zemskému povrchu v okoli vrcholu néjaké hory. Tento vrchol muze
byt lokalnim maximem, nikoliv vSak nutné celkovym, absolutnim maximem, protoze
o kus dale se mohou nachézet vyssi hory.

1.6.3. Nutna podminka pro lokalni extrém — dvaha. Predpokladejme nejprve
pro jednoduchost, ze y = f(x1,x2) je diferencovatelna funkce dvou proménnych. Jejim
grafem je plocha v [E3. Rozvinete-li trochu predstavu, popsanou v predchazejici poznamce
[.6.2, pak vas neptekvapi zjisténi, ze funkce f muze mit lokalni extrém pouze v téch
bodech, ve kterych je teénd rovina vodorovnd (tj. rovnobézna s rovinou xy, xs). Slova
“muze mit” a “pouze” jsou podstatna: Sdéluji, ze v jinych bodech, nez v téch ve kterych
je tecna rovina vodorovnd, lokalni extrém existovat nemuze. Zaroven vsak netvrdi, ze
v kazdém bodé, ve kterém je tecna rovina vodorovnd, musi funkce f nutné mit lokalni
extrém. To by nebyla pravda: Jisté znate misto, kterému se na horach fika “sedlo”.
V takovém misté je tecna rovina k zemskému povrchu vodorovna, ale zadné lokdlni
maximum nebo lokalni minimum tam neni.

Rovnici tecné roviny ke grafu funkce y = f(z1,22) v bodé A = [ay,as] je rovnice
(I.4.9). Tecnd rovina je vodorovnd, jsou-li obé parcidlni derivace f podle z7 i 9 v bodé
A nulové. Jinymi slovy: teéna rovina (1.6.1) je vodorovnd, je-li gradient funkce f v bodé
A nulovy vektor.

Dospéli jsme k zévéru: Diferencovatelnd funkce f muze mit (nikoliv musi, ale muze!)
lokalni extrémy pouze v bodech, ve kterych mé vSechny parcialni derivace nulové, neboli
jeji gradient je nulovy vektor. V nasledujici vété je tento dulezity poznatek znovu for-
mulovan.
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1.6.4. Véta (nutnd podminka pro lokdlni extrém). Necht funkce f, n proménnych,
je diferencovatelna v bodé A. Ma-li f v bodé A lokalni extrém, pak

(I.6.1) grad f(A) = 0.

1.6.5. Poznamka. Jinymi slovy: diferencovatelna funkce f miize mit v bodé A lokalni
extrém pouze tehdy, plati-li (1.6.1).

Z Matematiky I zndte nutnou podminku pro to, aby funkce y = f(z), kterd ma
derivaci v bodé a, mohla mit v bodé a lokalni extrém. Nutnou podminkou je rovnost

f'(a) = 0. Podminka (1.6.1) je zcela analogickd. Funkce f je ovSem nyni funkei n
proménnych a podminka (1.6.1) vyjadiuje, ze
of of
[.6.2 —(A)=0, ... A)=0.
(162 =0 . S

I.6.6. Kriticky (stacionarni) bod. Zahrneme-li do nasich dvah i funkce, které nejsou
v bodé A diferencovatelné, muzeme konstatovat: Funkce f (n proménnych) muze mit
v bodé A € E,, lokalni extrém pouze v pripadé, ze

i) f je diferencovatelnd v bodé A a grad f(A) = 0,

ii) nebo f neni diferencovatelnd v bodé A.

Bod A, ktery vyhovuje podmince i) nebo podmince ii), se nazyva kriticky bod funkce f.
(V literatufe se téz casto pouziva ndzev staciondrni bod.)

1.6.7. Postacujici podminka pro lokalni extrém — tivaha a oznaceni. Jisté si
pamatujete, ze pro funkei jedné proménné je rovnost y = f’(a) pouze podminkou nutnou,
nikoliv vsak postacujici pro to, aby funkce méla v bodé a lokélni extrém. (Viz [5], str. 71.)
Podobné, ani pro funkci f n proménnych neni rovnost (I1.6.1) (nebo rovnosti (1.6.2))
postacujici pro existenci lokalniho extrému v bodé A. Toto lze dokumentovat na prikladu
jiz zminéného sedla — viz odstavec 1.6.3. Vznika otazka: Co je postacujici podminkou pro
lokdlni extrém? Odpovéd ukdzeme v jednodussim piipadé funkce dvou proménnych:
y = f(x1,x2). Pouzijme jesté jednou analogii s funkei jedné proménné: V piipadé funkce
y = f(z) je postacujici pro lokdlni extrém soucasnd platnost podminek f'(a) = 0 a
f"(a) > 0 (ostré lokdlni minimum) nebo f'(a) = 0 a f”(a) < 0 (ostré lokdlni maximum).
(Viz [5], str. 75.) U funkce dvou proménnych je situace komplikovanéjsi, protoze druhych
parcidlnich derivaci ma funkce f v bodé A vice. Muizeme z nich sestavit matici, kterou
oznacime M:

F ) o' f
or? 7 Ox1 Oxg

M f—
Pl . Za
Oxy 0 o3
Oznacme dale
o*f (A) 9*f
2 a9 ’
Ay = T, Ag(A) = det M = 8f 1 axlf“
822 P1 o P
dredxy 7 Ox3
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Lze dokazat, ze plati véta:

1.6.8. Véta (postacujici podminky pro lokdlni extrémy). Predpokldadejme, Ze
y = f(x1,25) je funkce dvou proménnych, kterda ma prvni i druhé parcidlni derivace
spojité v bodé A a grad f(A) = 0. Pak plati:

a) Jestlize A1(A) > 0 a Ay(A) > 0, ma funkce f v bodé A ostré lokalni minimum.
b) Jestlize A1(A) < 0 a Ay(A) > 0, md funkce f v bodé A ostré lokdlni maximum.
c¢) Je-li Ay(A) < 0, pak f nemd v bodé A lokalni extrém.

1.6.9. Poznamka. Nerovnosti Aj(A) > 0 a Ay(A) > 0 zajistuji, ze matice M je
tzv. pozitivné definitni, tj. pro kazdy nenulovy vektor z v [E,, ktery si predstavujeme
jako sloupec (matici typu 2 x 1), plati: (M -z) -z > 0. (Druhd tecka oznacuje skaldrni
souéin sloupcovych vektoru M -z a z.) Tvrzeni a) véty 1.6.8 lze tedy formulovat takto:
Je-li A kritickym bodem funkce y = f(x1,x2) a matice M je pozitivné definitni, ma f
v bodé A ostré lokalni minimum.

Bez podrobnéjsiho vysvétlovani pouze konstatujme, Ze tvrzeni b) véty 1.6.8 lze také
formulovat takto: Je-li A kritickym bodem funkcey = f(x1,x5) a matice M je negativné
definitni, ma f v bodé A ostré lokalni maximum.

Nerovnost Ay(A) < 0, spolu s predpokladem, ze A je kriticky bod funkce f, zajistuji,
ze graf funkce f v okoli bodu A vytvéii tzv. sedlo. (Viz téz odstavec 1.6.3.) Funkce f
tedy v bodé A nema lokalni extrém.

Pokud je Ay(A) = 0 nebo Ay(A) > 0 a A;(A) =0, pak podle véty 1.6.8 nemuzeme
rozhodnout o tom, zda funkce f m&a nebo nemd v bodé A lokalni extrém a piipadné
jakého typu extrém je. (Véta totiz v takovém pripadé netvrdi nic.)

1.6.10. Postup hledani lokalnich extrému funkce f dvou proménnych.

1. Najdeme vsechny body, ve kterych je funkce f diferencovatelnd a md tam obe
parcidlni derivace rovny nule.

(O diferencovatelnosti lze rozhodnout pomoci véty 1.4.16.)

2. Vypocitame druhé parcidlni derivace funkce f a zjistime, jaké hodnoty ve vsech
nalezenyjch bodech maji vijrazy Ay a Ay. O existenci a typu lokdlniho extrému pak
rozhodneme pomoci véty 1.6.8.

Postup v bodé 2. je mozny pouze tehdy, jsou-li splnény predpoklady véty 1.6.8. Je-li
A kriticky bod funkce f a predpoklady véty 1.6.8 v bodé A (pripadné zadnd z podminek
a), b), ¢) této véty) splnény nejsou, pak rozhodnuti o existenci a typu lokdlniho extrému

funkce f.

1.6.11. Piiklad. Najdéme lokélni extrémy funkce f(z,y) = x? + y* — 4oy + 1.

R e § e n i : Prvni parcialni derivace funkce f jsou:

0
= 42° — 4y, —f = 4y3 — 4z.

ox Jy

Obé parcidlni derivace jsou spojité v E,, funkce f je tudiz diferencovatelnd v E,.
Polozime-li parcialni derivace rovny nule, obdrzime soustavu dvou rovnic pro dvé nezna-
mé x a y:
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43 — 4y = 0, 43 — 4z = 0.

Vyjédifme-li z prvnf rovnice y (y = 2*) a dosadime-li toto do druhé rovnice, dostaneme:
42° —4x = 0, neboli 2° — x = 0. Vyraz 2° — x mizeme rozlozit:

-z =x@-1)=x@'+1) (@ -1) =@ +1)(2*+1)(2? - 1)
=z(@*+1)(2*+1)(z+1)(z—1).

Odtud je patrné, ze rovnice z° —x = 0 m4 redlné koteny: z; =0, 7o = —1, x5 = 1.

Odpovidajici hodnoty y jsou: y; =0, y2 = —1, y3 = 1. Funkce f ma tudiz tii kritické
body: [0,0], [-1,—1] a [1,1]. f muze mit lokdlni extrémy pouze v téchto bodech. Ke
stanoveni, ve kterém z nich skutecné je lokalni extrém a jedné-li se o lokalni maximum
nebo lokdlni minimum, pouzijeme vétu 1.6.8. Druhé parcidlni derivace funkce f jsou:

2 2 2 2
ﬂ — ]_21'27 a f —= 8 f = —4’ a—f — 12y2
0x? Ox Oy Oy Ox Oy?

Nyni snadno vypocitdme, ze A;(0,0) = 0, Ay(0,0) = —16, Ay(-1,—-1) = 12,

Ao(—1,—-1) = 128, Ay(1,1) = 12 a Ay(1,1) = 128. Body [—1,—1] a [1,1] vyhovuji
predpokladum v ¢ésti a) véty 1.6.8. (A; i Ag jsou kladné.) Proto f ma v obou téchto
bodech ostré lokdlni minimum. Bod [0,0] spliuje predpoklad v ¢asti c¢) véty 1.6.8.
V tomto bodé tudiz funkce f neméd ani lokdlni maximum, ani lokdlni minimum. (Jednd
se 0 “sedlovy bod”.)

I.6.12. Maximum a minimum funkce na mnoziné. Necht f je funkce n proménnych

a M C D(f). Rikdme, ze f nabyvéa v bodé A € M svého mazima na mnoziné M, jestlize

VX eM: f(X)<f(A). Piseme: f(A) = max f(X) nebo jenom f(A) = max f, re-
€

spektive f(A) = maxy, f.

Maximum funkce f na celém svém definiécnim oboru znac¢ime kratce max f.

Analogicky muzeme definovat i minimum funkce f na mnoZiné M. Znacime je

min f(X) nebo jenom min f, respektive miny,; f. Minimum funkce f na celém defini¢nim
XeM M

oboru D(f) zna¢ime kratce min f.

Maximum a minimum funkce f na mnoziné M nazyvame souhrnné eztrémy funkce
f na mnoZiné M. Abychom tyto extrémy odlisili od lokalnich extrému, pouzivame téz
casto nazvy absolutni extrémy nebo globdlni extrémy.

Podobné, jako je tomu u funkei jedné proménné, i v pripadé funkce vice proménnych
se muze stat, ze néktery z extrému (nebo dokonce oba) neexistuje.

1.6.13. Pfiklad. Funkce f : z = 2?2 — ? neni ani zdola, ani shora omezens v E,.
V zadném bodé E,; tudiz nenabyva svého maxima ani minima.

V otevieném kruhu K = {[z,y] € Ey; 2%+ y* < 1} funkce f je omezend, nebot pro
[z,y] € K plati:

(1.6.3) |f(z,y)] = |22 —y*] < 2?2 +y* < L

Nicméné, maximum ani minimum f na K neexistuje. Ukazme to napiiklad pro max-
imum: Predpoklddejme, Ze maxy f existuje. Ukdzeme, ze tento predpoklad vede ke
sporu. Vzhledem k (1.6.3) musi byt hodnota maxima mensi, nez 1. (maxy f je nejvetsi
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funkéni hodnotou f na K a jsou-li vSechny funkéni hodnoty mensi, nez 1, musi byt i
maximum mensi, nez 1.) Zvolme bod [z, y] € K na ose x. Jeho y—ové soufadnice je tudiz
nulova, tj. [x,y] = [z, 0]. Pfedpoklddejme, ze se zvoleny bod blizi k bodu [1,0], ktery
lezi na hranici K. Pak 2 — 1 a f(z,0) = 22 — 1. Odtud je patrné, Ze funkce f nabyva
v K hodnot, jakkoliv blizkych ¢islu 1. Jeji maximum v K proto nemuze byt mensi, nez
1. To je vsak spor s tim, ze maxy f < 1.

V uzavieném kruhu K = {[z,y] € Ey; 22 +y? < 1} jiz maximum i minimum funkce
f existuji: maxg f = f(1,0) = f(—=1,0) =1 a ming f = f(0,1) = f(0,—1) = —1.

Vysetieni extrému funkce vice proménnych na dané mnoziné (tj. jejich existence,

vvvvvv

pocet funkei vice proménnych zabyva. Hledani polohy extrému funkce na dané mnoziné
jsou vénovany odstavce 1.6.15-1.6.16. Nasledujici véta obsahuje postacujici podminky
pro existenci extrému. Jeji dulezitost spociva v tom, ze jsou-li podminky splnény, pak
se nam pii hledani extrému nemuze stat to, ze hledame néco, co neexistuje.

1.6.14. Véta (o existenci absolutnich extrému funkce na dané mnozinég). Je-li
M C E, neprazdna, omezena a uzaviena mnozina a je-li funkce f spojita na M, pak
v mnoziné M existuji body X; a X, takové, ze f(X;) =maxy f a f(X3) =miny f.

Jinymi slovy: spojita funkce na neprazdné mnoziné M, ktera je omezena a uzaviena,

nabyva maxima a minima.

1.6.15. Postup hledani absolutnich extrémi. Predpokladejme, Ze uz jsme se
presvédcili (naptiklad pomoci véty 1.6.14), ze maximum i minimum funkce f n promén-
nych na mnoziné M € [E, existuji a fesime problém, jak tyto extrémy najit. Podobné,
jako je tomu u funkce jedné proménné, funkce f muze svych absolutnich extrémiu na
mnoziné M nabyvat

a) v bodech X € M°, ve kterych je f diferencovatelnd a ma tam vsechny parcidlni
derivace rovny nule,

b) nebo v bodech X € M°, ve kterych funkce f neni diferencovatelna,
c¢) nebo v bodech X € OM.
(M° je vnittek a OM je hranice mnoziny M. Body, vyhovujici podminkdm a) a b), jsou

kritické body funkce f v M°.) Odtud vychézi postup hleddni absolutnich extrému f na
mnoziné M:
1. Najgdeme body X € M°, ve kterych je funkce f diferencovatelnd a md nulové
parcidlni derivace.
(Znovu piipominame, ze o diferencovatelnosti 1ze rozhodnout pomoci véty 1.4.16.)
2. Najdeme body X € M°, ve kterych funkce f neni diferencovatelnd.
(Tj. body X € M°, ve kterych neexistuje te¢nd rovina ke grafu f.)

3. Vysetrime, ve kteryjch bodech X € OM muze nabyvat funkce f svych absolutnich
extrému na hranici mnoziny M.

(Mozny postup je ukdzan v piikladu 1.6.16.)

4. Nakonec vypocitame hodnoty funkce f ve vsech ziskaniych bodech. Nejvétsi hodnota
je rovna maxy; f a nejmensdi hodnota je rovna miny; f.
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1.6.16. Priklad. VySetfeme absolutni extrémy funkce

flz,y) = a* — 22y + 2y

na obdélniku M = (0,3) x (0,2) = {[z,y] € Eg; 0 <2 <3, 0 <y < 2}. (VySetfenim
extrému se mini vySetfeni jejich existence, polohy a hodnoty.)

R e §eni: Funkce f je spojitou funkci na neprazdné, omezené, uzaviené mnoziné M.
Proto podle véty 1.6.14 max,, f a miny, f existuji. f mé parcidlni derivace:

0
— = 2z — 2y, — = 2z +2.
ox J dy
Obeé parcidlni derivace jsou spojitymi funkcemi v celém [E,, tudiz také v mnoziné M°.
Funkce f je proto (podle véty 1.4.11) diferencovatelna v M°.
Polozime-li obé parcialni derivace rovny nule, ziskdme soustavu dvou rovnic pro

neznameé x a y:
20 — 2y = 0, —2z+4+2 = 0.

Tato soustava ma jediné feseni z = 1, y = 1. Bod [1, 1] je jedinym kritickym bodem
funkce f. Tento bod lezi v M°, proto je pro nas zajimavy.

Nyni vySetfime extrémy funkce f na hranici obdélniku M. Hranice OM je sjedno-
cenim ¢tyt usecek: AB, BC, CD a DA. (Viz obr. 7.)

y

y Na AB jey = 0 a f(x,0) = 2% pro
D =10,2] C=[3,2] 0 < z < 3. Funkce f(z,0), proménné
2,2] x, je rostouci, proto ma minimum (rov-
Obr. 7 ’ né 0) v bodé z = 0 a maximum (rovné
- [L,1] 9) v bodé x = 3. Poznamenejme si tedy,
M x ze maxyg f = f(3,0) = 9 a mingg =
A=1[0,0]  B=]3,0] f(0,0) = 0.

Na BC jex = 3 a f(3,y) = 9 — 4y pro 0 < y < 2. Funkce f(3,y), proménné v,
je klesajici, proto md maximum (rovné 9) v bodé y = 0 a minimum (rovné 5) v bodé
y = 2. Zjistili jsme tedy, ze maxzs f = f(3,0) =9 amings f = f(3,2) =5.

NaCDjey =2a f(2,2) = 22 —4x + 4 pro 0 < z < 3. Zpisobem, ktery zndte
z Matematiky I, snadno zjistime, ze maxgy f = f(0,2) = 4 a mingp [ = f(2,2) = 0.
(Také je to patrné z toho, ze f(z,2) = (z — 2)2.)

Na DAjex =0a f(0,y) = 2y pro 0 < y < 2. Opét snadno zjistime, ze maxpsy f =
f(0,2) =4 a minyz f = f(0,0) = 0.

Nejveétsi ze viech hodnot funkce f na OM je tedy 9 = f(3,0) a nejmensi je 0 =
f£(0,0) = f(2,2). Porovndme-li tyto hodnoty s hodnotou funkce f v kritickém bodé
[1,1] (f(1,1) = 1), vidime, Ze nejvétsi hodnotou zustava 9 a nejmensi hodnotou zustava
0. Mtzeme tedy uéinit zaver:

maxy f = f(3,0) =9 a miny f = f(0,0) = f(2,2) = 0.
1.6.17.* Vizané extrémy. Lagrangetiv multiplikdtor. Piedstavte si, ze hledate
extrémy funkce f(x,y) = 2? + 2y? na jednotkové kruznici 2% + y* = 1. K této tloze se

vratime poté, az na obecnéjsi urovni ukazeme, jak ji 1ze tesit.
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Obecna tloha zni: Hleddme maximum nebo minimum funkce y = f(xy,...,z,) za
podminky, ze

(1.6.4) g(x1,...,x,) = 0.

Podmince (1.6.4) se tikd vazba a extrémy funkce f v mnoziné bodu, vyhovujicich podmince
(1.6.4), se nazyvaji vazané extrémy.

Pro jednoduchost predpokladejme, ze f i g jsou diferencovatelné funkce v oblasti
D C E,,. Utvorme funkei

(1.6.5) F(zy,..., 20, A) = fx1,...,20) + Ag(a, ..., 20).

Proménné \ se tika Lagrangeuv multiplikdtor. Lze dokézat, ze plati:

Funkce f muze mit, za podminky (1.6.4), extrémy pouze v téch bodech [z1, ... ,x,] € D,
ke kterym existuje hodnota A € R takovd, Ze [r1,...,x,, A je kritickym bodem F.

Kritickymi body funkce F' jsou (vzhledem k predpokladané diferencovatelnosti fun-

kel f i g) ty body, ve kterych jsou vSechny parcidlni derivace F' podle zy, ..., z, a A
rovny nule. To znamenda body, ve kterych jsou splnény rovnice
of dg
o L1 y Tn —|—>\—Qf, ,ZL‘nZO,
8w1( ! ) 81’1( ! )
(1.6.6) E
of dg
T, y Tn) + A T, yLn) = 07
(%cn( ! ) 8:Un( ! )
g(xy,...,x,) = 0.
Toto je soustava n + 1 rovnic pro n + 1 nezndmych: xy, ..., x, a A\. VyfeSenim této

soustavy ziskame souradnice bodi, ve kterych funkce f muze mit vazany extrém. Ve
kterém z téchto bodu se vazany extrém skuteéné nachdzi a jedna-li se o maximum nebo
minimum, rozhodneme podle povahy konkrétni tlohy.

Nyni se vratme k tloze, formulované na zacatku tohoto odstavce. Piedné: funkce
f(x,y) = 2% + 2y? je spojitd na jednotkové kruznici x? + y* = 1, ktera je neprazdnou,
uzavienou a omezenou mnozinou v Ey. Podle véty 1.6.14 vazané absolutni extrémy f na
zminéné jednotkové kruznici existuji. Funkce F' ma tvar:

F(z,y,2,\) = 2% + 2y> + A(2? +¢y* - 1)
a soustavou rovnic (1.6.6) je
20+ X260 =0, 4y+A-2y=0, 22+9y?—-1=0.

Vsechna Feseni této soustavy jsou:a) x =0,y = 1, A= -2, b)x =+1,y =0, A\ = —1.
Funkce f tedy mize mit své vdzané extrémy na kruznici 22 + y? = 1 pouze v bodech
[0,1], [0,—1], [1,0] a [—1,0]. Vypoctem a porovnanim hodnot funkce f v téchto bodech
zjistime, zZe
max f(x,y)=f(0,£1)=2 a min f(z,y)= f(£1,0)=1.
224y2=1 22 4y2=1
Podobnym zpusobem lze tesit i ilohy na vazané extrémy, které obsahuji vice vazebnich

podminek typu (1.6.4), nez jednu. Vyklad piislusné metody muzete najit napiiklad
v knize [2], str. 97-102.
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1.7. Implicitni funkce.

1.7.1. Implicitni funkce — motivace. Jsme zvykli na to, ze funkce jedné proménné
y = f(z) je zaddna rovnici, napifklad y = 322+ 1. Nékdy se ale stav4, ze funkce y = f(z)
je vysledkem néjakych vypoctu a misto explicitniho (tj. vyslovného, zjevného) vyjadrent
y v zavislosti na x obdrzime rovnici, ktera vypada naptiklad takto:

(1.7.1) 2y — 3%y + 228 +4 =0
nebo
(1.7.2) y® — Tay? + 2y — 2822 — 11 = 0.

Je prirozené se ptat:

Je rovnici (1.7.1) nebo (1.7.2) jednoznacné definovand néjakd funkce y = f(x)?
Pokud ano, jakou md tato funkce derivaci?

K rovnicim (I1.7.1) a (1.7.2) se jesté vratime. Zatim v8ak feSme tento problém na obecné
urovni, kdy misto rovnice (I1.7.1) nebo (1.7.2) mame rovnici

(1.7.3) F(z,y) = 0,
kde F' je funkce dvou proménnych. Predpoklddejme, Ze funkce F' je spojitda. Otazka
zustava stejna:

(O) Je rovnici (1.7.3) jednoznacné definovina néjakd funkce y = f(x)? Pokud ano,
jakou md tato funkce derivaci?

Je-li odpovéd na prvn{ otdzku kladnd, pak fikdme, Ze rovnici (1.7.3) je funkce y = f(x)
definovdna implicitné. (Implicitné znamena nevyslovné, skryté.) Funkei y = f(x) pak
nazyvame kratce implicitni funkci.

Otézku (O) je mozné interpretovat geometricky: Body [z, y] € Eo, vyhovujici rovnici
(1.7.3) jsou body, ve kterych graf funkce z = F(z,y) (plocha v E3) protind rovinu z, y.
Otéazka tedy zni: Je tento prunik krivkou v roviné x, y, kterd je grafem néjaké funkce
y=[(z)?

Je-li mozné rovnici (1.7.3) vyfesit vzhledem k y a ziskat jednoznacné vyjadreni y
v zavislosti na x, pak je problém jednoduchy. Piikladem je rovnice (I1.7.1): z rovnice
(I.7.1) snadno vypocitate, ze

22° + 4 2
(L.7.4) y=33 5 PO x # :I:\/;.

Rovnici (1.7.4) je funkce y = f(x) zaddna zjevné, tj. explicitné, a jeji vlastnosti jiz umime
vySetfit znamymi metodami. Rovnice (1.7.2) vsak predstavuje slozitéjsi problém, nebot
y se z ni vyjadrit neda.

Na obecné trovni, kdy rovnice (1.7.3) muze byt jakkoliv slozitd a y z ni vypocitat
nelze, vycerpavajici odpovéd na otézku (O) neexistuje. Nicméné, matematickd analyza
zné vétu, kterd umoznuje ziskat alespon “lokalné platnou” odpovéd. Tato véta zhruba
feceno k4, Ze je-li rovnice (1.7.3) splnéna v bodé [xg, yo] a jsou-li splnény nékteré dalsi
predpoklady, pak v jistém okoli bodu zg je definovand funkce y = f(z), jejiz graf v okoli
bodu [zg, yo] splyva s prunikem grafu funkce F'(z,y) s rovinou z, y. Neboli, dosadime-li
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do (1.7.3) za y = f(x), je rovnice (1.7.3) (tj. F'(x, f(x)) = 0) splnéna pro = v okoli bodu
xo. Véta nefika ani jak funkce y = f(z) explicitné vypadd, ani jak velkd jsou zminénd
okoli bodu zy a [z, yo]. Na druhé strané vsak iikd, jakou ma funkce y = f(x) v okoli
bodu zg derivaci:

1.7.2. Véta (o implicitni funkci). Predpokladejme, zZe
a) funkce F(x,y) md spojité obé parcidlni derivace v néjakém okoli bodu [x, yo],

b) F(x(]ay()) = 07

c) %—j($0>yo) # 0.

Pak existuji ¢isla § > 0 a € > 0 a jedind funkce y = f(x), definovand v intervalu
(xg — 6,20 + d), pro kterou plati:

L. Yo = f($0>7
2. Vz € (xo _57x0+5) Y= f(x) S (y() —573/0"‘5) a F(I,f(ﬂf)) :OJ
3. funkce f je spojita a ma spojitou derivaci f' v intervalu (zo — 9, o + 0),

L¥ae s+ s 1) = 0w 1) [ o)

1.7.3. Poznamka. Abychom vétu piilis nekomplikovali, doplime pouze v této poznamce,
ze za obecngjsiho predpokladu, Ze funkce F' ma v néjakém okoli bodu [zg, yo] spojité
parcialni derivace az do tadu k, je mozné dokazat, ze i implicitné definovana funkce
(kterou kratce nazyvame ,,implicitni funkce”) y = f(x) ma v okoli bodu zy spojité
derivace do tadu k.

Formuli v tvrzeni 4. véty 1.7.2 lze snadno odvodit. Na y v rovnici (1.7.3) hledime
jako na funkeci proménné x a rovnici derivujeme podle z. Levou stranu rovnice (1.7.3)
derivujeme podle pravidla o derivovéni slozené funkce (véta 1.5.14). Obdrzime:

oF  O0F
Ox dy
Vyjadiime-li odtud 3 a uvédomime-li si, ze y = f(z) a ¥y = f'(x), dostaneme zadany
vzorec. Pouzijeme-li zjednodusSené oznaceni

oF oF
Fx:—a F,=—
ox Y

(1.7.5)

muzeme vzorec zapsat ve tvaru
(1.7.6) y = ——

kde ' je uvazovano v bodé x a F, a F, v bodé [z, f(x)].

Obdobnym zpusobem lze ziskat i vyjadieni druhé derivace funkce y = f(z). Pfedpo-
klddejme, ze funkce F' mé spojité druhé parcidlni derivace. Rovnici (1.7.5) derivujeme
jesté jednou podle z. Oznacujeme-li pro jednoduchost parcidlni derivace funkce F' i
nadale pouze indexy, obdrzime:

Fo+ Fyutf + Foyyf + Fpyy* + Fy" = 0.
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Vyuzijeme-li rovnosti F,,, = F), (viz véta 1.5.12) a dosadime-li sem vyjadieni ' z (1.7.6),
dostaneme:

Fyp F2 = 2F,, F, Fy + F, F?
_ o ,

yl/ — f//(x) —

kde y" je uvazovano v bodé z a vsechny derivace funkce F' v bodé [z, f(x)]. Tuto formuli
si nemusite pamatovat. Je vsak dobré si pamatovat postup, ktery k ni vede. To znamen4,
ze rovnici (1.7.3) derivujeme dvakréat podle x a poté vyjadiime y”.

1.7.4. Priklad. Vratme se k rovnici (I1.7.2). Funkce na levé strané je
F(z,y) = y° — Tey* + 2y — 2822 — 11.

Dosazenim do rovnice (1.7.2) muzete ovéfit, ze rovnice je splnénd napiiklad v bodeé [2, 3].
Tj. F(2,3) = 0. F, jakozto polynom dvou proménnych, je funkci, kterd je spojitd a ma
spojité i parcialni derivace vSech radu v celém [E,. Parcidlni derivace F' podle y v bodé
2, 3] je:

oF

a—y(z,?,) = (59" — 14wy + 2) = 323 # 0.

2
3

Yy
Podle vety 1.7.2 existuje jedind funkce y = f(z), definovana v okoli bodu zy = 2, ktera
pro vechna z z tohoto okoli vyhovuje rovnici (1.7.2). Tato funkce je rovnici (1.7.2) v okoli
bodu xy = 2 implicitné definovana. Explicitni tvar této funkce nezname, véta 1.7.2 pouze
poskytuje informaci o existenci takové funkce. Kromé toho, pomoci véty 1.7.2 mtuzeme
vypocitat i derivaci této funkce v bodé xy = 2:

F, —7y? — 56z —166

P 1 I - P51,
y=3

r=2
y=3
Vypocitejte nyni sami, pomoci postupu popsaného v odstavci 1.7.3, hodnotu y”(2).

1.7.5. Zobecnéni véty o implicitni funkci. Misto rovnice (1.7.3) se muzeme zabyvat
rovnici

(L.7.7) F(z,y,2) =0

a ptét se, za jakych podminek je touto rovnici definovand implicitné funkce z = f(x,y).
Nésledujici véta dava “lokalni” odpovéd:

Véta. Predpokladejme, ze

a) funkce F(x,y,z) ma spojité parcialni derivace v néjakém okoli bodu [xg, Yo, 20],

b) F(l'o,yoazo) =0,

oF
c) &(1‘0790, z9) # 0.

Pak existuji ¢isla d > 0 a € > 0 a jedina funkce z = f(x,y), definovana v okoli Us(xy, yo)
bodu [x¢,yo|, pro kterou plati:

1. 29 = f(x0,Y0),
2. V[:L’,y] EM6<anyO) : Z:f(xay) € (20_6720+6) a F('Tvymf(xay)) :07
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3. funkce f je spojita a ma spojité parcialni derivace podle x a podle y v okoli
Us (o, Yo),
af  oF JOF af  oF JOF
or  dr/) 9z 8y  dy/ 9z’
pricemz parcialni derivace funkce f jsou uvazovany v bodé [z,y| a parcidlni deri-
vace funkce F' v bodé [z, vy, f(z,y)].

4. Y [z,y] € Us(zo, o) :

Zkuste nyni sami, pomoci postupu popsaného v odstavci 1.7.3, vypocitat, jak budou
vypadat druhé parcidln{ derivace 0*f/dxz?, 0%*f/0x 0y a O0*f/0y>.

1.8. Cviceni.

1. Urcete defini¢ni obory a obory hodnot danych funkei. (Viz odstavec 1.2.2.)
1
z(y + 3)

2

a) f(z,y) =" b) fla,y) = ¢) f(z,y) = In(e* + 2% + )

d) f(z,y) =vy—=x e) f(x,y) =Vy—22 f) f(z,y) = cos(3x* — 2y + 5)

g) f(z,y,2) =va2+y?+22—1  h) f(z,y,2)=yzIna
1
x? + y? + 22

i) fz,y,2) = ) f(@,y,2) = arctg(z +y + 2)

2. Vypocitejte nasledujici limity, pokud existuji. (Viz odstavce 1.3.2-1.3.12.)

i 322 —y? +5 B x? i e¥ sin x
a) 1m 2—22 ) 1m R C) 1m
[z,9]—[0,0] =+ Yy + [z,y]—=[0,0] =+ Y [z,y]—[0,0] z
e¥ sin T
e Of  dim  F lim 1Y
z,y]—[0,0] T [z,y]—[2,2] _zty—4 [@,y]—[0,0] T — Y
z#0 z+y#4  Jrty—2 T#yY

3. Na jakych mnozindch M C E, jsou nésledujici funkce spojité? (Viz odstavce

1.3.14-1.3.20.)
2 A 1
e =55 e =S =ty
d) f(z,y) =1In % e) f(z,y) = cos(x? + xy) £) f(z,y) = ol/(@+y)

4. Na jakych mnozindch M C Ej jsou nésledujici funkce spojité? (Viz odstavce

1.3.14-1.5.20.)
) Fy7) = b) Sy, 2) = In(eyz) ) f(2,9,2) = ¢ sina +)
_xTHty B L B 1
d) f(z,y,2) = pr— e) f(z,y,z) =In e ) f(z,y,2) = EENE
&) f(o,y.2) = : h) f(z,y,2) = o

x2y — vy + 422 — 4o

In /22 + y2? + 22
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5. Vypocitejte parcidlni derivace podle x a podle y. (Viz odstavce 1.4.1-1.4.7.)

a) fle,y) =2 =Tay  b) flr,y) =(@+2)% ¢ fla,y) =2*@By —5)"
d) f(z,y) =z sin(zy) o) f(z,y) = In(a”y) f)jYx’y)::ET;%%TQ
B o) =10 W Sy == 2) D) fey) =V

D@y =y k) floy)= ) f(2.y) = ye

tg(y/z)

6. Vypocitejte parcialni derivace podle x, y a z. (Viz odstavce 1.4.1-1.4.7.)

10.

5,,2
W) f(r,y,2) = b) fle,g.2) =& — /P T 2

¢) flz,y,z) =arctgle +y+2)  d) fla,y,2) =ay+yz+ e

1
_ 2 2 2 —
e) f(z,y,2) m £) fz.9,2) (22 4 y? + 2?)
72

f(z,y,=2 = 2% sin®y cos 2* h T, 2) = ————
g) f(x,y,2) Y ) f(z,y, 2) NE

Vypocitejte parcidlni derivace druhého tddu nésledujicich funkei. (Viz odstavce
15.9-1.5.12.)

a) f(x,y) = x>y +cos y +y sin z b) f(z,y) =z +y + 25y* — 13
c) flz,y) ="t iny+y e +3 d) flz,y) =y +a’y+4y’s — In(y’+ )

e) f(z,y) = y* + y(sin x — z*) f) f(z,y) = 2>+ 5wy + sin(zy) + zev’/?

. Vypocitejte gradient funkce f v bodé A a smérovou derivaci 0f/0s(A). (Viz

odstavce 1.5.3-1.5.6.)

a) f(o,y) = 2> +2zy — 3%, A=[1,1], s=(3,4)

b) f(z,y,2) =2 +2y* =32 —17, A=[1,1,1], s=(1,1,1)

c) f(x,y,z) =cos(xy) + e +1In(zx), A=11,0,0.5], s=(1,2,2)

Napiste rovnici tecné roviny a normély v bodé [z, yo, f (20, v0)] k plose, kterd je
grafem funkce z = f(z,y). (Viz odstavec 1.4.13.)

a) f(x,y):2$+y2, 1'0:1, y0:2 b) f(may) :sin(aj—y), 330:0, Y =T

C) f(x7y):\/__y7 ._'['():4, ?/0:1 d) f(x,y)zln(ery), ..'L'():]., yOZO

Napiste rovnici teéné roviny a normély v bodé A k plose, kterd je dana rovnici
f(z,y,z) = 0. (Viz odstavec 1.5.10.)

a) f(v,y,2) =2 +y*+2>=-3=0, A=[11,1]

b) f(z,y,2) = cos(nz) — 2y + e +yz—4=0, A=][0,1,2]
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11. Vysettete lokalni extrémy danych funkei. (Viz odstavce 1.6.1-1.6.11.)

12.

13.

14.

(z,y)
) f(z,y) = 5wy — 7o + 3z — 6y + 2 d) f(z,y) = 2* — day +y* + 6y + 2
e) f(z,y) = 22> + 3y +4y* =52 +2y f) flo,y) =2 —y* — 20 +4y+6
g) flz,y) =2 +y* + 327 —3y* — 8 h) f(z,y) = 2034 25>~ 927 +3°— 12y
i) flz,y) =dey —a* —y* —11 D) flay) =o' +y' + 4oy +7

Vysetiete existenci, polohu a hodnotu absolutnich extrému danych funkci na
danych mnozindch. (Viz odstavce 1.6.12-1.6.16.)

a) f(r,y) =222 —dx+y?> —4dy+2, M={[r,y]; x>0, y<2, y>2x}
b) flz,y) =2 —ay+y*+7, M={[z,y; x>0, y<4, y>ua}

o) flom,y) =2 +ay+y*—6x+2, M={[r,y; 0<z<5 -3<y<3}
d) flz,y) =2’ +ay+y* =6z, M={[r,y]; 0<z<5 -3<y<0}
e) f(z,y) =48ry — 322° — 24y*, M ={[z,y}; 0<2 <1, 0<y<1}

) flo,y) =2* —y*, M={z,y); v>-1, y>-1, 2 +2y <2}

Ukazte, ze rovnici F(z,y) =0 je v okoli bodu [zg, o] € Eg implicitné definovana
funkce y = f(z). Vypocitejte derivaci této funkce v bodé zy a napiste rovnici tecny
k jejimu grafu v bodé [z, yo]. (Viz odstavee 1.7.1-1.7.4.)

a) F(z,y) =2° +y° —6xy +4, [v0,90] = [1, 1]

b) F(x,y) = 2? — 3zy + bay® — 6y* — 32, |20, v0] = [2, 3]
c) Fla,y) =xe’/* =& [z0,40] = [1,5]

d) F(z,y) = arctg(2z +y),  [0,¥0] = [0,0]

Ukazte, ze rovnici F(x,y,z) = 0 je v okoli bodu [xg, yo, 20] € E3 implicitné defi-
novand funkce z = f(z,y). Vypocitejte jeji parcidlni derivace v bodé [z, o] a
napiste rovnici te¢né roviny k jejimu grafu v bodé [z, yo, 20]. (Viz odstavec 1.7.5.)
a) F(z,y,2) =2 —zy+yz+y° —2=0, [20,9, 2] = [1,1,1]

b) F(ZL‘,y, Z) =17 — 2y2 + 2 — dr+2z—-5= 07 [%790720] = |:_17 \/gv 1]

¢) F(z,y,2) =22 =2’y + 2+ 20—y =0, [x0,90, 20] = [0,1,1]

d) F(z,y,2) =sin(z +y) +sin(y + z) +sin(x + z) =0,  [xo, Yo, 20] = [7, 7, 7]
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II. Riemannuv integral funkci dvou a t¥i proménnych

I1.1. Dvojny integral — motivace a definice. Dvourozmérna
Jordanova mira a méritelné mnoziny v E,.

I1.1.1. Déleni obdélniku a jeho norma. Necht (a,b) je uzavieny interval na ose
x a (c,d) je uzavieny interval na ose y. Pak kartézsky soucin O = (a,b) x (¢, d) je
obdélnikem v [y, jehoz strany jsou rovnobézné se souradnymi osami x nebo y.

Obdélnik O muzeme rozdélit pravouhlou siti tisecek rovnobéznych s osou x nebo
s osou y na n dilé¢ich obdélnikua Oy, ..., O,. Systém téchto obdélniku se nazyva déleni
obdélniku O. Nazveme-li popsané déleni D, pak maximum délek stran vSech dil¢ich
obdélniku Oy, ..., O, oznacujeme ||D|| a nazyvame norma déleni D. Jsou-li délky stran
diléich obdélniku Oy, ..., O, rovny Az, Ay, ..., Ax,, Ay, (viz obr. 8), pak ziejmé
plati:

ID|| = max{Azy; Ayy; ... 5 Az, Ay, b

11.1.2. Fyzikalni motivace. Prtedstavme si, Ze tenkd deska mé tvar obdélniku O =
(a,b)x{c,d) vroviné xy. Deska nemusi byt homogenni a jeji plosna hustota (tj. hmotnost
vztazend k jednotce plosného obsahu — oznaéme ji p(x,y)) se muze ménit v zavislosti
na poloze bodu [z, y|. Chceme vypoéitat hmotnost m desky.

Je-li deska homogenni a jeji plosna hustota p je tudiz konstantni, jedné se o jedno-
duchy problém: m je rovno sou¢inu p a obsahu desky, tj. m = p- (b —a) - (d — ¢).

V obecném pripadé, kdy p nemusi byt konstantni, muzeme obdélnik O rozdélit
délenim D na mnoho mensich obdélniku Oy, ..., O,. Oznaé¢me Ax; a Ay; délky stran
i-tého obdélniku O; (proi = 1...,n). Je-li déleni D “dostatecné jemné” (tj. norma || D||
je “dosti mald”), pak neudélame velkou chybu, kdyz funkei p na kazdém z obdélniki

O1, ..., O, nahradime konstantou. “Vhodnou” konstantou na O; je hodnota p(Z;),
by
A:Cl ‘ Al’g \ I
— .Z Z ; ...... y — d
1|42
Ayl_ O, O, : 0
1 .
R RN DI S N S B (RSN R -
e Z_ Znl
Obr. 8 ) . | o ! 0, Ay,
. =C
: I Amnfl l Axn ‘ Y
r=a | r=>

kde Z; je néjaky zvoleny bod (znacka) v O;. (Viz obr. 8.) Hmotnost m; c¢asti desky,
pokryvajici obdélnik O;, je pak piiblizné rovna soucinu p(Z;) a obsahu O;: m; = p(Z;) -
Ax; Ay;. Hmotnost celé desky O lze priblizné vyjadrit:
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(I.1.1) m = Zmi = Z p(Z;) - Az; Ay; .

i=1 i=1
Je prirozené ocekavat, ze je-li funkce p “dostatecné rozumna”, napiiklad spojita, bude
se soucet na pravé strané blizit k presné hodnoté hmotnosti desky O, budeme-li O délit
na stéle vétsi pocet mensich casti Oy, ..., O, (tj. n — 400), pricemz délky jejich stran
se budou blizit k nule (tj. || D|| — 0).

I1.1.3. Geometricka motivace. Predstavme si, ze z = f(z,y) je nezadporna funkce na
mnoziné M C ;. Chceme definovat a vypocitat objem V mnoziny (), shora omezené
grafem funkce f a zdola omezené rovinou zy. (Viz obr. 9a.) Pfesny popis mnoziny
Q je: Q = {[r,y,2] € Eg; [z,y] € M, 0 < z < f(x,y)}. Predpokladejme dale pro
jednoduchost, ze M je obdélnikem O = (a,b) x (¢, d). (Obr. 9b.)

C

Obr. 9a Obr. 9b

Je-li funkce f konstantni na O, je mnozina ) kvadrem, jehoz hrany maji délky b—a,
d—ca f. Objem mnoziny @ tudiz je: V.= f-(b—a) - (d— c).

V obecném pripadé, kdy funkce f nemusi byt konstantni, muzeme obdélnik O
délenim D rozdélit na n mensich obdélniku Oy, ..., O,. Jsou-li obdélniky Oy, ...,
O,, “velmi malé”, pak pti vypoctu objemu V; mnoziny “nad” obdélnikem O; neudéldame
velkou chybu, kdyz v O; zvolime bod Z; a funkci f na O; nahradime konstantou, rovnou
f(Z;). Pro V; pak priblizné plati: V; = f(Z;) - Ax; Ay;, kde Ax; a Ay; jsou délky stran
obdélniku O;. Objem celé mnoziny () mezi grafem funkce f a rovinou zy lze priblizné
vyjadrit:

(I1.1.2) Vo= Vi= > f(Z)- Az Ay
=1 =1

Za ptresnou hodnotu objemu V' mnoziny () je prirozené povazovat limitu souc¢tu na pravé
strané pro n — +oo a Ax; — 0, Ay; — 0 (tj. pro ||D|| — 0), pokud tato limita existuje.

Oba soucty (II.1.1) a (II.1.2) jsou stejné a obé ulohy, popsané v odstaveich I1.1.2
a I1.1.3, vedou k limité souctu (II.1.1) a (II.1.2) pro ||D|| — 0. V dalsich odstavcich
podame presnou definici této limity. Muzeme jiz na tomto misté predeslat, ze pokud
limita bude existovat, jeji hodnotu budeme nazyvat dvojnym integrdlem funkce p (nebo
f) na obdélniku O.
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I1.1.4. Riemannovy soucty a jejich limita. Pfedpokldadejme, ze f(x,y) je omezena
funkce na obdélniku O = (a,b) x (¢,d) v Ey. Necht D je déleni O na dilei obdélniky
O1, ..., Oy, jejichz strany maji délky Azxy, Ay, ..., Ax,, Ay,. Oznaé¢me V systém
vybranych bodu Z; € O; (i = 1,2,...,n). (Viz obr. 9.) Pak Riemannovim souctem
funkce f na obdélniku O, odpovidajicim déleni D a systému bodu V, nazyvame

(I1.1.3) s(f.D.V) =Y f(Z)- Az Ay; .
i=1

Rikdme, ze ¢islo S je limitou Riemannovich soucti s(f,P,V) pro |D|| — 0+,
jestlize ke kazdému danému € > 0 existuje 0 > 0 takové, ze pro kazdé déleni D obdélniku
O a pro kazdy zvoleny systém )V plati:

IDI<5 = |s(f.D,V) -S| <e.

Piseme:

(I1.1.4) lim  s(f,D,V) = S.

|| D]]—0+

I1.1.5. Dvojny integrdl na obdélniku. Jestlize limita (II.1.4) existuje, pak ¢islo S
nazyvame dvojnym integralem funkce f na obdélniku O. Integral obvykle znac¢ime

//Of(ac,y)dxdy nebo //Ofdxdy.

Jestlize limita (IL.1.4) existuje, fikdme, ze “dvojny integral [[, f dxdy existuje”
nebo ze “funkce f je integrovatelnd na obdélniku O”.

I1.1.6. Dvojny integral na obecné omezené mnoziné v E,. Predpoklddejme, ze
M je omezend mnozina v Ey a f(z,y) je omezend funkce na M. Necht O = (a, b) x (¢, d)
je obdélnik, ve kterém je mnozina M obsazena. Definujme

« | flzyy)  pro[z,yl € M,
fay) = { 0  pro[z,y] € O — M.

Pak dvojnym integrdlem funkce f na mnoZiné M rozumime dvojny integral funkce f*
na obdélniku O (pokud tento integral existuje). Dvojny integrél f na M znacime

//Mf(x,y)da:dy nebo //Mfda;dy.

Vidite, ze dvojny integral funkce f na obecné omezené mnoziné M je definovan
pomoci dvojného integralu funkce f* (tj. funkce f, rozsffené nulou vné mnoziny M)
na obdélniku O. Dvojny integrdl na obdélniku je jiz zndmy z odstavce II.1.5. Lze
ukdzat, ze existence ani hodnota dvojného integralu [, of * dx dy nezévisi na tom, ktery
z nekonecéné mnoha obdélniku v s, obsahujicich mnozinu M, zvolime a oznac¢ime O. Je
to ddno tim, Ze rozsffend funkce f* je vné mnoziny M nulova.

Pokud integral [[, f* dedy existuje, pak fikdme, ze také “dvojny integrél
I v [ drdy existuje” nebo ze “funkce f je integrovatelnd na mnoziné M”. Mnozinu M
nazyvame integracni obor nebo obor integrace a integrovanou funkci f casto nazyvame

integrand.
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11.1.7. Fyzikalni a geometricky vyznam dvojného integralu. Z odstavce 11.1.2
a z definice dvojného integralu je patrny jeden z mnoha fyzikalnich vyznamu dvojného
integralu: Je-li M omezend mnozina (tenka deska) v E; a p(z,y) je plosnad hustota
desky (v kg/m?), pak [[,, p dedy vyjadiuje celkovou hmotnost desky M. S dalsimi
aplikacemi dvojného integralu ve fyzice se seznamite v kapitole 11.4.

Z odstavce 11.1.3 a z definice dvojného integrélu rovnéz plyne, ze je-li f(z,y) neza-
pornd a integrovatelnd funkce na mnoziné M € E,, pak integralem [ v/ drdy muzeme
definovat objem mnoziny () mezi rovinou zy a grafem funkce f na M. (Viz obr. 9a.)
V kapitolach I1.5-11.7 uvidite, ze tento objem a také objem obecnéjsich utvaru v Eg lze
definovat a vypocitat i pomoci tzv. trojného integralu.

I1.1.8. Historicky ptistup. Dvojny integral byval v minulosti zavadén (nikoliv defi-
novan, protoze o presnou definici se nejednd) nésledujicim zpusobem: Predstavme
si pro jednoduchost, ze M je opét omezend mnozina (tenkd deska) v Eo a p(x,y) je
plosna hustota desky M. Stejné jako v odstavci 11.1.2 chceme vypocitat celkovou hmot-
nost této desky. Rozdélme M na nekoneéné mnoho nekonec¢né malych obdélniku typu
(z,x +dx) x (y,y + dy). Na kazdém z téchto obdélniku lze p povazovat za konstantni
funkei, majici hodnotu p(z,y). (Obdélnik (z, z+dx) x (y, y+dy) vlastné diky tomu, zZe je
“nekonecné maly”, s bodem |z, y] splyva.) Hmotnost obdélniku (z, z+dz ) x (y, y+dy) je
tudiz dm = p(x,y)-dx dy. Se¢tenim vsech hmotnosti dm ptes celou mnozinu M ziskdme
celkovou hmotnost m uvazované desky. Soucet znacéime [ o P dx dy a nazyvame dvojny
integral funkce p na mnoziné M.

Tento ptistup je vSak nepresny, protoze se opira o pojmy “nekonecné maly obdélnik”
a “soucet nekonecné mnoha nekonecéné malych ¢isel” dm. Predstava o existenci “neko-
nec¢né malého obdélniku” odporuje soucasnému pojeti geometrie v 5 a rovnéz pojem
“souctu nekoneéné mnoha nekonecné malych ¢isel” je bez presné definice zcela nejasny.
Vyvoj matematiky i potieby aplikaci dvojného integralu si proto vynutily pozdéjsi vznik
presné definice a teorie dvojného integralu. Nicméné, predstava o tom, Ze integrél je
souc¢tem nekonetné mnoha nekoneéné malych ¢isel dm = p(x,y) - dedy se stéle,
napiiklad v mechanice pii odvozovéni ruznych vzorcu (viz kapitolu I1.4), pouziva.

11.1.9. Méritelnd mnozina v E, a jeji Jordanova mira. Pojem omezené mnoziny
v [Ey je pro praktické ucely piilis obecny. Naptiklad lze ukazat, ze existuji omezené
mnoziny M € E, tak komplikovanych tvart, ze na nich ani konstantni funkce f(z,y) = 1
neni integrovatelnd. (Piikladem je mnozina vsech bodu ¢tverce (0,1) x (0, 1), jejichz obé
soufadnice jsou raciondlni ¢isla.) Abychom odlisili tyto “umélé” mnoziny, které v tech-
nickych aplikacich nemaji velky vyznam, od “rozumnych” mnozin, zavadime pojem
tzv. méritelné mnoziny.

Piedpoklddejme, ze M je omezend mnozina v E,. Rikdme, Ze tato mnozina je
méritelnd (v Jordanové smyslu), jestlize dvojny integrél konstantni funkce f(x,y) =1
na M existuje. V tomto piipadé nazyvame ¢cislo

wa(h) = [[ drdy

dvourozmérnou Jordanovou mirouw mnoziny M.
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pa(M) ma nazornou geometrickou interpretaci — definuje a poskytuje navod jak
vypocitat plosnyg obsah (nebo jenom kréatce obsah) mnoziny M. Az se naucite dvojné
integraly pocitat, budete se moci sami presvédcit o tom, ze méa-li mnozina M jednoduchy
tvar (¢tverec, obdélnik, trojihelnik, kruh atd.), je ua(M) v souladu se vzorci, které pro
vypocet obsahu znate ze zakladni skoly.

Jednoduché omezené mnoziny (¢tverec, obdélnik, trojihelnik, kruh, kruhova vyseé
atd.) jsou méfitelné. Lze dodat, ze prakticky vsechny dalsi omezené mnoziny, se kterymi
se setkate v technickych aplikacich, jsou také méritelné. Kritérium, pomoci néhoz to
dokazeme poznat, najdete v odstavci 11.1.12. Nejdiive se vSak zminime o nékterych
méritelnych mnozinach, o kterych umime ukézat, Ze jejich mira je nulova.

11.1.10. Priklady mnozin, jejichz dvourozmérna mira je rovna nule.

a) Prazdnd mnozina a vSechny mnoziny, sestavajici z koneéného poctu bodu nebo
usecek.

b) Grafy spojitych funkei jedné proménné y = ¢(x) nebo x = 1 (y) na omezenych
uzavienych intervalech.

¢) Tzv. jednoduché hladké kiivky nebo jednoduché po ¢astech hladké kiivky v Es
(viz kapitolu IIL.1).

Nésledujici véta uvadi nékteré pomérné ziejmé vlastnosti mnozin v E,, jejichz
dvourozmeérna Jordanova mira je nulova (kratce: mnozin miry nula).

I1.1.11. Véta. a) Sjednoceni koneéné mnoha mnozin miry nula je mnozina miry nula.

b) Je-li N mnozina miry nula a M C N, pak M je také mnozina miry nula.

I1.1.12. Véta. (Nutna a postacujici podminka pro to, aby mnozina v E; byla
méfitelnd.) Mnozina M C E, je méritelnd (v Jordanové smyslu) pravé tehdy, je-li
omezend a jz(OM) = 0.

11.2. Existence a vybrané vlastnosti dvojného integralu.

Ptripomindme, ze vyroky “f je integrovatelnd funkce na mnoziné M” a “dvojny
integral [ W f drdy existuje” maji stejny vyznam. Bylo by naivni si myslet, ze dvojny
integral jakékoliv funkce f na jakékoliv mnoziné M vzdy existuje (neboli jinymi slovy, ze
pro jakoukoliv funkci f na jakékoliv mnoziné M konstrukce, popsana v odstavcich I1.1.4—
I1.1.6, vzdy vede k jediné hodnoté limity Riemannovych souctu (II.1.3)). Predevsim je
tfeba mit na paméti, ze konstrukce dvojného integralu pozaduje, aby integra¢ni obor M
byl omezenou mnozinou a rovnéz aby funkce f byla na mnoziné M omezend. Nicméneé,
ani omezenost M i f sama o sobé jesté existenci integralu nezarucuje. Je to dano tim,
ze pojmy omezené mnoziny a omezené funkce jsou stale jesté prilis obecné a zahrnuji
mnoho mnozin i funkei velmi “podivnych” tvaru. Témto piipadum se vsak v tomto
textu vénovat nechceme. V nésledujicim odstavci uvadime jednoduchou postacujici
podminku pro existenci dvojného integralu, se kterou v technickych aplikacich vétsinou
zcela vystacime.
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II.2.1. Véta. (Postacujici podminka pro existenci dvojného integralu.)
Necht M je méritelnd mnozina v Ey a f je omezend a spojitd funkce na M. Pak dvojny
integral [[,, fdxdy existuje.

Z veéty 1.6.14 plyne, ze spojitda funkce na omezené uzaviené mnoziné je omezena.

Vétu I1.2.1 je tudiz mozné pozménit. Lze pozadovat o néco vice na mnoziné M, totiz
uzavienost, a za to lze vynechat piedpoklad o omezenosti funkce f, nebot tu zarucuje
véta 1.6.14. Zformulujte a napiste si sami ptislusnou pozménénou vétu.

Véta I11.2.1 zustane v platnosti, nahradime-li predpoklad o spojitosti funkce f na

mnoziné M slabsim predpokladem o spojitosti f na M “az na mnozinu miry nula”
(ktery pripousti nespojitosti funkce f, ale pouze na mnoziné miry nula v M).

11.2.2. Neékteré dulezité vlastnosti dvojného integralu.

a)

Linearita dvojného integralu. Jsou-li funkce f a g integrovatelné na mnoziné
M C Ey a a € R, pak funkce f + g a af jsou také integrovatelné na mnoziné M

e //M(f+g)da:dy://Mfdxdy—l—//Mgdxdy,
//Ma-fdxdy:a-//Mfdxdy.

Aditivita dvojného integralu vzhledem k oboru integrace. Jsou-li M; a
M, meéritelné mnoziny, jejichz prunik m&a miru nula (tj. My a My se prekryvaji
nejvyse na mnoziné miry nula) a f je integrovatelnd funkce na My a na M, pak
f je integrovatelna funkce i na sjednoceni My U M a

//ledxdy—l-//MQfdxdy://Mlumfdmdy.

Je-li funkce f integrovatelna na mnoziné M € E, a funkce g je omezena a lisi se
od f nejvyse na mnoziné miry nula, pak funkce g je také integrovatelna v M a

//Mgdxdy://Mfdxdy.

Je-li f omezena funkce na mnoziné M € Ey miry nula, pak f je integrovatelna na

M a
//Mfd:z:dy:O.

Jsou-li f a g integrovatelné funkce na mnoziné M C E, takové, ze f(x,y) > g(z,y)
pro vsechny body [x,y] € M, pak

| razan= [[ gazan

Speciédlné, je-li f(x,y) > 0 pro vsechny body [x,y] € M, pak
// fdxdy > 0.
M
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Z tvrzeni c) vyplyva, ze zménime-li hodnoty funkce f v M na mnoziné miry nula v M
(ovSem tak, ze zménénd funkce zustdvd omezend), pak hodnota integralu [ v Jdrdy
se nezméni. Pfi vypoctu integrélu lze dokonce mnozinu miry nula vynechat (tj. misto
na M pocitat integral na mnoziné M — N, kde pa(N) = 0) a hodnota integralu bude
stejnd. Jinymi slovy: chovéani integrované funkce na mnozinach miry nula (pokud funkce
zUustdva omezend) nemé na existenci ani hodnotu dvojného integralu zadny vliv. Tim
také odpovidame na casto se vyskytujici dotaz: “Je dulezité, zda do oboru integrace
zahrnujeme nebo nezahrnujeme jeho hranici?” (Napiiklad: “Je rozdil mezi tim, zda
integrujeme na uzavieném obdélniku (a, b) x (¢, d) nebo na otevieném obdélniku (a, b) x
(¢,d)?”) Odpoved je: NE. Pokud hranice oboru integrace ma miru nula a integrovana
funkce je na ni omezena, pak je jedno, jestli ji do oboru integrace zahrnujeme, nebo ne.

I1.3. Vypocet dvojného integralu — Fubiniho véta a transformace
do polarnich souradnic.

Fubiniho véta prevadi vypocet dvojného integralu na vypocet dvou jednoduchych
(rozumeéjte: jednorozmérnych) integralu. Je mozné ji pouzit pifi integraci na tzv. ele-
mentarnich oborech integrace. Vétu poprvé publikoval v roce 1907 Guido Fubini (1879
1943).

I1.3.1. Elementarni obor integrace v E,. a) Necht y = ¢1(z) a y = ¢a(x) jsou
spojité funkce v intervalu (a,b) a necht ¢(x) < ¢o(x) pro vSechna x € (a,b). Pak
mnozinu

M = {[z,y] €Ey; a < <b, ¢1(x) <y < alx)}

nazyvame elementdrnim oborem integrace vzhledem k ose x. (Viz obr. 10a.)

b) Necht z = 1;(y) a © = 12(y) jsou spojité funkce v intervalu {(c,d) a necht 1;(y) <
1a(y) pro vsechna y € (¢, d). Pak mnozinu

M = {[x,y] € Ey; c <y <d, ¢(y) §$§¢2(y)}

nazyvame elementdrnim oborem integrace vzhledem k ose y. (Viz obr. 10b.)

Obr. 10a Obr. 10b

o6



Elementarni obory integrace jsou métitelné mnoziny v 5. Nyni vysvétlime myslenku
vypoctu dvojného integralu funkce f(x,y) na elementdrnim oboru integrace vzhledem
k ose z. (Viz obr. 10a.) Pfedstavte si, ze obor integrace roziezete na nekoneéné mnoho
nekonecné tenkych svislych pruhii. Jeden takovy pruh je tiseckou PQ na obr. 10a. Ne-
jprve integrujeme f(x,y) na kazdé takové tsecce jakozto funkci proménné y — obdrzime

F(z) = diz((;)) f(z,y)dy. Vysledek zavisi na x, protoze poloha tisecky PQ zavisi na x.

Pak integrujeme F'(z) jakozto funkci proménné x od a do b. Timto zpusobem ziskdme
vzorec (I1.3.1) v odstavci 11.3.2.

V nasledujici vété presné formulujeme predpoklady, za kterych muzeme integral
pocitat popsanym zpusobem. Véta se také zabyva pripadem, kdy oborem integrace je
elementarni obor vzhledem k ose y.

I1.3.2. Fubiniho véta pro dvojny integrdl. a) Necht M je elementdrni obor inte-
grace vzhledem k ose x, popsany v odstavci I1.3.1. Necht funkce f(x,y) je spojitd v M.
Pak

b b2(x)
(I1.3.1) /Mf(x,y) dx dy = / (/q5 o f(z,y) dy) dx.

b) Necht M je elementdrni obor integrace vzhledem k ose y, popsany v odstavci I1.3.1.
Necht funkce f(x,y) je spojita v M. Pak

(113.2) / f@.y) dody — / ( / zh()y) f@y) da:) dy.

I1.3.3. Poznamka. Integrdlum na pravych stranach (I1.3.1) a (I1.3.2) se, na rozdil od
dvojnych integralu na levych stranach, casto fika “dvojnasobné integraly”.

Je-li M obdélnikem (a,b) X (¢, d) a funkce f je spojita na M, pak z obou ¢dsti véty
I1.3.2 snadno vyplyva tento vzorec:

J[ 1wy dray - /ab(/cdfcr,y) dy) di = /Cd(/:f(w) daz) dy

I1.3.4. Piiklad. Vypocitejme integrdl [[,, (22 + 3y 4+ 5) dody, kde M je mnozina,
omezend kiivkami y =2z, y=1/z a =2
Re$end: Dané kiivky délf rovinu zy na riizné ¢ésti (nakreslete si obrazek!), pouze
jedna z nich v8ak je omezena a to je pravée M. Mnozinu M muzeme popsat jako mnozina
bodu [z,y] € Ey takovych, ze V2/2<2<V2 a 1)z <y <2

M je elementarni obor integrace vzhledem k ose z. Funkce f je spojita na M. Uzitim
Fubiniho véty I1.3.2 dostavame:

\/5 2
//(2x+3y+5)dxdy:/ (/ (2x+3y+5)dy> dx
M v2/2 \J1/z

v V2 3 )
:/ [Qxy—i- —1—53/] 1/gcdx—/ (4:c + 622 —1—103:—2——2——) dx
V2/2 v= V32 222z

1023 3 V2 79
—{ < 2 } = —V2+75-5In2.
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7 teorie jednorozmérného integralu si pamatujete, ze u¢innou metodou integrace
je substituéni metoda. Tuto metodu muzeme pouzit i pti vypoctu dvojného integralu.
Pt jejim pouziti obvykle fikdame, ze integrédl transformujeme do jinych souradnic. Ne-

.....

polarni) soufadnice.

I1.3.5. Polarni soufadnice v E,.
Polohu bodu X € [E, muzeme jed-
noznacné ur¢it jeho poldrnimi sou-
radnicemi r, @, které maji tento ge-
ometricky vyznam: r je vzddalenost r
X od pocatku O a ¢ je thel mezi
kladnou ¢asti osy x a tseckou OX 0
(méfeny od osy z k tsecce OX). 7
(Viz obr. 11.) Vztah mezi kartézsky-

mi soufadnicemi z, y a polarnimi sou- Obr. 11
fadnicemi r, ¢ je dan rovnicemi

(I1.3.3) r = rcosy, Yy =rsinp.

Z geometrického vyznamu polarnich souradnic vyplyva, ze r > 0 a ¢ lze brat z kterého-
koliv intervalu, jehoz délka nepfesdhne 27 (napiiklad z intervalu (0, 27)).

11.3.6. Transformace dvojného integralu do polarnich souradnic. Piedstavte
si, ze pocitdme integrdl [f, f(z,y) dxdy. Pomoci rovnic (I1.3.3) muzeme nahradit x,
y vyrazy r cos ¢ a r sin ¢. Kromé toho je vsak tieba

a) popsat obor integrace M v polarnich soufadnicich a stary popis (v kartézskych
souradnicich) zaménit novym popisem (v polarnich souradnicich),

b) dosadit vhodny vyraz do dvojného integralu za drdy (podobné, jako kdyz pfi
substituci = ¢(t) v jednorozmérném integralu dosazujeme dx = ¢'(t) dt).

Mnozina M odpovidd néjaké mnoziné M’ v polarnich soufadnicich. (Pod M’ si
muzete predstavovat popis M v polarnich souradnicich.) V optimdlnim piipadé kazdému
bodu [z,y] € M odpovida pravé jeden bod [r,p] € M’ (takovy, ze x = r cos ¢ a y =
r sin ¢). Mnoziny miry nula vsak nehraji zddnou roli a proto vzdjemnd jednoznacnost
pritazeni mezi body [z,y| € M a body [r, ] € M’ muze byt porusena na mnoziné miry
nula.

Vyraz dx dy je tfeba pii transformaci do polarnich souradnic nahradit takto:
(I1.3.4) dxdy = r drde.

Cinitel 7 na pravé strané je tzv. “jakobidn” (zkratka pro “Jacobiho determinant”). Vice
se o ném dozvite v kapitole II.9.

Transformace dvojného integrdlu do polarnich soufadnic ma smysl tehdy, pokud
vede ke zjednoduseni integrované funkce (viz priklad I1.3.8) nebo ke zjednoduseni popisu
oboru integrace (viz piiklad I1.3.7).

I1.3.7. Piiklad. Vypocitejme integrdl [, (z+y) dzdy, kde
M ={[z,y] €Ey; >0, y>0, 22 +1y><4}.
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Resend: M je prinikem kruhu (se sttedem v poéatku a polomérem 2) s prvnim
kvadrantem. Odpovida oblasti M’ = {[r,¢] € Eo; 0 < r < 2, 0 < ¢ < m/2} v oboru
poldrnich soufadnic [r, ¢]. Uzitim rovnic (I1.3.3) a (I1.3.4) dostaneme:

// (x—i—y)dxdy:// (r cos ¢ +rsin ) r drde
M /

2/ pm)2 2 B
=N / (/ 7% (cos ¢ + sin ) dgo) dr = / r?[sin ¢ — cos @] i;g/Q dr
0o \Jo 0

2 16
= / 2rtdr = —
0

I1.3.8. Piiklad. Vypocitejme integral [f, (2% +y?) /2 dz dy, kde M je trojihelnik
s vrcholy [0, 0], [1,0], [1,1].

1) Pouzili jsme Fubiniho vétu.

Reseni: Mlze definovat jako mnozinu bodt [z,y] € Ey takovych, ze 0 < z < 1 a
0 < y < x. Transformujeme-li tyto nerovnosti do polarnich soutadnic, obdrzime:

(I1.3.5) O0<rcosp<l, 0<rsinp<rcos .

Ze druhé nerovnosti plyne: 0 < sin ¢ < cos ¢, coz znamend, ze 0 < ¢ < 7/4.
Z prvni nerovnosti v (I1.3.5) vyplyva: 0 < r < 1/cos ¢. M tudiz odpovidd mnoziné
M ={[r,¢] € Es;0 < <m/4, 0 <r <1/cos ¢} v oboru polarnich souradnic. Uzitim
transformaci (I1.3.3), (I1.3.4) a ndslednym pouzitim Fubiniho véty dostaneme:

// 1 d d // 1 d d /7T/4 (/l/cosgod ) d
——axr ay = —rarap = r 2
M /2% + y? M T 0 0

/4 /A eog © ) V22
o  COs o 1l—sin“¢ 0 1—-t

V2/2

1 1 1 vie 1 2442
= = ——t——|dt=Li[-In(1—-t)+In(1+¢ =—1In :
/O ( ) 2[ ( ) ( )L) 9 2_\/5

2) Pouzili jsme substituci sin ¢ =t a odtud plynouci rovnost cos ¢ dp = dt.

11.3.9. Zobecnéné polarni souradnice v E,. Tyto soutradnice budeme opét oznacovat
r, . Maji podobny geometricky vyznam, jako polarni souradnice, avsak jejich pocatek
nemusi byt stejny jako pocatek v kartézskych souradnicich a rovnéz nejsou “izotropni”,
tj. mira zmény 7 ve sméru osy x a ve sméru osy y se muze lisit. Vztahy mezi kartézskymi
soufadnicemi x, y a zobecnénymi polarnimi soufadnicemi r, ¢ jsou:

(I1.3.6) xr = X9+ ar cos ¢, Yy = yo-+ brsin ¢,

pricemz [xo, yo] je zvoleny bod v Es a a, b jsou zvolené kladné konstanty.

Lze dokézat, ze pti transformaci dvojného integralu do zobecnénych polérnich sou-
fadnic je tfeba vyraz dz dy transformovat takto:

(I1.3.7) dxdy = rab drdep.

Cinitel rab na pravé strané se opét nazyvé “jakobidn” a odvozeni jeho tvaru lze nalézt
v kapitole II.9.
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Transformaci dvojného integralu do zobecnénych polarnich souradnic obvykle doci-
lime zjednodusen{ integrované funkce, pokud tato obsahuje vyrazy typu (z —xg)*/a®+
(y — y0)?/b?. Popis oboru integrace se zjednodusi, pokud je jim naptiklad cely vnitiek
nebo pouze vyset elipsy (x — z¢)?/a® + (y — yo)?/b* = 1.

I1.3.10. Piiklad. Vypocitejme integral [, « dxdy, kde
M = {[z,y] € Ey; (x—2)%>+ (y—1)/4> < 1}.

Resent: Jepatrné, ze pokud pouzijeme transformaci
(I1.3.8) x=2+rcosp, y=1+42rsin p,

pak body [x,y] vypliuji obor M prave kdyz body [r,¢] vypliuji obor M’ = {[r,¢] €
Eo; 0 <7 <1, 0<¢ <2r}. Uzitim transformace (I1.3.8), rovnosti dx dy = 2r dr dy
(plynouci z (I1.3.7)) a rovnéz naslednym pouzitim Fubiniho véty obdrzime:

2 1
//a:dxdy:// (2+rcosg0)27"drdg0:/ (/ (4r + 2r* cosgp)dr) dp
M ' 0 0

2 2
— /0 [27"2 + 21° cos gp}io dp = /0 (24 2 cos @) dp = 4.
I1.3.11. Poznamka. Jisté jste si vsimli, Ze transformace (11.3.8) v piikladu I1.3.10 neni
vzajemneé jednoznacnym zobrazenim mnoziny M’ na mnozinu M. Vzdjemné jednoznacné
ptitazeni mezi body [z,y] a [r,¢] je poruseno v podmnoziné Mj = {[r,¢| € Eo; r =
0, 0 < ¢ < 27} mnoziny M’. To je ziejmé, nebot transformace (I1.3.8) prifazuje viem
bodum, lezicim v M, jeden bod [2,1] v M. Bod [2,1] v M m4 tudiz nekonetné mnoho
vzoru v M’ — jsou jimi v8echny body [r, ¢] € M. Jelikoz vsak ps(Mj) = 0, toto neméd
vliv ani na existenci, ani na hodnotu integralu.

11.4. Neékteré fyzikalni aplikace dvojného integralu.

Predpokladejme, ze tenkd hmotna deska je umisténa v roviné xy tak, Ze presné
pokryva méritelnou mnozinu M. Deska nemusi byt homogenni. To znamend, Ze plosna
hustota desky (tj. hmotnost vztazend k jednotce plosného obsahu) nemusi byt kon-
stantn{ (naptiklad vlivem toho, Ze se méni tloustka desky nebo materidl, ze kterého je
vyrobena). Oznacme tuto plosnou hustotu p(x,y) a predpokladejme, ze p(z,y) je udana
v kg - m~2. Dvojny integral umoziiuje definovat a vypocitat nékteré zdkladni mechanické
charakteristiky desky:

hmotnost desky ............. m = // plz,y) drdy [ke],

staticky moment

vzhledem k ose & ......... m, = // y-plz,y)dedy [kg-m],
M

vzhledem k ose iy ......... my = // x-p(x,y) dedy [kg-m],
M
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souiadnice tézisté ....... rp=—, Yp=— [m],

moment setrvacénosti

vzhledem k ose « ...... Jy = // y? - p(x,y) dr dy kg - m?],
M

vzhledem k ose y ...... J, = // 2* - p(a,ydr dy kg - m?],

vzhledem k pocétku ... Jy = // 2* +y?) - pla,y)dedy  [kg - m?).

Navrhnéte sami vzorec, kterym muzeme definovat a rovnéz podle néj vypocitat moment
setrvacnosti vzhledem k obecné piimce v Eo, dané rovnici az + by + ¢ = 0.

I1.5. Trojny integral — motivace a definice. TFirozmeérna
Jordanova mira a méritelné mnoziny v Es.

Teorie trojného integralu je skoro stejna, jako teorie dvojného integralu. Hlavni
rozdil spociva v tom, ze integrujeme funkce tii proménnych a obory integrace jsou ¢asti
[E3. Teorii trojného integralu proto uvadime pouze stru¢né a nevysvétlujeme mnoho
podrobnosti.

Na druhé strané, jedna dimenze navic znamena, ze integrované funkce a predevsim
obory integrace mohou byt podstatné rozmanitéjsi. Ackoliv metody integrace jsou opét
zalozeny zejména na Fubiniho vété a transformaci integralu do jinych soutadnic, tyto
metody jsou obvykle technicky komplikovanéjsi, nez v pripadé dvojného integralu.

I1.5.1. Déleni kvadru a jeho norma. Necht (a,b), {c,d) a {r,s) jsou postupné
uzaviené intervaly na souradnych oséch x, y a z. Pak kartézsky soucin K = (a,b) X
(c,d) x (r,s) je kvddrem v E3, jehoz hrany jsou rovnobézné se souradnymi osami x, y
nebo z.

Kvadr K lze rozdélit siti rovin rovnobéznych s rovinami xy, xz nebo yz na n dil¢ich
kvadra K, ..., K,. Systém téchto kvadru nazyvame déleni kvadru K. Pojmenujeme-li
popsané déleni D, pak normou déleni D nazyvame délku nejdelsi ze vSech hran kvadru
Ky, ..., K,. Normu déleni D zna¢ime ||D||. Jsou-li délky hran diléich kvadru K, ...,

K, rovny Axy, Ayp, Azy, ..., Ax,, Ay,, Az,, muzeme normu || D|| vyjadfit:
ID|| = max{Azy; Ayy; Azy; ..o Az Ay, Az}

11.5.2. Fyzikalni motivace. Ptedstavme si, ze chceme vypocitat hmotnost m télesa,
které ma tvar kvadru K = (a, b) x (¢, d) x(r, s) a ve kterém je hmota rozlozena s hustotou
p(x,y, z). Hustota muze byt proménnd, kvadr tudiz nemusi byt homogenni.

Ve specidlnim piipadé, kdy hustota p je konstantni, je m = p-(b—a)-(d—c)-(s—r1).
(Proc?)

V obecném piipadé, kdy hustota nemusi byt konstantni, muzeme K rozdélit délenim
D na n diléich kvadru Ky, ..., K,. Jsou-li diléi kvadry “velmi malé”, pak neudélame
velkou chybu, kdyz hustotu p na kazdém z nich povazujeme za konstantni a postupné
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rovaou p(Zy), ..., p(Z,), kde Zy, ..., Z, jsou zvolené body v K, ..., K,. Hmotnost
kvadru K; (pro i =1,...,n) je pak pfiblizné rovna m;=p(7;) - Ax; Ay; Az;, kde Ax;,
Ay; a Az; jsou délky hran kvadru K;. Hmotnost celého télesa K lze priblizné vyjadrit:

(IL.5.1) m = E:mZ Z 7Z;) - Az Ay; Az;.

=1
Pokud funkce p méa “rozumné Vlastnostl , pak je prirozené ocekavat, ze presnou hodnotu
m obdrzime jako limitu sou¢tu na pravé strané, jestlize n — +oo a ¢isla Ax;, Ay;, Az;
se blizi k nule (tj. jestlize || D|| — 0).

I1.5.3. Riemannovy soucty a jejich limita. Predpokladejme, ze f(z,y, z) je omezend
funkce na kvadru K = (a,b) X {¢,d) x (r,s). Necht D je délen{ kvadru K na diléf kvadry
Ky, ..., K,, popsané v odstavci I1.5.1. Ozna¢me délky hran kvadru Ki, ..., K, pos-
tupné Az, Ay, Az, ..., Az, Ay,, Az,. Necht V je systém zvolenych bodt Z; € K;
(1=1,...,n). Riemannovim souctem funkce f na kvddru K, odpovidajicim déleni D a
systému V vybranych bodu 71, ..., Z,, nazyvame soucet

(11.5.2) s(f.D,V) Z F(Z) - Ax; Ay; Az,

Rikdme, 7ze ¢islo S je limitou Riemannovich soucti s(f, D,V) pro |D| — 0+,
jestlize ke kazdému zvolenému e > 0 existuje § > 0 takové, ze pro kazdé déleni D
kvadru K a pro kazdy zvoleny systém V plati:

IDf <0 = |s(f,D,V) =S| <e

Piseme:

(I1.5.3) lim s(f,D,V) =S.

|| D]]—0+

I1.5.4. Trojny integrdl na kvadru. Jestlize limita (I1.5.3) existuje, pak jeji hodnotu
S nazyvame trojnym integralem funkce f na kvadru K. Tento integral obvykle znacime

//Kf(x,y)dxdydz nebo //de:vdydz.

Jestlize limita (I1.5.3) existuje, iikdme, ze “trojny integral [[[. f dx dydz existuje”
nebo ze “funkce f je integrovatelnd na kvadru K”.

11.5.5. Trojny integral na obecné omezené mnoziné v [E;. Predpokladejme,
7e M je omezena mnozina v E3 a f(z,y,z) je omezend funkce na M. Necht K =
(a,b) x {(c,d) x (r,s) je kvadr, ve kterém je mnozina M obsazena. Definujme

« f(z,y,2)  pro[z,y,2] € M,
[ (z,y,2) =
0  pro[z,y,2] € K — M.

Pak trojnym integrdlem funkce f na mnoZiné M rozumime trojny integral funkce f* na
kvadru K (pokud tento integral existuje). Trojny integral f na M znacime

//Mf(x,y)dxdydz nebo //Mfdxdydz.
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Lze ukézat, Ze existence ani hodnota trojného integralu [[[. f* dx dy dz nezavist
na konkrétni volbé kvadru K, ve kterém je mnozina M obsazena. (Je to déno tim, ze
rozsifend funkce f* je nulovd vné mnoziny M.)

V literature se misto “trojny integral” nékdy pouziva nazev objemovy integrdl.

Pokud integrdl [[[, f* dxdydz existuje, pak také fikdme, ze “trojny integral
[J[5; [ dxdydz existuje” nebo ze “funkce f je integrovatelnd na mnoziné M”. Mnozinu
M nazyvame integracni obor nebo obor integrace a integrovanou funkci f nazyvame
integrand. Jednoduchou postacujici podminku pro existenci integralu najdete v odstavci

I1.6.1.

I1.5.6. Fyzikalni vyznam trojného integralu. Z odstavce I1.5.2 a z definice trojného
integralu je patrny fyzikalni vyznam trojného integralu: Je-li M omezend mnozina
(téleso) v Eg a p(x,y, z) je hustota télesa M, pak [[[,, p dzdydz vyjadiuje celkovou
hmotnost télesa M. S dalsimi aplikacemi trojného integralu ve fyzice se seznamime
v kapitole II.8.

11.5.7. Historicky pristup. Trojny integrdl byval v minulosti zavadén, podobné jako
dvojny integral, pomoci predstavy o nekoneéné malém kvadru o hranach délek dx, dy,
dz atd. Tento pristup byl vysvétlen v odstavci I1.1.8.

11.5.8. Méritelna mnozina v E3 a jeji Jordanova mira. V Ej existuji mnoziny tak
komplikovanych tvaru, ze na nich neexistuje ani integral konstantni funkce f(z,vy,z2) =
1. (Prikladem je mmnozina vSech bodu krychle (0,1) x (0,1) x (0,1), jejichz néktera
souradnice je raciondlni ¢islo.) Abychom odlisili tyto “umélé” mmoziny, které v tech-
nickych aplikacich nemaji velky vyznam, od “rozumnych” mnozin, zavadime pojem
“meéritelné mnoziny”.

Piedpoklddejme, ze M je omezens mnozina v Es. Rikdme, ze mnozina M je méritelnd
(v Jordanové smyslu), jestlize konstantni funkce f(x,y,z) = 1 je integrovatelnd na M.
V tomto ptipadé nazyvame hodnotu

mr) = [[[ dvdya:

trirozmeérnou Jordanovou mirou mnoziny M.

w3 (M) mé ndzorny geometricky vyznam: Definuje a poskytuje ndvod jak vypocitat
objem mnoziny M.

11.5.9. Priklady mnozin, jejichz tfirozmérna Jordanova mira je rovna nule.
a) Mnoziny, sestavajici z koneéného poctu bodu nebo kiivek. (Co presné minime
kiivkou je vysvétleno v odstavcich I11.1.1, 111.1.2 a II1.1.8.)
b) Plochy, které jsou grafy spojitych funkei dvou proménnych z = ¢(z,y) nebo y =
¥(x, z) nebo x = n(y, z), definovanych na omezenych uzavienych mnozinach v Es.

¢) Tak zvané jednoduché hladké plochy a jednoduché po ¢astech hladké plochy (viz
kapitola IV.1).

V této kapitole a v kapitolach 11.6-1I1.8, pojednavajicich o trojném integrdlu, budeme
réenim “mnozina miry nula” minit mnozinu v K3, jejiz tfirozmérna Jordanova mira je
rovna nule.
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I1.5.10. Véta. a) Sjednoceni konecné mnoha mnozin miry nula je mnozina miry nula.

b) Je-li N mnozina miry nula a M C N, pak M je také mnozina miry nula.

I1.5.11. Véta. (Nutnd a postacujici podminka pro to, aby mnozina v E; byla
meéfitelnd.) Mnozina M C Ejz je méritelnd (v Jordanové smyslu) pravé tehdy, je-li
omezend a ji3(OM) = 0.

Z vety 11.5.11 plyne, ze napiiklad tzv. elementarni obory integrace v Es, které
poznate v odstavci 11.7.1 (viz téz obr. 12), jsou méfitelné mnoziny. V technickych ap-
likacich se s jinymi omezenymi mnozinami, nez méritelnymi, prakticky nesetkate.

11.6. Existence a vybrané vlastnosti trojného integralu.

Pripomindme, ze dva vyroky “funkce f je integrovatelna na mnoziné M” a “trojny
integral [[[ o drdydz existuje” fikaji presné totéz.

I1.6.1. Véta. (Postacujici podminka pro existenci trojného integralu.)
Necht M je méritelnd mnozina v Es a f je omezend a spojita funkce na M. Pak trojny
integral [[[,, f dzdydz existuje.

Stejné jako analogickou vétu I1.2.1, i vétu I1.6.1 je mozné pozménit. (Lze navic
pozadovat uzavienost mnoziny M a za to lze vynechat predpoklad o omezenosti funkce
f.) Zformulujte a napiste si sami piislusnou pozménénou vétu.

Véta I1.6.1 bude platit i tehdy, nahradime-li predpoklad o spojitosti funkce f na
mnoziné M slabsim predpokladem o spojitosti f na M “az na mnozinu miry nula”
(ktery pripousti nespojitosti funkce f, ale pouze na mnoziné miry nula v M).

11.6.2. Nékteré dulezité vlastnosti trojného integralu.

a) Linearita trojného integralu. Jsou-li funkce f a g integrovatelné na mnoziné
M C Ez aa € R, pak

///M(erg)dxdydz://Afdxdyder///Mgdxdydz,
///Moz-fdmdydz:a-//Mfdxdydz.

b) Aditivita trojného integrilu vzhledem k oboru integrace. Jsou-li M; a
M, méritelné mnoziny v Eg, které se prekryvaji nejvyse na mnoziné miry nula (tj.
us(My N My) =0) a f je integrovatelnou funkei na My i na My, pak

//leda:dyder//MQfdxdydz = ///Ml%fdxdydz,

c) Je-li funkce f integrovatelna na mnoziné M € E3 a omezend funkce g se lisi od f
nejvyse na mnoziné miry nula v M, pak g je také integrovatelna funkce v M a

///Mgdxdydzz///Mfdxdydz,
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d) Je-li f omezena funkce na mnoziné M € E3 miry nula, pak f je integrovatelnd na

M a
// fdrdydz = 0.
M

e) Jsou-li f a g integrovatelné funkce na mnoziné M C Ej takové, ze f(x,y,z) >
g(x,y,z) pro vSechny body [x,y,z] € M, pak

///Mfdxdydz > ///Mgdivdydz.

Specialné, je-li f(x,y,z) > 0 pro vsechny body [z,y,z] € M, pak

// fdrdydz > 0.
M

Z bodu c) je patrné, ze pokud integrovana funkce je omezend, pak jeji chovani na mnoziné
miry nula neovliviiuje ani existenci, ani hodnotu trojného integralu. Trojnym integralem
funkce f na mnoziné M se tudiz muzeme zabyvat i v pripadé, kdy funkce f je definovana
pouze v M — N, kde N je mnozina miry nula.

I1.7. Vypocet trojného integralu — Fubiniho véta a transformace
do cylindrickych a do sférickych soutradnic.

Fubiniho véta pro trojny integral
prevadi vypocet trojného integrdlu na
vypocet jednoho dvojného integralu
a jednoho jednoduchého (tim minime
jednorozmérného) integralu. Lze ji
pouzit na tzv. elementarnich oborech
integrace v [E;.

11.7.1. Elementarni obor integrace
v E;. Necht M,, je méfitelnd uzaviend
mnozina v Ey a z = ¢1(z,y) a z =
¢o(z,y) jsou spojité funkce na M,
takové, 7o ¢n(z,5) < oa(zy) IO
vSechna [z,y| € M,,. Pak mnozinu

M = {[x,y, z] € Es; [z,y] € My,
¢1($,y) <z< ¢2($7y)}

nazyvame elementdrni obor integrace vzhledem k roviné xy. (Viz obr. 12.)

Analogicky muzeme definovat i elementarni obor integrace vzhledem k roviné xz
a elementarni obor vzhledem k roviné yz. Napiste si sami jako cviceni definice téchto
elementarnich integra¢nich oboru.
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Elementarni obory integrace jsou métitelnymi mnozinami v Ej. Integrace funkce
f(z,y,2) na elementarnim oboru integrace vzhledem k roviné zy je zalozena na této
predstavé: Obor integrace M rozdélime na nekoneéné mnoho svislych tsecek. Jednou
z nich je usecka PQ na obr. 12. Nejprve integrujeme funkei f na kazdé z téchto tsecek

jako funkei jedné proménné z — obdrzime F(z,y) = ﬁ((;;%) f(z,y,2)dz. Vysledek

z&visi na z a na y, protoze poloha tsecky PQ zavisi na = a na y. Poté integrujeme
F(x,y) jakozto funkci dvou proménnych x a y na mnoziné M,,. Timto zptisobem ziskdme
formuli (I1.7.1).

I1.7.2. Fubiniho véta pro trojny integral. Necht M je elementdrni obor integrace
vzhledem k roviné xy, definovany v odstavci I1.7.1. Necht f(x,y, 2) je spojita funkce na
M. Pak

(IL7.1) ///Mf(x,y,z) do dy d> — //M (/;((y)y)f(a:yz) dz) dar dy,

Zformulujte sami analogické véty pro integraci na elementarnich oborech integrace
vzhledem k rovinam zz a yz.

I1.7.3. Piiklad. Vypocitejme integrél [[[, (2+42) dzdydz, kde M je mnozina v Eg,
omezend plochami 22 + 3> =2, 2 = -2 -z az=2+y.

R e $eni: Dané plochy déli E5 na vice mnozin, pouze jedna z nich je vsak omezend
a to je M. M je casti valce 22 + y? < 2, zdola omezenou rovinou z = —2 — x a shora
omezenou rovinou z = 2 + y. Mnozina M je elementarnim oborem integrace vzhledem
k roviné xy, My, = {[z,y] € Eo; 2?2 +y* < 2} a ¢1(x,y) = =2 — x, da(z,y) = 2+ .
Uzitim véty 11.7.2 dostavame:

2+y
/// (z+2) dxdydz:// (/ (z+2) dz) dx dy
M My —2—x
:// [22/2+22}2_J;y_xdxdy:// (32— 1a® +4y+8) dedy
x24+y2<2 x24y?<2
\/5 27
:1)/ (/ (%7‘2Sin2(,0—%7"2COSQQO+47”Sin90—|—8)7”d30) dr
0 0

V2
= / 167 r dr = 167.
0

) Dvojny integrél na M,, transformujeme do poldrnich soufadnic.

11.7.4. Poznamka. Fubiniho véta I1.7.2 rozklada trojny integrél na dva integrély —
vnejsi dvojny integral a vnitini jednoduchy integral. Nékdy je uzitecné provést roz-
klad opac¢né, tj. na vnéjsi jednoduchy integrdl a na vnitini dvojny integral. Preskoc¢ime
prislusnou teorii, protoze je obdobna obsahum odstaveu I1.7.1 a I1.7.2, a postup ukézeme
pouze na piikladu.

I1.7.5. Priklad. Vypocitejme objem V sikmého kuzelu K = {[z,y,z] € E3; 0 < z <
5, (v —22)* +y? < 2}

Resend: Proobjem V kuzelu K plati:
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5
V:///dxdydz:/<// dxdy)dz
K 0 (x—22)24y2<2?

5 z 2m 5 12
L)oo [
0 0 0 0 3

2) Vnitini dvojny integral transformujeme z kartézskych soutadnic z, y do zobec-
nénych polarnich soufadnic r, ¢ pomoci rovnic = 2z + r cos ¢, y = 7 sin ¢,

dr dy = rdpdr.

I1.7.6. Cylindrické souradnice v E;. Cylindrické souradnice bodu X = [z,y, 2] € E;3
jsou r, ¢, w. Maji tento geometricky vyznam: 7, ¢ jsou polarnimi souradnicemi bodu
[z, y] v roviné xy a w = z. Mezi kartézskymi souradnicemi a cylindrickymi souradnicemi
bodu X tudiz plati relace:

(I1.7.2) x =Tcosp, Yy =rsiny, z=w.

Pri transformaci trojného integralu do cylindrickych souradnic musime téz nahradit
vyraz dx dy dz. Lze dokazat, ze spravna nahrada je

(I1.7.3) dxdydz = r drdydw.

(Vice podrobnosti najdete v kapitole I1.9.)

7 geometrického vyznamu r, ¢ a w z
je patrné, ze r > 0, ¢ lze vybirat
z jakéhokoliv intervalu délky 27 a w € /
R. Transformace trojného integralu do /
cylindrickych soutradnic m& smysl tehdy, y
zjednodusi-li se bud integrovand funkce /// %
nebo popis integra¢niho oboru. Inte- )/
grovana funkce se obvykle zjednodusi, ,
pokud na z a y zavisi prostfednictvim / Ly
vyrazu x? +y*. (Pfi transformaci pak a2 + O ¥
y* prejde v r2) Popis oboru integrace
je obvykle v cylindrickych soufadnicich
jednodussi, pokud je tento obor valcem
nebo néjakou jednoduchou casti valce. Obr. 13

Transformaci trojného integralu [[[, f dxdydz ziskdme integral na oboru M’
proménnych r, ¢, w. V optimalnim piipadé je rovnicemi (I1.7.2) definovdno vzdjemné
jednozna¢né zobrazeni M’ na M. Nicméné, jelikoz chovani integrované funkce na mno-
ziné miry nula nemd vliv ani na existenci ani na hodnotu integrélu (pokud funkce je
omezend), vzajemnd jednoznacnost piirazeni bodu [r, ¢, w] € M’ a bodu [z,y, 2] € M
muze byt na mnoziné miry nula porusena. Toto plati i v pfipadé transformaci trojného
integralu do dalsich (sférickych, zobecnénych cylindrickych atd.) souradnic, proto to jiz
nebudeme znovu explicitné pripominat.

I1.7.7. Piiklad. Vypocitejme objem télesa M, omezeného vdlcovou plochou z? + (y —
1)2=1, rovinou z =0 a paraboloidem z = 2%+ y%.

Reseni: Objem M je identicky s tifrozmérnou Jordanovou mirou oblasti M (viz
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odstavec I1.5.8). Muzeme jej tudiz znacit ps(M). Je definovén integrlem [[f,, dx dy dz.
Tento integral vypocitdme pomoci transformace do cylindrickych soutadnic.

M je mnozinou bodu [z,vy, z] € E3 takovych, 7ze 0 <z <z?+y* a 2%+ (y — 1)
< 1. Posledn{ nerovnost lze zapsat: % +y*—2y < 0. Dosadime-li do nf za x a y z rovnic
(I1.7.2), obdrzime:

r? — 2r sin ¢ < 0,
r < 2 sin .
Nerovnosti 0 < z < 2% +y? odpovidaji nerovnostem
0<w<r2

Tyto nerovnosti ukazuji, v jakych mezich je tieba integrovat podle r a podle w. Meze
pro integraci podle ¢ jsou patrné, predstavime-li si, jak vypadd kolmy prumét M na
rovinu zy. Primétem je kruh M,, se stfedem [0,1] a polomérem 1. Uhel, vytvoreny
vSemi moznymi polopifmkami vychdzejicimi z poc¢atku a mificimi do M,,, je thel mezi
krajnimi hodnotami ¢ = 0 a ¢ = 7. Hledany objem tudiz je:

g 2 sin ¢ r? s
M3(M)=/// dxdydz:/ (/ (/ rdw)dr)dwz/ 4 sin* o dp = 7.
M o \Jo 0 0

: 2
Integral " ( 02 "P(fy r dw)dr)de se na rozdil od trojného integralu nazyvé
“trojnasobny integral”. Aby bylo okamzité zfejmé, v jakych mezich se podle které

proménné integruje, zapisujeme Casto trojnasobny integral v tomto tvaru:

2

™ 2 sin ¢ r2 T 2 sin ¢ T
/ (/ (/ r dw)dr)dgp = / dgo/ dr/ r dw.
0 0 0 0 0 0

I1.7.8. Sférické souradnice v E3. Sférické
souradnice bodu X = [z,y,2z] v E; jsou
r, ¢ a . Maji tento geometricky vyznam:
r je vzdalenost bodu X od pocatku O. ¢
je thel mezi tdseckou OX’ (kde X’ je orto-
gonalni projekce bodu X na rovinu zy) a
kladnou ¢asti osy x (méfeny od osy z). ¢
je thel mezi tseckou OX' a tseckou OX
(méfeny od tsecky OX'). Tato geometrickd
interpretace sférickych souradnic snadno vede
k néasledujicim rovnicim:

x = rcos ¥ cos g,

(IL.7.4)

r cos ¥ sin ¢,

Obr. 14

z = 7 sin 9.

Pii transformaci trojného integralu z kartézskych soutadnic x, y, z do sférickych
soufadnic r, ¢, ¥ je téz nutné transformovat vyraz drdydz. Je mozné dokazat, ze
spravna nahrada tohoto vyrazu je:

(I1.7.5) drdydz = r* cos ¥ drdp dd.

(V kapitole I1.9 se dozvite vice o tom, pro¢ tomu tak je.)
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Z geometrického vyznamu r, ¢ a ¥ vyplyva, ze r > 0, ¢ lze vybirat z jakéhokoliv intervalu
délky 27 (napiiklad z (0,27)) a O lze vybirat napiiklad z intervalu ( — 7/2,7/2).
Transformace trojného integralu do sférickych souradnic obvykle vede ke zjednoduseni
integrované funkce, pokud tato funkce zdvisi na z, vy, z prostfednictvim vyrazu 2 +
y? + 22, ktery pii transformaci piejde v r2. Popis oboru integrace se obvykle zjednodusi
tehdy, je-li timto oborem koule se sttedem v pocatku nebo néjaka jeji vysec.

I1.7.9. Piiklad. Vypocitejme objem télesa M, které méa tvar horni ¢ésti koule 2% +
y? + z* <1, odffznuté kuzelovou plochou z* = 3 (% 4 y?).

R e $eni: Uvazovana koule ma ve sférickych soufadnicich 7, ¢, ¥ velmi jednoduchy
popis: r < 1. Dosazenim z rovnic (I1.7.4) do rovnice kuzelové plochy obdrzime:

929 1.2 2 2 .9
r? sin® ¥ = §1? cos? V¥ (cos® ¢ + sin® ),
1
3

tgd = ++/3/3,
coz znamend, ze ¥ = +m/6. Jelikoz M se rozkladd nad kuzelovou plochou (a na ni),
souradnice ¥ bodu v M splauje: ¢ € (7/6, w/2). Konecné, thel ¢ probihd od 0 do 27.
Pro objem M tedy plati:

1 2m w/2
ps(M) :/// da:dydz:/ (/ (/ r? cosﬁdﬁ) dgp) dr = im.
M 0o \Jo /6

I1.7.10. Zobecnéné cylindrické souradnice v E;. Tyto soufadnice bodu [z,y, 2]
€ [E; budeme opét znacit, stejné jako v pripadé cylindrickych soutradnic, r, ¢ a w.
Na rozdil od cylindrickych soutadnic vSak zobecnéné cylindrické souradnice nemusi mit
stejny pocatek O jako kartézské souradnice a rovnéz vzdalenosti v ruznych smérech jsou
méfeny s ruznou “véhou”: r a ¢ reprezentuji zobecnéné polarni soutadnice bodu [z, y]
v roviné xy a w je linedrni funkce proménné z. Relace mezi zobecnénymi cylindrickymi
a kartézskymi souradnicemi tudiz jsou:

sin¥ = % cos? 9,

(I1.7.6) x=x9+arcos, Yy=1yo+0brsiny, z=z+ cw,

kde [xq, Yo, 20] je vybrany bod v E3 (pocédtek zobecnéného cylindrického souradného
systému) a a, b, ¢ jsou kladné parametry.

Analogicky rovnicim (I1.7.3) a (I1.7.5), kdyz transformujeme trojny integrél do
zobecnénych cylindrickych soutadnic, musime transformovat i vyraz dx dy dz, a to nésle-
dujicim zpusobem:

(I1.7.7) dxdydz = aber drdydw.

Pti transformaci trojného integralu do zobecnénych cylindrickych soutadnic se ob-
vykle zjednodusi integrovana funkce, pokud na x, y a z zavisi prostrednictvim vyrazu
(x —x0)?/a® + (y — yo)?/b?, ktery pii transformaci prejde v r2. Popis oboru integrace se
obvykle zjednodusi, pokud je jim vnitiek eliptické valcové plochy (z — x¢)%/a® + (y —
Y0)?/b* = R? nebo néjak4 jeho jednoducha ¢ést.

I1.7.11. Zobecnéné sférické souradnice v E;. Tyto soutadnice bodu [z,y,z] €
Es budeme znacit stejné, jako sférické soutadnice, tj. r, ¢, . Na rozdil od sférickych
soufadnic nemusi mit zobecnéné sférické souradnice stejny pocatek jako kartézské sou-
fadnice a rovnéz vzdélenosti v ruznych smérech jsou méfeny s ruznou vahou. Relace
mezi kartézskymi a zobecnénymi sférickymi soutradnicemi jsou:
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(I1.7.8) x = xg+ar cos ¥ cos ¢, Yy =1yo+ brcos ¥ siny, z=zy+crsin,

kde [z, Yo, 20| je vybrany bod v E3 (pocatek zobecnéného sférického souradného systé-
mu) a a, b, ¢ jsou kladné parametry.

Pti transformaci trojného integralu z kartézskych do zobecnénych sférickych soutrad-
nic je tieba vyraz dx dy dz transformovat podle vzorce:

(11.7.9) drdydz = aber? cos O dr dp dy.

Transformace trojného integralu do zobecnénych sférickych soutradnic obvykle vede
ke zjednoduseni integrované funkce, pokud tato funkce zavisi na x, y a z prostiednictvim
vyrazu (z — x0)?/a* + (y — yo)?/b* + (2 — 20)/c?, ktery pii transformaci prejde v r2.
Popis oboru integrace se obvykle zjednodusi, pokud timto oborem je vnitiek elipsoidu
(x — x0)%/a® + (y — yo)?/b* + (2 — 29)?/c* = R? nebo négjakd jeho jednoduchd ¢dst.

I1.8. Nékteré fyzikalni aplikace trojného integralu.

Predpokladejme, Ze tiirozmérné téleso vyplnuje méritelnou mnozinu M v Es. Téleso
nemusi byt homogenni, coz znamenad, ze jeho hustota nemusi byt konstantni. Oznacme
hustotu p(z,y,2) a predpoklddejme, Ze je uddna v kg -m™3. Trojnym integrélem je
mozné definovat a vypocitat tyto zakladni mechanické charakteristiky télesa:

hmotnost télesa .... m = /// p(x,y,z) dedydz [kg],
M
staticky moment

vzhledem k roviné zy . my, = /// z-p(z,y,z) dedydz  [kg-m],
M

vzhledem k roviné zz . m,, = /// y-p(x,y,z)dedydz  [kg-m],
M

vzhledem k roviné yz . / / / x-p(x,y,z)dedydz  [kg-m],
v vox My~ My
soufradnice téziste .. xp = —, yr = 2r = [m],
m m m

moment setrvacnosti

vzhledem k roviné xy . Jy, / / / p(x,y,2z)dxdydz (kg - m?],

vzhledem k roviné xz . J,, = /// v* - p(x,y, 2) dr dy dz kg - m?],
M
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vzhledem k roviné yz  J,, = /// 2 plx,y, 2)dedy dz [kg - m?],
M

vzhledem k ose z .... J, = /// (y* + 2%) - p(x, 9y, 2) do dy d= [kg - m?],
M

vzhledem k ose y .... J, = /// (x% 4+ 22) - p(z,y, 2) dz dy dz [kg - m?],
M

vzhledem k ose z .... J, = /// (> + ) - p(w,y, 2) dv dy dz [kg - m?],
M

vzhledem k pocitku . Jy = /// (2* +y* + 2% - p(z,y, 2)dedydz  [kg - m?].
M

Zkuste sami navrhnout vzorec, kterym muzeme definovat a rovnéz podle néj vypocitat
moment setrvacnosti vzhledem k obecné piimce nebo roviné v Ej.

I1.9.% Vice o substituéni metodé vypoétu dvojného a trojného
integralu.

Myslenka, na které je zalozena obecna substituéni metoda vypoctu dvojného a
trojného integralu, je pro oba integrély stejnd. Proto ji v této kapitole budeme vysvétlovat
soucasné pro dvojny i trojny integral. Budeme pouzivat toto zjednodusené znaceni:

— Ex bude znacit bud E, (pokud k = 2) nebo E3 (pokud k = 3),

— integral [ bude znamenat bud [[ (pokud k = 2) nebo [[[ (pokud k = 3),

— bod X € Ej bude mit tvar [z1,xs] (pro k = 2) nebo [z, x9,x3] (pro k = 3) a

~ dX bude oznacovat bud dz; dzy (pro k = 2) nebo dz; dxs dzz (pro k = 3).
Nékteré bézné pouzivané substituce jiz zname — jsou definovany rovnicemi
(I1.3.3), (11.3.6), (I1.7.2), (I1.7.4), (I1.7.6) a (I1.7.8) a jsou nazyvany transformace do
polarnich, zobecnénych polarnich, cylindrickych, sférickych, zobecnénych cylindrickych

nebo zobecnénych sférickych souradnic. V této kapitole se budeme zabyvat metodou
substituce na obecné irovni.

Predpoklddejme, ze M C Ej, (k = 2nebo k = 3) a ze pocitame integral [, f(X) dX.
Pokud kazdy bod X € M lze vyjadrit ve tvaru X = F(Y'), kde body Y probihaji néjakou
mnozinu M’ C E,, pak lze pocitany integral transformovat na jiny integrdl v proménné
Y na oboru integrace M’. Je vSak tieba, aby oba integraly na M a na M’ existovaly a aby
zobrazeni F meélo jisté vlastnosti. Pozadovanym vlastnostem zobrazeni jsou vénovany
nasledujici odstavce.

I1.9.1. Regularni zobrazeni a jeho jakobidn. Necht M a M’ jsou oblasti v E,.
Predpokladejme, ze F je zobrazeni M’ do M, definované rovnicemi

r1 = ¢1(Y1,92), T2 = P2(y1,42) (pro k = 2),
nebo  x1 = ¢1(y1, Y2, Y3), To = G2(Y1, Y2, Y3), T3 = d3(y1,Y2,¥3) (pro k= 3).

Ozna¢me J determinant, ktery je definovan rovnostmi
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01 Od1 O
% % Oy1” dya’ Oys
g | O Ol k20 mebo g = | 222 002 002y g
% % Oy1~ Oy>  Oys
Oy’ Oys Op3  Od3 O3
Oy’ Oya’ Oys

J se nazyva Jacobiho determinant nebo jenom kratce jakobian zobrazeni F. Je ziejmé,
ze J zavisina Y.

Zobrazeni F se nazyvé requldrni, maji-li funkce ¢; (i = 1,2 nebo i = 1,2, 3) spojité
parcidlni derivace v oblasti M a J(Y') # 0 ve vSech bodech Y € M.

11.9.2. Vzajemné jednoznac¢né zobrazeni. Zobrazeni F se nazyva vzdjemné
jednoznacné zobrazeni mnoziny M’ na mnozinu M, pokud

a) je prosté (tj. pro vSechna Yy, Y € M’ plati: Y1 #Y, — F(V1) # F(Y2))

b) a je zobrazenim na mnozinu M (tj. obor hodnot pokryva celou mnozinu M).

11.9.3. Priklad. Ovéite, ze zobrazeni, definované rovnicemi

(I1.9.1) x1 = ¢1(r, ) = rcos @, Ty = Pofr,p) = 7 sin @

(porovnejte s rovnicemi (I1.3.3)), je vzdjemné jednoznaénym reguldrnim zobrazenim
otevieného obdélniku M’ = {[r,¢| € Ey; r € (0,2), ¢ € (0,27)} na oblast M =
{[r1,22) € Eo; 22 + 23 < 4} — {[z1,70] € Eo; 1 € (0,2), 7o = 0}. (M je otevieny
kruh v E, se stifedem v pocatku, ze kterého je vyjmuta tseéka OP, kde O je pocatek a
P =[2,0].) Viz obr. 15. Vzdjemné jednozna¢na korespondence mezi body [z1, z5] € M

Y 2
2

Obr. 15

a [r,p] € M je ziejméa. Rovnéz je ziejmé, ze funkce ¢y a ¢ maji spojité parcialni
derivace v M'. K ovéreni regularity zobrazeni (I1.9.1) tedy staci vypocitat jakobidn
tohoto zobrazeni:

06 9
J(r o) = or’ 0Oy | cosg, —rsing |
T o0, 00y | T s reosy |
or’ 0Oy

Je patrné, ze J(r,p) # 0 v M'. Zobrazeni (I1.9.1) je tudiz regularni v M.

I1.9.4. Véta (o substituci). Necht X = F(Y) je vzdjemné jednoznacéné reguldrni
zobrazeni oblasti M’ € i, na oblast M € ;. Pak
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(119.2) t/.ﬂkﬁdX'z FEXY) - 1I(Y)] dY,
M M’
pokud oba integraly existuji.

11.9.5. Poznamka. Pridani nebo odebrani mnoziny miry nula k oboru integrace
neovlivni hodnotu integralu. Vétu 11.9.4 muzeme proto zobecnit:

Jsou-li spInény predpoklady véty 11.9.4 a A, respektive A, jsou mnoziny v Ey, které
se od M, respektive M', lis{ jenom o mnozinu miry nula, pak

(11.9.3) /f ) dX = /f (V)| dY,

pokud oba integraly existuji.

Z rovnosti (I11.9.2) a (I1.9.3) je patrné, ze dX v integralu na levé strané pii substituci
prechdzi v |J(Y)| dY v integralu na pravé strané. V piikladu I1.9.3 jsme jiz ukézali, Ze
je-lik =2aY = [r,p] predstavuje polarni soufadnice, pak jakobidn je roven r. Z obecné
rovnice

(11.9.4) dX = |J(Y)| dY

tudiz vyplyvd, jakozto specidlni piipad, rovnice (I11.3.4) (tj. dzdy = rdrdy). Podob-
né, o spravnosti ndhrad vyrazu drdy a dxdydz pti transformacich do zobecnénych
polarnich, cylindrickych a dalsich soutfadnic (viz rovnice (I11.3.7), (I11.7.3), (IL.7.5), (I1.7.7)
a (I1.7.9)) se muzeme presvédcit vypoctem jakobidnu zobrazeni, definovanych rovnicemi
(IL.3.6), (IL7.2), (IL7.4), (IL7.6) a (IL7.8).

I1.10. Cviceni.

1. Existuji nasledujici integraly? (Viz odstavce 11.1.6, I1.2.1, 11.5.5 a 11.6.1.)

/Axixydil' =(0,1) x (0,1)

sin (x* +
// x2+yy drdy; M ={[z,y] € Ey; 2° +y° <9}

T
—— dzdy; M = Eo; 22 +142 <9
O [ o dadys M= () €Ba a4 <)

// ﬂ%; M je ¢étverec PQRS, kde P = [1,2], Q = [3,2], R = [3,4],
zy) S =11,4]

2 y? 22 22y 22
l———=- —ddd;M:{,, Es; — _<1}
e)///M\/ 179 16T oy 2} € Ba g g

f) /// 2+ y?+ 22 dedydz; M:{[x,y,z] € Ea; x2+y2+z2§0}
M

2. Vypocitejte obsah oblasti M v roviné xy, omezené kiivkami
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a) y=2z+4, y=4-—12% b) zy=1, y=z, =4,

c) y=a% 4dy=2% y=4, d) ¥*=4+z, z+3y=0,
e) y=lnz, z—y=1, y=-—1, f) 22 +9y?> =22, 2’ +y*=da, y=1x
y=0,

g) y=a? (zprava), x+y =2 (zleva) a y =4 (shora). (Viz I.1.9 a II.5.2.)

3. Vypocitejte objem dané oblasti M v Es. (Viz I1.1.7, I1.5.8 a 11.7.2.)

a) M je omezena shora paraboloidem z = x? + y? a zdola trojihelnikem mezi
piimkami y=2, t =0, x+y =2 v roviné zy,

2 a zdola oblasti

b) M je omezena shora parabolickou vélcovou plochou z = x
v roviné zy mezi parabolou y =6 — 2 a piimkou y = x,
c) M je oblast v poloprostoru z > 0, omezend plochami z? + y* — 2% = 0,

2 =6—a%—19?

d) M je oblast v poloprostoru z > 0, omezend plochami az = z? + 32,
2?2 +y? + 2% = 2a% (a>0),

e) M je omezend plochami y? = 4a® —3ax, y> =ax, z=h, z=—h, (a >0,
h > 0),

f) M je omezend plochami z? +y* =2, 22 +¢y*=1, 2=0.

4. Vypocitejte nasledujici integréaly. (Viz kapitoly 11.3 a I1.7.)

// +z) dz dy, M je oblast v Eq, omezend kiivkami y = 2?> — 4 a
y* =2z, y = —3x,

b [ s M=y 1),

c) / / xy dxdy; M je oblast v Ey, omezena primkou y = x —4 a parabolou
y? = 2,

d) /// r+y+z)dedydz; V =(0,1) x(0,2) x (0,3),

e) ///xdxdydz; V' je oblast v E3, omezena plochami x =0, y =0, z =0,
4 y=2, r+z=1,

f) /// ry?2 dedydz; V je oblast v Es, omezend plochami z =2y, y =z,
v r=1, z2=0,

g) ///:vy%dxdydz- V={[r,y2]€Es 0<2 <1, 0<y<u,
0<z<xy}

h) ///ycos x+z2)drdydz; V je oblast v E3, omezend plochami y = \/x,
y=0, 2=0, 4 2z=m/2,

i) // V1—2?—y?dedy; D={[z,y] € Ey; 2*+y* <1},

dz d
j) // = j_yy 55 D je oblast v roviné ry, omezena primkami y =z, y =2z
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a kruznicemi 22 + y? = 4z, 2? +y* = 8z,

k) // y drdy; D je horni polovina kruhu (z —a)? +3? < a? (a > 0),
D

—
~—

// xdrdy; D je vyset kruhu z? + y* < a?, obsahujici body [z, y], pro
b které plati x >0 a —asg\/gygl,

/// Va2 +y2+22dedydz; Vjekoule 22 + 4y + 22 <d?, (a>0),

/// r+y+2)dedydz; D je oblast v poloprostoru z > 0, omezenda
parabolmdem z = ( 2 +9%) a kulovou plochou
22 +y? 4+ 2% =3,

0) /// zdxdydz; V je oblast v E3, omezena plochami z = \/z2+ y? a
1%

z =1,

g

=
N~

p) /// w2ty ) dx dy dz; D je oblast v E5, omezend plochami
24+’ =2z a 2 =2,

2
/// — —I— = + ) drdydz; V je vnitiek elipsoidu
“ 2?/a® +y? /0 + 22/ =1, (a>0,b>0, ¢>0).

2) y=sinz, y=0: z€(0x), b) 2ty =a? y=0: (40, a>0),
c) Y¥*=ar, v=0, y=a; (y>0,a>0), d) y*=4z+4, y*?=-2x+4.
(Viz kapitolu 11.4.)

Vypocitejte moment setrvacnosti vzhledem k ose  homogenni desky v Es, omezené
piimkami y =2z/2, y=a, v =a (a >0). Hustotaje p=1.
(Viz kapitolu 11.4.)

Vypocitejte hmotnost télesa v 3, omezeného plochami
a) r=0,z=a,y=0,y=0,2=0,2z=c(a>0, b>0, ¢ >0), pokud hustota
je plzyy,2)=z+y+ 2,
b) 2z+2=2a,x+z=a,y*>=ax,y=0 (proy >0), pokud a > 0 a hustota
je plz,y,z) =y,
c) :U + y? —l—z =a% 22 +y* + 22 = 4a* (a > 0), pokud hustota je

plx,y, z —2/\/x2+y + 22.

(Viz kapitolu 11.8.)
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ITII. Krivkové integraly

II1.1. Jednoduché krivky.

Krivkové integrdly jsou integraly, jejichz integracni obory jsou kiivky. Uvidite, ze
tyto integraly maji Siroké pouziti. Nez se vSak za¢neme kiivkovymi integraly zabyvat,
musime si ujasnit, co budeme pfesné rozumét pojmem “kiivka”. V literatufie je mozné
nalézt definice ruznych typu kiivek. V tomto textu se omezime na dva typy: tak zvanou
“jednoduchou hladkou krivku” a “jednoduchou po ¢astech hladkou krivku”.

I11.1.1. Jednoducha hladka kiivka — motivace a oznaceni. Definice jednodu-
ché hladké kiivky je zalozena na této predstavé: Bod A se pohybuje v Es nebo v [
v ¢asovém intervalu (a,b) a jeho poloha v okamziku ¢ je P(t). Predpokladejme, ze
a) bod A se v zadnych dvou ruznych okamzicich ¢, to € (a,b), t; < ts (s moznou
vyjimkou piipadu, kdy ¢; = a a to = b) nenachézi na stejném misté a

b) rychlost P(t) pohybu je omezend, méni se spojité a je ruznd od nuly s moznou
vyjimkou piipadu, kdy ¢ = a nebo t = b.
Trajektorii, kterou bod A probéhne v ¢asovém intervalu (a, b), budeme nazyvat jednodu-
chou hladkou ktivkou. Polohovou funkci P budeme nazyvat “parametrizace” jednoduché
hladké kiivky.

V presné definici muzeme na predstavu o pohybu bodu zapomenout a P prosté
povazovat za zobrazeni intervalu (a,b) do E, (kfivka v E) nebo do E3 (kiivka v Ej).
Jednoduchou hladkou krivkou pak bude obor hodnot zobrazeni P. Jelikoz pro kazdé
pevné zvolené ¢ € (a,b) je P(t) bodem v E; (K = 2 nebo k = 3), P(t) méd dvé nebo
tii soufadnice. Oznacime-li je ¢(t), ¥(t) (k = 2) nebo ¢(t), ¥(t), 9(t) (k = 3), muzeme

it Pty = [o(t). 0(0)] joli k=2,
P(t) = [o(t),v(t),9()]  jeli k=3.

¢ a ¢ (respektive ¢, ¥ a 1) jsou funkcemi jedné proménné ¢, definovanymi v inter-
valu (a,b). Nazyvame je souradnicové funkce zobrazeni P. Proménnou ¢ nazyvéame
parametr a derivaci podle t znacime, jak je to obvyklé ve fyzice, teckou. Derivaci funkce
P povazujeme za vektorovou funkei. (Je to logické, nebot ve fyzice je derivaci polohy
podle ¢asu rychlost a rychlost je vektor.) Soufadnice P(t) tudiZ zapisujeme v kulatych
zéavorkach. Rovnéz muzeme pouzit vektory i, j a k (jednotkové vektory, orientované
souhlasné s osami z, y a z — viz odstavec 1.2.12) a psat:

P(t) = (6(t),d(1) = o()i+ ()] jeli k=2,
Pl = (36, 9),00) = d@)i+d®i+IOk jeli k=3
Zobrazeni P povazujeme za spojité, jestlize vSechny jeho souradnicové funkce jsou spo-

jité. Podobné, o zobrazeni P tikame, zZe ma spojitou derivaci, maji-li vSechny soutadnico-
vé funkce spojitou derivaci.

Nehrozi-li nedorozuméni a zdména se znacenim souradnych os, muzeme misto ¢(t),
W(t), ¥(t) soufadnicové funkce zobrazeni P znacit i x(t), y(t), z(t).

II1.1.2. Jednoduch4 hladka kfivka — definice. Necht P je spojité zobrazeni inter-
valu (a,b) C R do Ey, (kde k& = 2 nebo k = 3). Pfedpoklddejme, ze
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a) zobrazeni P je v intervalu (a,b) prosté, s moznou vyjimkou piipadu, kdy
P(a) = P(b) a

b) P mé omezenou, spojitou a nenulovou derivaci P v otevieném intervalu (a,b).

Mnozinu vSech bodu P(t) pro t € (a,b) (tj. obor hodnot zobrazeni P) pak nazyvame
jednoduchd hladkd krivka v Ey. Zobrazeni P nazyvame parametrizace.

Uvedenou jednoduchou hladkou kiivku nazyvame uzavrenou, je-li P(a) = P(b).

Jednoduché hladké kiivky budeme vétsinou znacit velkymi pismeny, napiiklad C,
K, Cy, Cy, apod.

Na obr. 16a a 16b vidite piiklady jednoduchych hladkych kiivek. Naopak, kiivky
na obr. 16¢ a 16d nejsou jednoduchymi hladkymi kiivkami. (Kfivka na obr. 16¢ neni
jednoduchd a kiivka na obr. 16d neni hladka.)

SO0 RV

Obr. 16a Obr. 16b Obr. 16¢ Obr. 16d

Kazda jednoducha hladka kiivka mé nekoneéné mnoho parametrizaci. To snadno
pochopime, kdyz se vratime k predstavé vysvétlené na zacatku odstavce 1I1.1.1, podle
které lze jednoduchou hladkou kiivku chapat jako trajektorii, probéhnutou v souladu
s jistymi pravidly hmotnym bodem v urcitém c¢asovém intervalu. Jednu konkrétni trajek-
torii je zfejmé mozné probéhnout v souladu s danymi pravidly jednim smérem, opa¢nym
smérem, v mnoha ruznych c¢asovych intervalech a ruzné se ménici rychlosti. Kazdy
zpusob probéhnuti kiivky odpovidd jedné parametrizaci. Kiivka muze byt probéhnuta
nekonecné mnoha zpusoby, proto ma nekoneéné mnoho ruznych parametrizaci.

I11.1.3. Tecny vektor. Orientovana jednoducha hladka kiivka. Predpokladejme,
ze P je parametrizace, definovand v intervalu (a,b), jednoduché hladké kiivky C' v Ejy
(kde k = 2 nebo k = 3). Pak vektor P(t) ma pro kazdé t € (a,b) tecny smér ke kiivce
C'. (To je opét snadno pochopitelné — je to ze stejného diuvodu, ze kterého ma rychlost
odpovidajictho pohybu bodu v Ey nebo v Ej teény smér ke dréze pohybu.) Vektory
+P(t)/||P(t)|| maji oba rovnéz teény smér ke kiivce C' a navic maji jednotkovou délku.

Jednoduchou hladkou kiivku C' nazveme orientovanou jednotkovym tecénym
vektorem T, pokud zvolime

P(t
a) T = HPEt;H ve viech bodech P(t), odpovidajicich t € (a,b),
P(t) . S
b) nebo T =— POl ve viech bodech P(t), odpovidajicich ¢ € (a,b).

V piipadé a) fikdme, ze jednoduchd hladké kiivka C' je orientovand souhlasné
s parametrizaci P. P(a) nazyvame pocdteéni bod kiivky C' (znac¢ime p.b.C) a P(b)
nazyvame koncovy bod kiivky C' (znacime k.b. C').
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V pripadé b) tikdme, ze jednoduchd hladka kfivka C' je orientovand nesouhlasné
s parametrizaci P. Nazvy a oznaceni bodu P(a), P(b) jsou opa¢né, nez v piipadé a).

Pokud kiivka C' neni uzaviend, pak lze jeji orientaci téz jednoznacné definovat volbou
jednoho z bodu P(a) za pocateéni bod a druhého za koncovy bod. (U uzaviené kiivky
tuto moznost nemame, protoze oba body P(a) a P(b) splyvaji.)

Orientaci ktivky obvykle na obrazcich vyznacujeme Sipkami — viz obr. 17a a 17b.
Ktivka (] na obr. 17a je orientovana souhlasné s parametrizaci P, kiivka na obr. 17b je
orientovana nesouhlasné s parametrizaci P,. (O obou parametrizacich pro jednoduchost
predpokladédme, Ze jsou definované na stejném intervalu (a,b).)

kb.C = Pi(b) o

C
/\/ k.b.C = Py(a)
p.b.C = Py(b)

p.b.C = Pi(a)

Obr. 17a Obr. 17b

Vztah mezi orientaci jednoduché hladké kiivky C' a jeji parametrizaci P (defino-
vanou v intervalu (a,b)) lze téz piiblizit pomoci jiz zminéné piedstavy o tom, ze C
je trajektorie, probéhnutd bodem A v ¢asovém intervalu (a,b), pricemz P(t) oznacuje
polohu bodu A v okamziku ¢. Je-li ktivka C' orientovana souhlasné s parametrizaci P,
bod A se pohybuje po kiivce C' ve sméru jeji orientace. Je-li kiivka C' orientovand ne-
souhlasné s parametrizaci P, bod A se pohybuje po kiivce C' proti sméru jeji orientace.

I11.1.4. Priklad. Kazda usecka v Ej je jednoduchou hladkou krivkou. Napriklad usecku
AB v E3, kde A =1[1,2,4] a B = [3,—1,7] je mozné parametrizovat zobrazenim
P(t)y=A+t-(B—A4); te(0,1).
Rozepsénim do soufadnic ziskdme tvar soutadnicovych funkci ¢, ¥ a 9 této parame-
trizace:
r=¢(t)=1+2t, y=v{t)=2-3t, z=0(t)=4+3t; te(0,1).

Ovérte sami, ze zobrazeni P mé vSechny vlastnosti, pozadované v definici I11.1.2.

Pokud je usecka orientovana tak, ze A je jeji pocateéni bod a B je jeji koncovy bod,
je orientace souhlasna s vySe uvedenou parametrizaci P.

I11.1.5. Piiklad. Usek paraboly y = 22 +1 mezi body [1,2] a [3,10] (orientovany od
[3,10] k [1,2]) je jednoduchou hladkou kiivkou v Ey. Ovétte sami, ze jeji parametrizaci
je naptiklad zobrazeni

P z=¢(t)=t y=¢@i)=t*+1, te(1,3).

Parametrizace odpovida pohybu po kfivce od jejiho koncového bodu k jejimu pocatec-
nimu bodu v ¢asovém intervalu (1,3). Kiivka je tudiz orientovand nesouhlasné vuci
zvolené parametrizaci.

I11.1.6. Piiklad. Oblouk kruznice z?> + 9> =9, = > 0, y > 0, orientovany od
bodu [3, 0] k bodu [0, 3], je jednoduchou hladkou kfivkou v Eo. Ovéfte sami, ze moznou
parametrizaci je napiiklad zobrazeni, definované rovnicemi
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r=¢(t)=3cost, y=1(t)=3sint; te(0,7/2).
Zadand orientace kiivky je souhlasnd s touto parametrizaci. (Ovérte sami, ze zobrazeni

r=t y=+v9—1t%1te(0,3) pozadavky, kladené na parametrizaci, nespliuje.)

I11.1.7. Priklad. Kruznice C': (x—3)*+y* =4 v E, (orientovand proti sméru hodi-
novych rucicek) je uzaviend jednoducha hladka kiivka. Ovéite sami, ze jeji parametrizaci
je naptiklad zobrazeni, definované rovnicemi

r=¢(t)=3+2cost, y=v(t)=2sint; te(0,2m).
Dana orientace kiivky C' je souhlasna s touto parametrizaci.
I11.1.8. Jednoducha po castech hladka kiivka. Piedpokladejme, ze C, ..., C),
jsou jednoduché hladké kiivky v E; (k = 2 nebo k = 3) takové, ze
a) k.b.Cy=pb.Cy, kb.Cy=pb.Cs, ..., kb.Chq=pb.Cy,

b) kromé bodu zminénych v a) a kromé mozného piipadu, kdy p.b.Cy = k.b.C,,
nemaji zadné dvé z kiivek C1, ..., C, zadny dalsi spolecny bod.

Pak sjednoceni C' = U, C; nazyvame jednoduchou po cdastech hladkou krivkou v Ey.
(Zépis casto zkracujeme na “jednoduchd p.¢. hladkd kiivka”.)

Orientace jednoduché p.¢. hladké kiivky C' je dana orientaci jejich jednotlivych
hladkych ¢asti Cy, ..., C,. Pokldddme p.b.C = p.b.C; (pocatecni bod C') a k.b.C =
k.b. C,, (koncovy bod C).

Ktivku, kterd se od C' lisi pouze orientaci, oznacujeme —C.

Jednoducha p.¢. hladka kiivka C' se nazyva uzavrend, jestlize p.b.C' = k.b.C.

k.b.C
C
Cy

p.b.C
=kb.C

Cs

p.b.C
Obr. 18a Obr. 18b

Na obr. 18a a 18b vidite priklady jednoduchych p.¢. hladkych kiivek. Kiivka na
obr. 18b je uzaviena.

Pojem jednoduché p.¢. hladké kiivky je zobecnénim pojmu jednoduché hladké kiivky.
Jednoducha p.¢. hladka kiivka v E; (K = 2 nebo k = 3) je omezenou meéfitelnou
mnozinou v Ey, jejiz k—rozmérna mira je rovna nule.
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I11.2. Krivkovy integral skalarni funkce.
(Kf#ivkovy integral 1. druhu.)

I11.2.1. Fyzikalni motivace. Ptedstavme si, ze struna nebo drat ma tvar jednoduché
hladké kiivky C' v Ej, (kK = 2 nebo k = 3). Struna nemusi byt homogenni, jeji délkova
hustota p (tj. hmotnost vztazena k jednotce délky) je funkci dvou proménnych z, y (je-li
k = 2) nebo tii proménnych z, y, z (je-li £ = 3). Chceme vypocitat celkovou hmotnost
struny.

K vyjadreni a vypoétu hmotnosti kiivky C' bychom mohli dospét cestou déleni kiivky
na mnoho mengich ¢asti, pres Riemannovy soucty a tvahy o limité Riemannovych souc¢tu
pii zjemnovani déleni. (Analogickym zpusobem jsme v odstavcich 11.1.1 a I1.1.7 dospéli
k vyjadireni hmotnosti desky dvojnym integralem a v odstavcich I1.5.1 a I1.5 6 k vyjadteni
hmotnosti télesa trojnym integralem.) Zvolme vsak jiny piistup. Tento odstavec mé
pouze motivacni charakter a tak si zde muzeme dovolit pouziti “archaizmu”, které nejsou
presné a jasné vymezenymi pojmy. Mame na mysli “nekonec¢né malé” kladné cislo dt a
predstavu o rozdéleni kiivky C' na nekoneéné mnoho “nekoneéné kratkych” tseku. (Na
tomto misté doporucujeme vrétit se ke skriptu [5] a precist si odstavce V.1.3 a V.1.4.)
Je-li P parametrizace kiivky C' definovand v intervalu (a, b), pak typickym “nekonecné
kratkym” dsekem kiivky C' je tusecka s koncovymi body P(t) a P(t+dt), kde t € (a,b) a
dt je “nekonecné malé” kladné ¢islo. Hustotu lze na této tisecce povazovat za konstantni
a rovnou p(P(t)). Hmotnost usecky je tudiz dm = p(P(t)) - ds, kde ds je délka dsecky.
Jelikoz tsecka je “nekonecné kratka”, lze jeji délku vyjadrit: ds = ||P(t + dt) — P(t)|| =
| P(t)|| dt. Celkovou hmotnost kiivky C' ziskdme sectenim hmotnosti vsech nekoneéné
kratkych tseku, na které jsme kiivku C' rozdélili:

m = /C dm = / p(P(1)) - [P dt.

Toto vyjadieni nyni pouzijeme jako zéklad definice tzv. kiivkového integralu skalarni
funkce. V definici budeme misto p integrovanou funkci znacit f. V souladu s imluvou

)

z odstavce 1.2.12 budeme misto “skalarni funkce” vétsinou pouzivat pouze nazev “funkce”.

I11.2.2. Kfivkovy integral skaldrni funkce na jednoduché hladké kf¥ivce. Necht
C je jednoducha hladka krivka v Eo nebo v E3 a P je jeji parametrizace, definovana
v intervalu {a, b). Necht f je funkce, kterd je definovand a omezend na kiivee C'. Existuje-
li Riemannuv integral fab F(P()-|P(t)| dt, pak o funkci f ifkdme, Ze je integrovatelnd
na kiivce C. Krivkovy integrdl skaldrni funkce f na kiivce C' pak oznacujeme | o fds
a definujeme jej rovnici

b
(I11.2.1) / fds = / FP@) - [P dt.
C a
K vypoctu integralu vpravo se vratime v odstavci I11.2.7 a vypocet budeme rovnéz
ilustrovat na piikladech v odstavcich I11.2.8 a II1.2.9.

Vyroky “funkce f je integrovatelnd na kiivce C” a “kiivkovy integral f na C'
existuje” budeme minit pfesné totéz.

I11.2.3. Poznamka — nezavislost na volbé parametrizace. Integrovatelnost funkce
f na jednoduché hladké krivce C' i krivkovy integral f na C' jsou definovany pomoci
parametrizace P krivky C. Kfivka C' vSak mé nekoneéné mnoho riznych parametrizaci
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(viz odstavec II1.1.2). Vznikd otdzka: Muze integrovatelnost funkce f na kfivce C
nebo hodnota kfivkového integralu f na C zaviset na konkrétni volbé parametrizace
nebo jsou tyto pojmy na volbé parametrizace nezavislé? Odpoved je: Lze dokdzat, ze
jak existence, tak hodnota kiivkového integrdlu f na C nezdavisi na volbé parametri-

zace kiivky C'.

111.2.4. Krivkovy integral skalarni funkce na jednoduché p.¢. hladké kiivce.
Necht C' je jednoduchd p.¢. hladkd kiivka v Ey nebo v Es, ktera je sloZena z jednodu-
chych hladkych kiivek C1, ..., C,, (viz odstavec I11.1.8). Necht f je skalarni funkce, kterd
je definovana a omezend na ktivce C. Je-li funkce f integrovatelnd na kazdé z kiivek (7,
..., C,, pak tikame, ze je integrovatelnd na kiivce C. Krivkovy integrdal skalarni funkce
f na kiivce C' pak definujeme rovnici

(I11.2.2) /cf ds = i/cf ds.

(Kiivkové integraly na pravé strané jsou kiivkovymi integraly funkce f na jednoduchych
hladkych kfivkach, které jsou jiz zndmé z definice 111.2.2.)

Misto “kfivkovy integral skaldrni funkce” se casto pouziva nazev krivkovy integrdl
1. druhu.

Misto [, f ds muzeme napiifklad psit [, f(z,y) ds (je-li C C Ey a f je funkce
dvou proménnych) nebo [, f(z,y,2) ds (je-li C C E3 a f je funkef t¥f proménnych).
Misto symbolu ds na konci integralu se ¢asto pouziva i dl, dr, apod.

I11.2.5. Délka krivky. Je-li C jednoducha p.c¢. hladka kiivka v Es nebo v E3, pak
integrélem [, ds definujeme délku kiivky C. Znacime ji [(C).

Z (II1.2.1) plyne, ze ve specidlnim piipadé, kdy C' je jednoduché hladka kiivka a P
je jeji parametrizace definovand v intervalu (a, b), muzeme délku kiivky C' vyjadrit:

b
(111.2.3) 1(C) = /Cds :/ |P(t)|| dt.

I11.2.6. Nékteré diilezité vlastnosti kfivkového integralu skalarni funkce. Je-
likoz ktivkovy integral skalarni funkce je definovan pomoci jednorozmérného Rieman-
nova integralu, vétsina vlastnosti obou integralu je stejna. Zminme se proto pouze
o nékterych z nich:

a) Postacujici podminka pro existenci kiivkového integralu skalarni funkce.
Je-li funkce f spojita na jednoduché p.¢. hladké krivce C, pak je na krivce C
integrovatelna (tj. integral fC f ds existuje).

b) Linearita kifivkového integralu. Jsou-li f a g integrovatelné funkce na krivce
CaaeR, pak f+ g aaf jsou také integrovatelné funkce na C' a

Jusaas= [ i+ [gas
/Ca-fds:a-/cfds.

c) Je-li f integrovatelna funkce na krivce C' a funkce g se lisi od f nejvyse v konec¢né
mnoha bodech, pak g je také integrovatelna funkce na krivce C a
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/ngs:/cfds.

d) Je-li f integrovatelna funkce na krivce C, pak je také integrovatelnou funkci na

krivce —C' a
/ fds = /f ds.
-C c

e) Jsou-li f a g integrovatelné funkce na krivce C' takové, ze f(X) > g(X) ve vSech

bodech X € C, pak
/fds > /gds.
c c

Specialné, je-li f(X) >0 ve vsech bodech X € M, pak / fds > 0.
c

Tvrzeni a) je mozné zobecnit: Je-li C' jednoducha p.¢. hladka krivka a f je spojita
funkce na kazdé z jejich hladkych c¢asti, pak f je integrovatelna funkce na C.

Tvrzeni d) tika, Ze ani existence, ani hodnota kiivkového integralu skaldrni
funkce nezévisi na orientaci kiivky.

I11.2.7. Vypocet kiivkového integralu skalarni funkce. Predpokladejme, ze P =
[¢,1,9] je parametrizace jednoduché hladké kiivky C, definovand v intervalu (a,b).
Ktivkovy integrél funkce f na jednoduché hladké ktivce C' pak muzeme vypocitat po-
moci vzorce (I11.2.1). f(P(t)) ziskdme tak, ze do funkce f za proménné x, y, z dosadime

(I11.2.4) r = ¢t), y=1v({), z=7901),
za ds dosadime
(IL.2.5)  ds = |P(t)| dt = ||((t )| dt = \/¢ )2 +0(t)? dt

a integrujeme podle parametru ¢ na intervalu (a, b), na kterém je definovand parametri-
zace krivky C.

Ktivkovy integral funkce f na jednoduché p.¢. hladké kiivce, slozené z jednodu-
chych hladkych ktivek C, ..., C,, vypocitame tak, Zze nejprve vypocitame integraly na
kiivkach C; ..., C, (napfiklad pomoci jejich parametrizaci) a vysledky pak secteme.
(Viz formule (I11.2.2).)

I11.2.8. Piiklad. C je sjednoceni tisecek C; = OP a Oy = PQ, kde O = [0,0,0],
P =11,1,0] aQ = [1,1, 1]. Vypocitejme kiivkovy integral funkce f(z,y,z2) = x—3y*+z
na ktivce C.

R eseni: Nejjednodussi parametrizace tsecek Cy a Cs jsou:

Ci: P({t)=0+(P—-0)t=1][tt,0]; te(0,1),
Cy: Bt)=P+(Q—-P)t=[1,1,t]; te(0,1).

Odtud plyne, ze Pi(t) = (1,1,0), P(t) = (0,0,1) a [P(t)] = V2, |BR@)] = 1.
Uzitim formuli (II1.2.1) a (II1.2.2) obdrzime:

/(x—3y2+z)ds:/(x—3y2+z)d5+/(x—3y2+z)ds
C Ci

Co

_ /l(t—3t2)\/§dt+/l(t—2) dt = —ﬁ+3.

2
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II1.2.9. Piiklad. Vypocitejme kiivkovy integral [,(z* +y) ds, kde C je kruznice
z? + (y — 5)? = 4. Orientace kruznice nen{ zadand, protoze na existenci ani hodnotu
ktivkového integralu skalarni funkce nema vliv.

Resent: C jeuzavienou jednoduchou hladkou kiivkou, kterd miize byt parametri-
zovana napftiklad zobrazenim

r=¢(t)=2cost, y=v¢({t)=5+2sint; te (0, 2m).

Vypocet [|P(t)]: [|P(1)] = ||(—2 sin ¢, 2 cos t)” = V4 sin?t +4 cos2t = 2.
Pomoci formule (II1.2.1) dostdvame:

27
/(x2+y) ds :/ (4 cos®t+5+2sint)-2dt = 28,
C 0

II1.3. Nékteré fyzikalni aplikace kirivkového integralu skalarni
funkce.

Krivkovy integral skalarni funkce mé mnoho aplikaci. V tomto textu se omezime na
aplikace v mechanice.

Predpokladejme, Ze drat nebo struna ma tvar kiivky C' v E, (k = 2 nebo k = 3). Na
kiivce je rozlozena hmota s délkovou hustotou p(z,y) (je-li k = 2) nebo p(z,y, z) (je-li
k = 3). (p je hmotnost, vztazend k jednotce délky. Je uddna v kg-m™'.) Kfivkovym
integralem skalarni funkce muzeme definovat a vypocitat nékteré zakladni mechanické
charakteristiky krivky C.

. k=2

celkova hmotnost m = /p(x,y) ds [ke],
c

staticky moment

vzhledem k ose x My =

J
vzhledem k ose y .. m, = / x-p(x,y)ds [kg-m],
c

o ds L sses s my My

soufadnice tézisté T =—, yr=— [m],
m m

moment setrvacnosti

vzhledem k ose = ..... = / y* - p(x,y) ds kg - m?],
c

vzhledem k ose y ..... J, = / 2% p(z,y) ds kg - m?],
c

vzhledem k pocatku .. Jy= /(x2 +9?) - p(z,y) ds  [kg - m?]
c
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II. k=3

celkovd hmotnost .. m = / p(x,y,2) ds kg,
c
staticky moment
vzhledem k roviné zy . my, = / z-p(x,y,z) ds (kg - m],
c
vzhledem k roviné xz . m,, = / y-p(z,y,2) ds [kg - m],
c
vzhledem k roviné yz . m,, = / x-p(x,y,z)ds [kg - m],
c
soufadnice téziste T = myz, yr = M 2 = May [m],
m m m
moment setrvacnosti
vzhledem k roviné zy . J,, = / 22 p(z,y,2) ds [kg - m?],
c

vzhledem k roviné zz . J,

vzhledem k roviné yz . J, 2% pla,y, 2) ds kg - m?,
vzhledem k ose . .... Jy = /C(y2 +2%) - p(x,y,2) ds kg - m?],
vzhledem k ose y ..... J, = /C(ac2 +2%) - p(x,y, 2) ds kg - m?],
vzhledem k ose z ..... = /C(x2 + %) - p(z,y,2) ds kg - m?],

vzhledem k pocatku .. Jy= /(m2 +9? + 2% - p(x,y,2) ds  [kg - m?).
c

Navrhnéte sami formuli, jiz by bylo mozné definovat a vypocitat moment setrvacnosti
vzhledem k obecné piimce nebo roviné v K.
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I11.4. Kiivkovy integral vektorové funkce.
(Kfivkovy integral 2. druhu.)

Pojem vektorové funkce je vysvétlen v odstavci 1.2.12. V této kapitole se omezime na
vektorové funkce v [y a vektorové funkce v Ez. Vektorové funkce v E3 budeme vétsinou
zapisovat:

f(z,y,2)
= (U(z,y,2), V(z,y,2), W(z,y,2)) = Ulz,y,2)i+V(z,y,2)j+ W(z,y,2)k
f = (UV,W)=Ui+Vj+Wk

nebo jenom

(U, V a W jsou souradnicové funkce vektorové funkce f.) Piipomindme, ze misto “vek-
torova funkce” casto pouzivame nézev “vektorové pole”.

Vektorové funkce v Eo budeme zapisovat podobné, pouze budeme vzdy mit o jednu
proménnou a o jednu komponentu méne.

O vektorové funkci f v E; (kK = 2 nebo k = 3) tikdme, Ze je spojitd v mnoziné
M C Eg, jestlize vSechny jeji souradnicové funkce jsou spojité v mnoziné M.

I11.4.1. Fyzikalni motivace. Piedstavme si, ze téleso se pohybuje po kiivce C' vlivem
sily f. Chceme vypocitat praci A, kterou sila f vykona pusobenim po celé trajektorii C'
pohybu télesa. Pouzijme opét predstavu o moznosti rozdéleni kiivky C' na nekonecné
mnoho “nekone¢né malych” tseku, podobné jako v odstavci I11.2.1. Typicky tsek ma
polohu [z, v, 2], jeho délka je ds a jednotkovym tecnym vektorem ke kiivce C' v bodé
[z,y, 2] je T(x,y, z). Uvazovany usek lze povazovat za “nekonecné kratkou” tusecku a
prace dA, kterou sila f na ném vykona, je dA = f(z,y,z2) - 7(z,y, 2) ds. Celkové préce
sily £ podél celé kiivky C' pak je:

A= [ teg2) 7le.2) ds.
C

Soucin f(z,y,2) - 7(z,y, z) je skaldr. Integral na pravé strané je tudiz kfivkovym in-
tegralem skalarni funkce, ktery je jiz znamy z kapitoly I11.2.

I11.4.2. Ktivkovy integrdl vektorové funkce. Necht C je jednoducha p.¢. hladka
kiivka v E; (kde £ = 2 nebo k = 3) a f je vektorova funkce, kterd je definovana a
omezena na kiivce C. Rikdme, ze vektorovs funkce f je integrovatelnd na kiivee C, je-li
skaldrni funkce f - 7 integrovatelna na C' (ve smyslu vysvétleném v odstaveich 111.2.2
a 111.2.4). Integral fC f -7 ds nazyvame krivkovym integralem vektorové funkce f na
ktivce C' a oznacujeme jej kratsim zpusobem fc f-ds.

Misto “ktivkovy integral vektorové funkce” se casto pouziva néazev krivkovy inte-
gral 2. druhu.

Vidite, ze kiivkovy integral vektorové funkce f na kiivce C' vlastné neni ni¢im novym.
Je jenom kiivkovym integralem skalarni funkce f - 7, tj. prumétu vektorové funkce f do
sméru tecného ke kiivece C'. Pamatujte si formuli, kterou je kiivkovy integral vektorové
funkce definovan:

(I11.4.1) /Cf-ds = /C(f-'r) ds.
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111.4.3. Fyzikalni vyznam krivkového integralu vektorové funkce. 7 odstavce
I11.4.1 je patrné, ze je-li f sila, pak kfivkovy integral fc f - ds definuje praci, kterou
vykond sila f pusobenim po draze C.

I11.4.4. Poznamka. Jednotkovy tecny vektor 7 nemusi existovat v téch bodech jedno-
duché p.c¢. hladké kiivky C, ve kterych se stykaji jednotlivé hladké ktivky, ze kterych je
p.¢. hladka kfivka C slozena. Takovych bodu je vSak koneéné mnoho a kiivkovy integrél
na chovani integrované funkce v konecné mnoha bodech nezavisi.

111.4.5. Poznamka — razné zapisy krivkového integralu vektorové funkce.
Kfivkovy integral vektorové funkce muzeme znacit a zapisovat ruznymi zpusoby. Je
velmi dulezité témto zpusobum rozumeét a vzdy dobfe rozpoznat, co se kterym zapisem
presné mini. Jeden zpusob zdpisu jiz zndme — je jim integral na levé strané formule
(II1.4.1). V tomto odstavci se seznamime s jinou moznosti zapisu kiivkového integrélu
vektorové funkce.

Porovnanim obou integralu ve formuli (II1.4.1) ziskdme formalni rovnost 7ds = ds.
Clen na pravé strané muzeme chapat jako “nekonec¢né kratky” tecény vektor ke kiivce
C, jehoz slozky jsou dx, dy a dz. Muzeme tudiz psat:

Tds = ds = (dr,dy,dz) = ide+jdy+kdz.
Je-li f = (U, V, W), muzeme skaldrni soucin f - ds vyjadrit:
f-ds = (U, VW) (dz,dy,dz) = Udx +Vdy+ Wdz

a kiivkovy integrdl vektorové funkce f lze zapsat:
(II1.4.2) /f~ds = /(de+de+Wdz).
c c

Kfivkovy integral “rovinné” vektorové funkce na kiivee C' v Ey lze zapsat podobné.
(Na pravé strané je pouze tfeba vynechat W dz.)

I11.4.6. Piiklad. V souladu s ozna¢enim a zépisem integrélu (viz odstavec 111.4.5) je
integrél [(22” + 3y) dz kiivkovym integrélem vektorové funkce (0, 0, 22 + 3y):

/(2x2~|—3y) dz = /O-d:v+0-dy+(2x2+3y)dz = /(O, 0, 22° + 3y) - ds.

c c c

111.4.7. Poznamka. Kiivkovy integral vektorové funkce f je definovan pomoci kiivko-
vého integralu skalarni funkce f -7 a proto zdkladni vlastnosti kfivkového integralu
vektorové funkce a kiivkového integralu skaldrni funkce jsou stejné. Body a), b) a ¢)
odstavce II1.2.6 muzeme prosté prepsat se skalarni funkei f-7 a ziskame platna tvrzeni
o krivkovém integralu vektorové funkce.

Nicméné, mezi kiivkovym integralem skalarni funkce a kiivkovym integrdlem vek-

torové funkce je jeden velky rozdil: Kftivkovy integral vektorové funkce zavisi na
orientaci kiivky. Ptesnéji fec¢eno:

111.4.8. Véta. Je-li vektorova funkce f integrovatelna na krivce C, pak je integrovatelna

i na krivce —C a
/ f~ds:—/f-ds.
—C c

Tato véta vyplyva bezprostiedné z definice kiivkového integralu vektorové funkce.
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Integral fcf -ds je roven integralu fcf -1 ds, kde 7 je jednotkovy teény vektor.
Tento vektor ukazuje smér orientace kiivky C'. Zménime-li orientaci kiivky, jednotkovy
tecny vektor zméni své znaménko a toto vede ke zméné znaménka celého integralu.

I11.4.9. Vypocet kiivkového integralu vektorové funkce. Krivkovy integral vek-
torové funkce f = (u,v,w) na jednoduché hladké kiivce C' muzeme vypocitat pomoci
parametrizace. Predpokladejme, ze P je parametrizace kiivky C definovand v intervalu
(a,b). Predpokladejme dale, ze kiivka C' je orientovédna souhlasné s parametrizaci P.
Jednotkovy tecny vektor v kazdém bodé P(t) kiivky C, odpovidajicim t € (a,b) (tedy
az na krajni body kiivky C) lze vyjadiit: T = P(t)/ HP( )||. Pouzijeme-li nyni formule
(II1.4.1) a (II1.2.1) (pfipadné (II1.2.5)), obdrzime:

BT T N
/Cf~ds_ /Cf d /af(P(t)) T P00

(111.4.3) / f.ds = / bf(P(t))-P(t) dt.
C a

f(P(t)) ziskame opét tak, ze do funkce f (respektive do vsech jejl'ch soufadnicovych
funkei U, V a W) dosadime za z, y a z vyjadieni (II1.2.4): z = ¢(t), y = ¥(¢),

J(t). Vypoctem skaldrnfho soucinu vektorovych funkef f = (U, V,W) a P(t) =
(gb( ), (t), O(t )) v integralu na pravé strané (I11.4.3) ziskdvdme dals{ vzorec:

(I11.4.4) / £.ds — / U0 4V ) + W )]
C a
kde U = U(9(,0(0.00)). V = V(6(), 6, 0(0) a W = W(0(t),0(0).9(1)).

(t
Formuli (II1.4.4) muzeme formélné odvodit i z tvaru integralu (I11.4.2) pouzitim sub-
stitucl x = ¢(t), y = ¥(t), z = ¥(t) a odtud plynoucich ndhrad vyrazu dz, dy a dz:
dr = (t)dt, dy =(t)dt, dz=9(t)dt.

Uziti vzorcu (I11.4.3) a (II1.4.4) na konkrétnich piikladech uvidite v odstavcich
I11.4.10 a 111.4.12.

Je-li kiivka C' orientovdna opa¢né vuci parametrizaci P, pak formule (I11.4.3) i
(II1.4.4) plati se znaménkem “—” pied integralem na pravé strané.

Vzorec (I11.4.3) je platny i pro kiivkovy integral vektorové funkce v E,. Vzorec
(II1.4.4) 1ze snadno modifikovat (vynechanim ¢lenu Wﬁ(t)) tak, ze je také platny i pro
kiivkovy integral vektorové funkce v [E,.

Je-li C jednoducha p.¢. hladka krivka, ktera je sjednocenim jednoduchych hladkych
krivek C4, ..., C,, pak kfivkovy integral vektorové funkce na C' muzeme vypocitat
tak, Ze nejprve vypocitame integraly na jednoduchych hladkych krivkach C; ..., C,
(naptiklad pomoci parametrizaci téchto hladkych kiivek), a poté vysledky secteme.

Nakonec poznamenejme, ze kiivkovy integral vektorové funkce muzeme nékdy vypo-
¢itat i pomoci Greenovy véty, Stokesovy véty (pokud kiivka je uzaviend) nebo v pripadé,

ze f je tzv. potencidlnim polem, i pomoci formule (V.1.3). Podrobnosti najdete v odstav-
cich I11.5.4, TV.5.10 a V.1.5.

I11.4.10. Ptiklad. Urceme préci, vykonanou silou f(z, y, z) =
(r — 2?) k pusobenim po kiivee C': P(t) = [t, t*, t*]; t € (0,
bodu [1,1,1].

(y—a?)i+(z—y*)j+
1) od bodu [0,0,0] do

Resend: Kiivka C je definovand pomoci své parametrizace P. Jelikoz p.b. C' =

87



[0,0,0] = P(0) a k.b.C = [1,1,1] = P(1), C je orientovdna souhlasné s parametrizact
P. Snadno zjistime, ze P(t) = (1, 2t, 3t?). Uzitim formule (I11.4.3) dostaneme:

1
/f-ds:/(y—.r2,z—yQ,x—zQ)-ds:/ (O,t3—t4,t—t6)-(1, 2t, 3t2) dt
c c 0
' 4 5 3 8 5 6 4 91! 29
:/[2t — 27 + 3¢ = 3t°] dt = [gt — 240 4 341 3y }0: o
0

II1.4.11. Cirkulace vektorového pole po uzaviené kiivce. Necht C je uzaviena
kiivka v Ey nebo v E3 a necht f je vektorové pole (= vektorova funkce), definované
na C. Kiivkovy integral | o [ ds mnazyvame cirkulaci vektorového pole f po kiivee C'.
Abychom zduraznili skutecnost, ze C' je uzaviena krivka, pouzivame misto fcf - ds

¢asto oznaceni
?{ f-ds.
c

I11.4.12. Priklad. Vypocitejme cirkulaci vektorového pole

f(l',y) - _l’2+y21 =+ x2+y2.]

po kruznici C' : 2% +y?> =72 (r > 0), orientované po sméru hodinovych rucicek.
R e $en: Kruznici C muzeme parametrizovat rovnicemi
(I11.4.5) r=¢{t)=rcost, y=v@{)=rsint; te0,2n).

Probihé-li ¢ interval (0,27) od 0 do 27, obtha bod [z, y] = [¢(t), ¢ (t)] po kruznici proti
sméru hodinovych rucicek, tj. proti dané orientaci C'. Parametrizace (I11.4.5) a zadana
orientace kiivky C' jsou tudiz nesouhlasné. Uzitim vzorce (II11.4.4) (se znaménkem “—"
na pravé strané) dostavame:

Y T
75) > ]i 22 + y? vt 22 + 12 Yy
2T . .
¢ t
0 r r ;

IT11.5. Greenova véta.

V této kapitole ukazeme, ze za jistych podminek muzeme cirkulaci rovinného vek-
torového pole po uzaviené kiivce C' v [E5 pocitat i jinym zpusobem, nez pomoci paramet-
rizace kiivky C'. Nejprve se vSak vénujme trochu podrobnéji uzavienym kiivkam v E,.
Ptipomindme timluvu, podle které “kiivkou” minime jednoduchou p.¢. hladkou ktivku
a ‘“uzavienou kiivkou” uzavienou jednoduchou p.c¢. hladkou ktivku.

Nasledujici véta rika néco, co je na prvni pohled zcela nazorné. Dukaz véty neuvadime.
Kdybyste se vsak o dukaz zajimali, byli byste prekvapeni, jak je slozity.
I11.5.1. Jordanova véta. Necht C je uzaviend kiivka v Ey. Pak v Ey existuji dvé
disjunktni oblasti Gy a G4 takové, ze C' je jejich spolecnou hranici a
a) E2:G1UOUG2 a
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b) jedna z oblasti G, G2 je omezena a druhd je neomezena.

I11.5.2. Vnitrek a vnéjsek uzaviené
kiivky v E;. Necht C je uzaviend
kiivka v E5 a G, G5 jsou oblasti, jejichz
existence je dana Jordanovou vétou. Tu
z oblasti G, G, ktera je omezena,
nazyvame vnitrek ktivky C' a znacime
Int C. Druhou z oblasti G, G5, ktera je pb.C=kbd.C
neomezena, nazyvame vnéjsek krivky C Z
a znacime ji Ext C. Obr. 19

Y C
Ext C

I11.5.3. Kladnd a zadpornda orientace uzaviené kiivky v E,. Necht C' je uzaviend
kiivka v Eo. Rikdme, ze kiivka C' je orientovéna kladné, jestlize pii obéhu po C' ve sméru
jeji orientace mame vnitiek kiivky C' po levé ruce. (Viz obr. 19.) V opaéném piipadé
fikame, ze kiivka C' je orientovana zdporné.

Uvedena definice je jednoducha a nazorna. Z logického hlediska vSak neni korektni.
Je to ziejmé. Matematické pojmy musi byt definovany precizné a jejich vyznam nesmi
zéviset na znalosti toho, kde méame levou a kde pravou ruku. Jinymi slovy: Jak byste
definici vysvétlili inteligentni bytosti (tFeba z vesmiru), kterd nema ruce a pojmy leva
a prava ruka jsou ji cizi? Vzhledem k tomu, zZe logicky korektni definice je ponékud
komplikovand, v tomto textu ji neukazujeme a pro nase tucely se spokojime s uvedenou
definici I11.5.3.

Orientaci uzaviené krivky v E, je mozné definovat jesté jednim jednoduchym zpuso-
bem, opét vSak nikoliv logicky zcela korektnim: Uzavienou kiivku C' v [E, nazveme
kladné orientovanou, je-li orientovana proti sméru hodinovych rucicek, a zdporné orien-
tovanou, je-li orientovana po sméru hodinovych rucicek.

Nasledujici véta prevadi kiivkovy integral vektorové funkce po uzaviené rovinné
kiivce na dvojny integral pres vnitiek kiivky. Vétu publikoval jako prvni G. Green (1793
1841) v kratké knize, nazvané An Essay on the Application of Mathematical Analysis to
Electricity and Magnetism.

I11.5.4. Greenova véta. Predpokladejme, zZe

a) f=(U,V) jevektorovd funkce v oblasti O C Ey a souradnicové funkce U, V maji
v O spojité parcialni derivace,

b) C je kladné orientovand uzaviend kiivka v O takovd, ze Int C' C O.

Pak plati:

ov.  oU
II1.5.1 j{f-ds = // (— — —) dz dy.
( ) c mec \ 0T Oy Y

II1.5.5. Poznamka. Pomoci formalni rovnosti f-ds = U dx + V dy muzeme formuli
(II1.5.1) téz zapsat ve tvaru

ov  aU
I11.5.2 f Ude +V dy) = // (———) dz dy.
( ) C( y) A\ T y
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Jsou-li predpoklady Greenovy véty splnény az na to, ze kiivka C' je zaporné orien-
tovand, plati vzorce (I11.5.1) a (II1.5.2) se znaménkem “—” pied integraly na pravych
stranach.

I11.5.6. Piiklad. Vypocitejme cirkulaci vektorového pole f = (—2?y,zy?) po kladné
orientované kruznici 2 + 3% = a?, kde a > 0.

Resen: Ozacme U aV soufadnicové funkce vektorové funkce f. Pak U(z,y) =
—2%y a V(z,y) = xy?. Sami se muzete presvédcit o tom, Ze piedpoklady Greenovy véty
jsou splnény. Podle vzorce (I11.5.1) tudiz plati:

%f«ds:f(—ﬁyd:c—l—xygdy) :// (2% +y?) dx dy
C C r24y2<a?

27 a 4
:1)/ (/ rgdr)dgpzﬂ.
0 0 2

1Y Dvojny integral transformujeme do polarnich soufadnic.

II1.5.7. Vypocet obsahu Int C' pomoci kifivkového integralu. Splnuji-li kiivka C
a soutadnicové funkce U a V' predpoklady Greenovy véty a plati-li navic v Int C
ov.  oU

IIL.5. - 1
(IL.5.3) o oy -

pak ze vzorce (I11.5.2) vyplyva, ze j[(U dr +Vdy) = pa(Int C).
c

Zvolime-li napiiklad U = —%y a V = %a:, je podminka (I11.5.3) splnéna a tak
ziskavame vzorec
1
(II1.5.4) po(Int C) = 5%(—y dx + x dy).
C

I11.6. Cviceni.

1. Rozhodnéte o existenci integralu [, ds/(z* + y°), kde C je kruznice se stiedem
S a polomérem 1. (Viz odstavce I11.2.2 a 111.2.6.)

a) ]S =0,0], b) S =1[1,0], c) S=][0,—-2].

2. Vypocitejte délku kiivky C', ktera je definovand pomoci své parametrizace.
a) P(t) = [3t, 3t% 2t3], t €(0,1),
b) P(t)=[acost,asint, bt], t € (0,2r) (a >0, b>0).

3. Vypocitejte dané kiivkové integraly. Které z nich jsou kiivkovymi integraly skalar-
nich funkei a které jsou kiivkovymi integraly vektorovych funkci?

d
a) / i : O je ¢ast piimky y = %x — 2 mezi body [0, —2] a [4,0],
ct—Y

b) / y ds; C je usek paraboly y* = 2px mezi body [0,0] a [2p, 2p] (p > 0),
C
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/ ry ds; C je &ast elipsy x?/a® +y?/b> =1 ve druhém kvadrantu,
c

/ V2y ds; C je ¢ést cykloidy x = a(t —sin t), y = a(l — cos t),
¢ odpovidajici t € (0,27),

/(:L’—y) ds; C je kruznice 2+ y? = 2z,
c
52
— = _ds; C: z=acost, y=asint, z=at, t € (0,2r) (a > 0),
/C$2+y2 y ( ) ( )

/ ryz ds; C je prunik ploch 22+ ¢+ 2?2 = R? a 2% +y? = R*/4
© v prvnim oktantu a R > 0,

/(x +y) ds; C je ¢tvrtina kruznice 2?2 +y?+22=R? y=ux
c v prvnim oktantu,

/C(z +y) dz; C je usecka od bodu [a, 0] k bodu [0, b],

/C(x2 — yz) dz; C je tsek paraboly y = z* od bodu [0, 0] k bodu [2, 4],
/C[—x cos ydx +y sin zdy|; C je usecka, p.b.C' = 10,0], k.b.C = [m, 27],
/C(y, —x)-ds; C je kladné orientovand elipsa x%/a® + 3*/b* = 1,

2doe — 22 d
/ % ; C je usek kruznice z*+ y* =a* (a > 0) v prvnim a ve
x
¢ Y druhém kvadrantu, od bodu [a, 0] k bodu [—a, 0],
/(2a—y,—a+y)~ds; C: z=a(t—sint), y=a(l —cost), t € (0,2m);
¢ C' je orientovana od bodu [27a, 0] k bodu [0, 0],
/ [y*dx + 2* dy + 2* dz]; C je prinik kulové plochy % +y? + 22 = R?
¢ s valcovou plochou 2%+ y* = Rz, (R>0), z >0,
C' je orientovana kladné pii pohledu z pocéatku,
/[Q:in —2%j]-ds; C je sjednoceni tise¢ek od bodu [0, 0] k bodu [2, 0]
¢ a od bodu [2,0] k bodu [2, 1],
/[yzi—i—z R? —y?2j+ayk]-ds; C: v =Rcost,y=Rsint,
¢ z=at/(2m), (a > 0), C je orientovana od pruniku
s rovinou z =0 k pruniku s rovinou z = a,
/(1 — %)y dr + z(1 +y*) dy; C je hranice étverce (0,2) x (0,2),
¢ orientovana kladné,

/(xy+x+y) dr + (zy +x —y) dy; C jeelipsa 9z* + 36z + 4y* = 0,
© orientovand zaporneé,

/ (x 4+ y) de —2x dy; C je hranice trojihelniku se stranami na piimkach
c

xr=0,y=0, x4+ y =>5, orientovand zaporne,
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10.

u) /(da:/y —dy/x); C je hranice trojihelniku s vrcholy [1,1], [2,1] a [2, 2],
¢ orientovana kladné,

V) /[2(3:2 +92)i+ (x +y)*jl ds; C je hranice trojihelniku s vrcholy [1,1],
¢ 2,2], [1, 3], orientovana kladné.

Vypocitejte praci sily f, pusobici po kiivce C. (Viz odstavec I11.4.5.)
a) f=(xr—uy,x), C jehranice ¢tverce s vrcholy [-2, 2], [1,-2], [1,1], [-2,1],

orientovana ve sméru hodinovych rucicek,
b) f=(z+y,2z), C jekruznice x?+ y? =4, orientovand kladné,

c) f = (y,2), C je uzaviend kiivka, sklddajici se z poloos a ¢tvrtiny elipsy
r=2cost, y=sint, t e (0,2r) v prvnim kvadrantu, orientovana kladné.

C) je tisecka od bodu [0, 0] k bodu [1, 1], C4 je tisek paraboly y = z* od bodu [0, 0]
k bodu [1,1], I} = fcl(x+y)2 dr — (x —y) dy, I, = fCQ(x+y)2 dr — (z —y)* dy.
Uzitim Greenovy véty vypocitejte rozdil I — Is.

Uzitim kfivkového integralu vypocitejte obsah vnittku uzaviené kiivky, ktera se
skldda z oblouku cykloidy = = a(t—sin t), y = a(l —cos t), t € (0,27) a z Usecky
spojujici body [0,0] a [27a,0]. (Viz odstavec 111.5.7.)

Uzitim kiivkového integralu odvodte vzorec pro obsah vnitiku elipsy z%/a® +
y?/b* = 1. (Viz odstavec I11.5.7.)

Uzitim kiivkového integralu vypocitejte obsah vnittku uzaviené kiivky, jejiz rovnice
v polarnich souradnicich je r = a(l — cos ¢) kde a > 0 (tzv. “kardioida”). (Viz
odstavec I11.5.7.)

Uzitim kfivkového integralu vypocitejte obsah vnitiku tzv. asteroidy, jejiz rovnice
je 2?3 + 9?3 = a? (a > 0). (Muzete pouzit parametrické rovnice z = a cos®t,
=asin®t, t € (0,27).) (Viz odstavec I11.5.7.)

Vypocitejte cirkulaci vektorového pole f po uzaviené kiivce C. Pokud je to
mozné, pouzijte Greenovu vétu. (Viz odstavce 111.4.11 a I11.5.4.)

a) f(z,y) = (e"siny—y? e cosy—1), C=C1UCy, Cr = {[z,y] € Ey; 2°+
Y +25 =0,y <0}, Cy={zy € Ey; -1 <z <0, y=0}, Cije
orientovana kladné,

b) f(z,y) = (@ +y)i+(y—2)j, C={[z,y € Ey 2*/a® +y*/b> =1}, Cje
orientovana zaporné,

¢) f(z,y) = (2% y*), C je hranice trojihelniku s vrcholy A = [1,1], B = [2,1],
D = [2, 3], orientovand kladné.

92



IV. Plosné integraly

IV.1. Jednoduché plochy.

V E; existuje velké mnozstvi tutvartu, které lze nazyvat plochami. Neni snadné
z nich vybrat plochy, které lze pfimérené srozumitelné popsat, které vyhovuji potiebam
technickych aplikaci a na kterych je mozné vybudovat pfiméfené srozumitelnou teorii
plosnych integralu. V tomto textu se omezime na dva typy ploch: tzv. “jednoduchou
hladkou plochu” a “jednoduchou po ¢astech hladkou plochu”.

IV.1.1. Jednoducha hladka plocha — motivace a oznaceni. V pozadi definice
jednoduché plochy je tato pfedstava: B je podmnozina [Es, omezend uzavienou kiivkou
I'. B vysttihnete z roviny E, a pfemistite nékam do Es. Jsou povolené elastické defor-
mace, nesméji vsak narusovat hladkost. To znamend, ze vystiizeny itvar muzete napinat,
stlacovat a ohybat v riznych smérech, nesmite jej vSak roztrhnout ani spojit dva ruzné
body dohromady. Vysledkem je jednoducha hladka plocha v Es.

Tuto predstavu je mozné matematicky modelovat. Popsany postup premisti kazdy
bod [u,v] € B na misto o poloze P(u,v) = [¢(u, v), Y(u,v), ﬁ(u,v)} v E3. P je tudiz zo-
brazenim B do E;. Pozadavek, aby deformace B byla elasticka a neporusovala hladkost,
vede k podmince, ze P je spojité zobrazeni a mé spojité parcialni derivace v dostatecné
velké podmnoziné B. Pozadavek, ze dva ruzné body, nachazejici se puvodné v B,
nemohou byt slepeny dohromady, vede k podmince, ze zobrazeni P je prosté v B.
Vysledna jednoduché hladka plocha je obor hodnot zobrazeni P, kterému budeme tikat
“parametrizace” jednoduché hladké plochy. Funkce

r = (b(uv U)v Y= ¢(u7 U)a = ﬂ(uv U)

nazyvame souradnicové funkce zobrazeni P. Parcialni derivace P podle proménnych wu,
v budeme oznacovat P,, P, a budeme je povazovat za vektory. Muzeme tudiz psat:

(06(u,0) D(w,v) I(u,v) , _ (90 0w v
P,(u,v) = < I 5u " Ou nebo kratce P, = 90’ 90’ 9u)
_ (09(u,v) OY(u,v) O0V(u,v) , _ (99 Oy O

Zobrazeni P povazujeme za spojité, jestlize vSechny jeho souradnicové funkce jsou
spojité. Podobné, o zobrazeni P tikame, ze ma spojité parcialni derivace, maji-li vSechny
soutadnicové funkce spojité parcidlni derivace.

Nehrozi-li zdména se zna¢enim souradnych os, muzeme misto ¢(u, v), ¥ (u,v), ¥(u, v)
souradnicové funkce zobrazeni P znacit i z(u,v), y(u,v), z(u,v).

Vektorovy soucin vektoru P, a P, ozna¢ujeme P, x P,. Ptipominame, ze

i, §  k

9o I W (awaﬁ 99 0 99 6 b AV

PuxPo=19y ou oul| =\5 5 5 o AT AL T AL AL ;
00 8_¢ o9 Ou Ov  Ou dv’ Ou dv  Ou Ov

o’ ov' v 09 O a?ﬁaﬁb)

93



IV.1.2. Jednoduchd hladka plocha — definice. Necht I' je uzaviend jednoduchd
p.¢. hladkd kiivka v E, a B = I' U IntI'. Necht P je spojité zobrazeni B do Es.
Predpokladejme, ze
a) P je prosté zobrazeni na B,
b) P mé spojité a omezené parcialni derivace P, a P, v B — K, kde K je nejvyse
kone¢éna mnozina bodu, nachazejicich se na hranici I' mnoziny B,
¢c) P,xP,#0 vB—-K.

Mnozinu vsech bodu P(u,v) pro [u,v] € B (tj. obor hodnot zobrazeni P) pak nazyvame
jednoduchd hladkd plocha v Ey. Zobrazeni P nazyvame parametrizace.

Jednoduché hladké plochy budeme vétsinou znacit feckymi pismeny, naptiklad o,
01, 02, K, apod.

r P

— L

Obr. 20

Podobné jako jednoduchd hladka kiivka, i kazda jednoducha hladka plocha ma
nekone¢éné mnoho parametrizaci. (Jednu konkrétni plochu v Ej3 je zfejmé mozné ziskat
pii respektovani danych pravidel nekoneéné mnoha zpusoby, tj. vystfizenim casti Eo,
premisténim, elastickou deformaci atd.)

Jednoduchou p.¢. hladkou krivku v Eg3, kterd je obrazem hranice I' mnoziny B pfi
zobrazeni P, nazyvame okraj jednoduché hladké plochy.

Definice jednoduché hladké plochy neni piilis slozitd. Za to vSak platime tim, ze
nékteré “pékné” hladké plochy tato definice “nepokryje”, tj. tyto plochy nejsou jednodu-
chymi hladkymi plochami. Napiiklad kulova plocha z? + 3?4+ 2> = R?* nebo valcova
plocha 2% +4* = R%, 0 < 2z < h nejsou jednoduché hladké plochy. Pokusy mod-
ifikovat uvedenou definici tak, aby napiiklad zahrnovala i kulovou plochu, vedou na
jinych mistech k takovému narustu komplikaci, ze se nevyplati. To je dusledek toho,
ze tiirozmérny Eukliduv prostor E3 umoznuje velkou rozmanitost mnozin a tdtvaru a
jakmile nékde definici “uvolnime” tak, aby zahrnula i kulovou plochu, mezi jednoduché
hladké plochy okamzité proniknou i ruzné podivné a komplikované objekty, které na
jinych mistech do teorie vnesou zmatek nebo ji nesmirné ztizi. Nicméné, brzy uvidite, ze
kulovou i omezenou valcovou plochu bude mozné povazovat za jednoduché p.¢. hladké
plochy a tyto plochy budou tudiz pattit do okruhu ploch, jimiz se budeme zabyvat a na
kterych budeme integrovat.

IV.1.3. Orientace jednoduché hladké plochy. Normalovy vektor. Predpokladej-
me, ze P je parametrizace jednoduché hladké plochy o, definovana v mnoziné B C E,.
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Oznac¢me X = P(u,v) pro [u,v] € B — K (viz definici IV.1.2). Vektory P,(u,v) a
P,(u,v) jsou v bodé X tec¢né k plose ¢ a diky podmince ¢) z definice IV.1.2 jsou linedrné
nezavislé. Jejich vektorovy soucin je kolmy k obéma z nich, tudiz je také kolmy k plose
o. Délime-li vektorovy soucin jeho velikosti, ziskdme jednotkovy vektor, ktery je v bodé
X kolmy k plose o.

Plochu o muzeme orientovat tak, ze na plose definujeme normdlovy vektor n (tj. jed-
notkovy vektor, kolmy k plose o, ktery uddva orientaci plochy o) bud rovnici

o PU(U,U) X Pv(u7 U)
(IV.1.1) N T P, 0) % Py(w, 0)]

pro vSechna [u,v] € B — K,

nebo rovnici
P,(u,v) x P,(u,v)
| P, v) X Py (u, v)]

(IV.1.2) n = pro vsechna [u,v] € B — K.

Je-li normalovy vektor n dan rovnici (IV.1.1), fikdme, ze jednoducha hladké plocha o je
orientovana souhlasné s parametrizaci P. V opatném piipadé, kdy vektor n je definovan
rovnici (IV.1.2), fikdme, Zze jednoducha hladkd plocha o je orientovdna nesouhlasné
s parametrizaci P.

Uvedeny zpusob orientace plochy o zarucuje, ze normalovy vektor n se pii pohybu
po o méni spojité. Nemuze se tedy stat, ze n mifi v ruznych bodech na ruzné strany
plochy o.

IV.1.4. Vztah mezi orientaci
jednoduché hladké plochy a jejiho
okraje. Rikdme, ze jednoduchd hladké
plocha o je orientovana souhlasné se

svym_okrajem C, pokud pii obéhu po E

krivece C' ve sméru jeji orientace mame
tu stranu plochy o, na kterou mifi C
normalovy vektor n, po levé ruce. Obr. 21 x

Je patrné, ze tato definice neni logicky korektni. Duvody jsou stejné, jako u definice
I11.5.3. Nicméné, definice je ndzorna a na nasi irovni nemuze vést k nedorozumeéni.

IV.1.5. Priklad. o je ¢ast kuzelové plochy z = (/22 + 2%, odpovidajici z > 0 a
2% + y? < 4. Je orientovana smérem “vzhiru”, tj. tieti soufadnice norméalového vek-
toru je kladna. Ukazme, ze o je jednoduché hladka plocha, najdéme jeji parametrizaci,
rozhodnéme zda o je orientovana souhlasné se zvolenou parametrizaci a definujme ori-
entaci okraje o tak, aby orientace okraje i plochy o byla souhlasna.

Resend: K parametrizaci o pouzijeme rovnici z = \/Wy2 : Polozime
P z=¢uv)=u y=uuv)=v, z=>9uv)=vVuZ4+ov?
pro [u,v] € B, pfitemz mnozinu B definujeme podminkami v > 0 a u? + v* < 4:
B = {[u,v] € Ey; u >0, u? +0v? < 4}.

Lze ovérit, ze zobrazeni P mé vSechny vlastnosti, pozadované v definici 1V.1.2. (Pfi-
tom K = {[0,0]}.) o proto je jednoduchou hladkou plochou a P je jeji parametrizaci.
Parcialni derivace P, a P, maji tvar:

95



u v
P,(u,v) =11, 0, — ), P,(u,v) = (0, 1, ——
() ( \/u2+v2> (w,) ( \/u2+02>

a jejich vektorovy soucin je

PuxPU:(— “© 7 ,1).

Snadno se miiZete piesvédéit o tom, Ze vektor P, x P, méa délku v/2. Vektor (P,x P,)/v/2
je tudiz jednotkovy a kolmy k o. Jeho tieti souradnice je kladna, proto je tento vektor
totozny s normalovym vektorem n. Jednoduché hladka plocha o je tudiz orientovana
souhlasné s parametrizaci P.

Orientace okraje plochy o, kterym je uzaviena kiivka C', souhlasné s orientaci plochy
0, je naznaCena na obr. 22. Napiiklad, jednotkovym tecnym vektorem k C' v bodé
X =12,0,2] je T = (0,1,0).

Obr. 22

IV.1.6. Jednoducha po ¢astech hladka plocha, slozena ze dvou jednoduchych
hladkych ploch. Predpokladejme, ze o1 a 05 jsou dvé jednoduché hladké plochy, které
jsou bud obé orientované souhlasné se svymi okraji C; a Cs nebo jsou obé orientovany
nesouhlasné se svymi okraji. Predpokladejme, ze

Obr. 23

a) o1 Noy = C1NCya tento prunik vytvaii jednu nebo vice jednoduchych hladkych
kiivek,
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b) orientace kiivek Cy a Cy je ve vSech jejich spoleénych bodech (tj. na C; N Cs)
opacna.

Sjednoceni ¢ = o1 U 0y pak nazyvame jednoduchou po ¢dstech hladkou plochou v Es,
slozenou se ze dvou jednoduchych hladkych ploch o; a o5.

Orientace plochy o je definovana orientaci jejich ¢asti o1 a os.

Okrajem plochy o je uzavér mnoziny (C7;UCy) — (C1NCy). (Viz obr. 23.) Muze byt
bud prézdny, nebo muze byt uzavienou jednoduchou p.é¢. hladkou kfivkou nebo muze
byt tvofen vice (koneénym poctem) uzavienymi jednoduchymi p.¢. hladkymi kiivkami.

Pojem “souhlasné (nebo nesouhlasné) orientace plochy a jejtho okraje”, definovany
v odstavci IV.1.4 pro jednoduchou hladkou plochu, lze prirozenym zpusobem rozsitit i
na jednoduché p.c¢. hladké plochy.

IV.1.7. Jednoducha po c¢astech hladka plocha, slozena z vice jednoduchych
hladkych ploch. Piedpokladejme, ze o1 a 03 jsou jednoduché hladké plochy z predcha-
zejiciho odstavee IV.1.6. Pokud postupné k jejich sjednoceni ptipojime, pti respektovani
stejnych pravidel, dalsi jednoduché hladké plochy o3, oy, ..., 0,, ziskdme jednoduchou
hladkou plochu, slozenou z n jednoduchych hladkych ploch oy, 09, ..., 0,. (Viz obr. 24.)

Nazev jednoduché hladké plochy budeme vétsinou zkracovat na “jednoduchéa p.c¢.
hladka plocha”. Pokud pouzijeme v dalSim textu termin “plocha” bez jakéhokoliv ad-
jektiva, budeme mit vzdy na mysli jednoduchou p.¢. hladkou plochu.

Plochu, ktera se 1isi od ¢ pouze svoji orientaci, budeme oznacovat —o.

IV.1.8. Uzaviena jednoducha p.¢. hladka plocha. Jednoduchou p.é¢. hladkou
plochu, jejimz okrajem je prazdnd mnozina, nazyvame uzavrenou.

IV.1.9. Priklad. Vilcova plocha, slozena ze dvou jednoduchych hladkych ploch oy :
4+ =19y>0,0<2<1a oy:22+9y*=1;9<0,0< 2z<1 jejednoduchs
p.¢. hladkd plocha. (Viz obr. 25.)

IV.1.10. Priklad. Kuzelova plocha, slozena ze dvou jednoduchych hladkych ploch

o2+t =22y>0,0<2<1aoy:2*+y*=2%y<0,0<2<1 jejednoduchd
p.¢. hladké plocha. (Viz obr. 26.)
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Obr. 25 Obr. 26

IV.1.11. Priklad. Kulova plocha, z
slozena ze dvou jednoduchych hladkych
ploch oy : 22+ 9y*+22 =4, 2 >0 a
oy 22 +y? +22 =4, 2 <0, je uzaviena
jednoduché p.¢. hladka plocha.

Dalsimi  ptiklady = uzavienych
jednoduchych  p.¢. hladkych  ploch
jsou povrch krychle, povrch ¢étytsténu
atd.

IV.2. Plosny integral skalarni funkce.
(Plosny integral 1. druhu.)

IV.2.1. Fyzikalni motivace. Ptedstavme si, ze ohnuty kovovy plat ma tvar jednodu-
ché hladké plochy o v E3 a jeho plosna hustota (tj. hmotnost vztazena k jednotce obsahu
plochy) je p, coz je obecné funkce ti{ proménnych z, y a z. Chceme vypoéitat celkovou
hmotnost kovového platu.

Predpokladejme, ze P je parametrizace plochy o, definovana na mnoziné B C E,.
Predstavme si, ze B rozdélime na nekoneé¢né mnoho “nekonecné malych” obdélniki tvaru
(u,u+ du) x (v,v + dv). P zobrazuje kazdy z téchto obdélniku na “nekone¢né maly”
rovnobéznik na plose o s vrcholy A1 = P(u,v), Ay = P(u+du,v)=P(u,v)+ P,(u,v)-du,
Az = P(u+du,v+dv)=P(u,v)+P,(u,v)-du+ P,(u,v)-dva Ay = P(u,v+dv)=P(u,v)+
P,(u,v)-dv. (Viz obr. 28.) Jeho obsah je dp = || A2 — Ay ||- || As— Ay || -sin o = ||(A2— A;) X
(A4 — Ay)l|. Dosazenim za body Ay, As, Ay obdrzime: dp = || P,(u,v) X P,(u,v)| dudv.
Hmotnost rovnobézniku A; Ay A3A, tudiz je dm = p(Ay) - dp = p(P(u,v)) ||Pyu(u,v) X
P, (u,v)|| dudv. Celkovou hmotnost kovového platu ziskame jako soucet piispevku dm
pres celou plochu o:

m = // dm = //Bp(P(u,v)) 1P, (w, v) % P, (u, )| du dv.
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A .

Obr. 28 v

IV.2.2. Plosny integral skaldrni funkce na jednoduché hladké plose. Necht o je
jednoduché hladka plocha v E5 a P je jeji parametrizace, definovana na mnoziné B C E,.
Necht f je funkce, kterd je definovand a omezend na plose o. Existuje-li dvojny integral
[J5 f(P(u,v)) || Pu(u,v) x P,(u,v)|| dudv, pak o funkci f iikdme, ze je integrovatelnd
na plose . Plosny integrdl funkce f na plose o pak oznacujeme [ fa f dp a definujeme
jej rovnici

(IV.2.1) //ofdp _ //Bf(P(u,v)) |Pu(u0) x Py, v)| dudv.

K vypoctu integralu vpravo se vratime v odstavci IV.2.7 a vypocet budeme rovnéz
ilustrovat na piikladech v odstavcich 1V.2.8-1V.2.10.

Vyroky “funkce f je integrovatelna na plose ¢” a “plosny integral f na o existuje”
maji stejny vyznam.

V literatufe se v oznaceni plosného integralu téz casto objevuje dS nebo do misto
dp. V tomto textu budeme pouzivat dp.

IV.2.3. Poznamka — nezavislost na volbé parametrizace. Integrovatelnost funkce

f na jednoduché hladké plose o a plosny integral f na o jsou definovany pomoci
parametrizace P plochy o. Jednoduchd hladka plocha ¢ vsak m& nekoneéné mnoho

ruznych parametrizaci (viz odstavec IV.1.2). Lze v8ak dokdzat, Ze jak existence, tak hodnota plogné-
ho integrédlu f na o nezavisi na volbé parametrizace plochy o.

IV.2.4. Plosny integral skaldrni funkce na jednoduché p.é¢. hladké plose. Necht
o je jednoducha p.c¢. hladka plocha v [E3, ktera je slozena z jednoduchych hladkych ploch
o1, ..., o, dle pravidel, popsanych v odstavcich IV.1.5 a IV.1.6. Necht f je funkce,
ktera je omezena na plose o. Je-li f integrovatelnd funkce na kazdé z ploch oy, ..., o,,
pak tikame, Ze je integrovatelnd na plose o. Plosny integrdl funkce f na plose o pak
definujeme rovnici

(IV.2.2) //af dp = Z::/gif dp.

(Plosné integraly na pravé strané jsou plosnymi integraly na jednoduchych hladkych
plochéch, které jsou jiz zndmé z definice 1V.2.2.)
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Misto “plosny integrél skalarni funkce” ¢asto pouzivame nazev plosny integrdl
1. druhu.

Chceme-li zduraznit, na kterych proménnych zévisi funkce f, muzeme misto [ f dp
psat [ f(x,y,z) dp.

IV.2.5. Obsah plochy. Je-li ¢ jednoducha p.¢. hladka plocha, pak cislo, které je
hodnotou integrélu [ dp, nazgvéme obsahem plochy o.

V pripadé, kdy o je jednoducha hladka plocha a P je jeji parametrizace definovand
v mnoziné B C E,, je obsah plochy o roven

(IV.2.3) p(o) = //0 dp = /B 1Pu(u, 0) % Py(u, v)| du do.

IV.2.6. Nékteré dulezité vlastnosti plosSného integralu skalarni funkce. Plosny
integral skaldrni funkce je definovan pomoci dvojného integralu. Jeho zakladni vlastnosti
lze tudiz odvodit z vlastnosti dvojného integrélu. Zminme se o nékterych z nich:

a) Postacujici podminka pro existenci plosného integrailu skaldrni funkce.
Je-li f spojita funkce na plose o, pak je na o integrovatelnd (tj. plosny integral
[]. fdp existuje).

b) Linearita plosného integralu. Jsou-li funkce f a g integrovatelné na plose o a
a € R, pak funkce f 4+ g a af jsou také integrovatelné na o a

//g(f—i-g)dp://gfdp—i—//agdp;
//Uoz-fdp:a-//afdp.

c) Je-li f integrovatelna funkce na plose o a omezena funkce g se lisi od f na o nejvyse
v konecné mnoha bodech nebo krivkach, pak g je také integrovatelna funkce na o

| flow- ffra

d) Je-li funkce f integrovatelnd na plose o, pak je také integrovatelnd na —o a

Il - ffro

Tvrzeni a) 1ze zobecnit: Je-li o jednoduchd p.¢. hladka plocha a funkce f je spojita
na kazdé z hladkych casti plochy o, pak f je integrovatelna na o.

Tvrzeni d) ukazuje, Ze existence ani hodnota plogného integralu skaldrni funkce
nezavisi na orientaci plochy.

IV.2.7. Vypocet plosného integralu skalarni funkce. Plosny integral funkce f na
jednoduché hladké plose o muzeme vypodcitat uzitim parametrizace P = [¢, 1, Y] plochy
o a formule (IV.2.1). Do funkce f za proménné z, y, z dosadime

(IV.2.4) r = ¢(u,v), y=v(uv), z=1(u,v),
za dp dosadime

(IV.2.5) dp = ||P.(u,v) x P,(u,v)|| dudv
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a integrujeme podle v a v na mnoziné B C [E,, na které je parametrizace P definovana.

Plosny integral funkce f na jednoduché p.¢. hladké plose, slozené z jednoduchych
hladkych ploch oy, ..., 0,, vypocitame tak, ze nejprve vypocitame integraly na plochach
o1 ..., o, avysledky pak secteme. (Viz vzorec (IV.2.2).)

IV.2.8. Piiklad. Vypocitejme plosny integral funkce f(z,y, z) = x+2y na jednoduché
hladké plose o : z+y+2=1, >0, y >0, 2> 0.
R eseni: Plochu o mizeme parametrizovat zobrazenim

P(u,v) : z=u, y=v, 2=1—u—v; [u,v] € B,

kde B = {[u,v] € Ey; 0 <u <1, 0<ov<1-—u}. (Oveéite sami, zZe zobrazeni P
je opravdu parametrizaci, tj. ze ma vlastnosti, pozadované v odstavci IV.1.2.) Snadno
vypoéitame, ze P, = (1,0, —1), P, = (0, 1, —1), P,xP, = (1,1,1) a ||[P,x P,|| = V3.
Uzitim vzorce (IV.2.1) dostavame:

//U(:c—l—Qy) dp = //B(u—l—%)\/gdudv = ﬁ/ol/olu(u_i_gv) dv du

_ \/3/1(1_u) du = /3)2.

IV.2.9. Piiklad. Vypocitejme plosny integrél funkce g¢(x,y,2) = zyz na plose o,
ktera je povrchem krychle (0,1) x (0,1) x (0, 1).

R e $eni: Povrch uvedené krychle se skldd4 ze Sesti ¢tverct. T z nich lez{ v rovindch
xy, xz a yz, tudiz je na nich zyz = 0 a plosny integral funkce ¢g na nich je nulovy.
Oznacme zbyvajici ¢tverce o1, 09 a 03:

oy r=1 0<y<1 0<z<1,
o9 y=1 0<x <1, <1,
o3 z=1, 0<z <1, <y <1

Ptirozena parametrizace jednoduché hladké plochy oy je:
Pu,v) : =1, y=u, z=v; [u,v]€ B=(0,1)x(0,1).

Odtud je patrné, ze P, = (0,1,0), P, =(0,0,1), P, x P, =(1,0,0) a ||P, x P,|| = 1.
Uzitim formule (IV.2.1) dostdvame:

1 pl 1
// a:yzdp://uvdudvzz
o1 0 0

Stejnym zpusobem muzeme vypocitat, ze integraly na plochach oy a o3 jsou také rovny
i. (Plyne to i ze symetrii integrované funkce a ploch o1, 09 a 03.) Proto plati:

//xyzdp:// J;yzdp—i—// :L‘yzdp—i—// xyzdp:%
g g1 a2 o3

I1V.2.10. Priklad: vypocet plosného integralu na kulové plose. Ackoliv kulova
plocha og: 2?4+ y? + 22 = R? neni jednoduchou hladkou plochou, existuje zobrazeni
P uzaviené mnoziny B C E, na plochu og, které ma vsechny vlastnosti parametrizace
(vyjmenované v odstavci IV.1.2) s jednou vyjimkou: neni prosté na celé mnoziné B.
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Toto zobrazeni vychézi z popisu plochy ve sférickych souradnicich, parametry jsou hly
¢ a9 (které viak nyni oznac¢ujeme u a v) a je definované rovnicemi:

x = ¢(u,v) = R cosu cos v,
y = ¥(u,v) = R sin u cos v,
z = Y(u,v) = Rsinwv

pro [u,v] € B = (0,27) x ( —n/2,7/2). Zobrazeni P neni prosté vzhledem k chovani
na hranici mnoziny B: napiiklad riznym bodum [u,v] = [u1,7/2] a [u,v] = [ug, 7/2]
(pro u; # wusg) na hranici B pfifazuje stejny bod [z,y, z] = [0,0, R] na plose og. Lze
oveérit, ze uvnitt B zobrazeni P prosté je. Hranice mnoziny B mé dvourozmérnou miru
nulovou a chovani integrované funkce (pokud tato zustdva omezend) na podmnoziné
B miry nula hodnotu dvojného integralu na B neovlivni. Zobrazeni P lze proto vyuzit
k vypoctu plosného integralu na kulové plose oy stejné, jako kdyby P bylo opravdovou
parametrizaci. (Casto o zobrazeni P skutec¢né hovorime, ne zcela presné, jako o paramet-
rizaci plochy og.)

Je-li naptiklad f(z,y,2) = 2? + y?, pak uzitim vzorce (IV.2.1), dostavame

// fz,y,2) dp = // R? cos*v || Py(u,v) x P,(u,v)| dudv.
o B
Vektory P,, P,, P, x P, a ¢islo ||P, x P,]| jsou:
P,(u,v) = (—R sin u cos v, R cos u cos v, O),
P,(u,v) = (—R cos u sin v, —R sin u sin v, R cos v),
P,(u,v) X P,(u,v) = (R? cos u cos*v, R*sin u cos*v, R* sin v cos v),
| Pu(u,v) x P,(u,v)|| = R* cos v.

Dosazenim do vyse uvedeného integralu a rozkladem dvojného integralu na dvojnasobny
integrél pomoci Fubiniho véty 11.3.2 obdrzime:

2T w/2
// R? cos*v || P,(u,v) x P,(u,v)|| dudv = / </ R? cos3vdv> du = $7 R,
B 0 —7/2

IV.2.11. Poznamka k vypoctu plosného integralu pomoci parametrizace. Pos-
tup, vysvétleny v piikladu IV.2.10, muze byt pouzit i pfi vypoctu plosnych integréalu
na jinych jednoduchych p.¢. hladkych plochach, jako jsou napiiklad elipsoid, omezend
kuzelova plocha, omezena valcova plocha, apod. To znamenad, ze pii vypoctu muzeme
coby parametrizaci pouzit zobrazeni, jehoz prostota je porusena pouze na mnoziné miry
nula ve svém defini¢énim oboru (obvykle na hranici).

Je-li napifklad o omezena kuzelové plocha 2 + y* = 22, z € (0,2), pak zobrazeni
P: x=¢(u,v)=ucosv, y=1v(u,v)=usinv, z=19uv)=u

(definované pro u € (0,2), v € (0,27)) ma vsechny pozadované vlastnosti parametri-
zace plochy o (viz odstavec IV.1.2) s tou vyjimkou, Ze je prosté pouze uvnitt svého
defini¢niho oboru, tj. v otevieném obdélniku (0, 27) x (0,2) a nikoliv v (0,27) x (0, 2).
(Napiiklad dvéma ruznym bodum [u, v] = [u, 0] a [u,v] = [u, 27] (pro u € (0,2)) prifadi
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P tentyz bod [z,y, 2] =

[u,0,u] € 0.) Nicméné, zobrazeni P lze pii vypoctu plosného

integralu na o pouzit stejné, jako kdyby P bylo skutecnou parametrizaci o.

IV.3. Nékteré fyzikalni aplikace plosného integralu skalarni funkce.

Predpokladejme, ze na plose o v E3 je rozlozena hmota s plosnou hustotou p(z, y, 2)
(udanou v kg m~?). Plognym integrdlem muzeme definovat a vypocitat nékteré zakladni

mechanické charakteristiky plochy o

celkova hmotnost .. m = // p(x,y,z) dp [ke],
staticky moment ’
vzhledem k roviné zy . my, = // z-p(z,y,z) dp [kg - m],
vzhledem k roviné xz . my,, = // y-p(z,y,2) dp [kg - m],
vzhledem k roviné yz . m,, = // x-p(x,y,z) dp [kg - m],
soufadnice tézisteée T = myz, yr = mm’ = My [m],

m m m
moment setrvacnosti
vzhledem k roviné zy . J,, = // 22 plx,y, 2) dp [kg - m?]
vzhledem k roviné zz .  J,, = // y? - p(x,y, 2) dp [kg - m?],
vzhledem k roviné yz . J,, = // 2 p(z,y,2) dp [kg - m?]
vzhledem k ose = ..... Jp = //(y2 +22) - p(x,y,2) dp [kg - m?],
vzhledem k ose 4 .. ... J, = //(x2 +22) - p(z,y,2) dp [kg - m?],
vzhledem k ose z ..... J, = //(x2 +9°) - p(z,y, 2) dp [kg - m?],
vzhledem k pocatku .. Jy= //(372 +y*+2%) - p(z,y,2) dp  [kg - m?]

Navrhnéte sami vzorec, jimz by bylo mozné definovat a vypocitat moment setrvacnosti

vzhledem k libovolné ptimce nebo roviné v Es.
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IV.4. Plosny integral vektorové funkce.
(Plosny integral 2. druhu.)

IV.4.1. Fyzikalni motivace. Predstavte si, ze o je plocha v proudovém poli nestlaci-
telné tekutiny a prejeme si vyjadiit a vypocitat tok tekutiny plochou o. Tokem rozumime
objem tekutiny, kterd protece plochou zvolenym smérem za jednotku casu. Predpokla-
dejme, ze proudénti je staciondrni, rychlost tekutiny je v(z,y, z) a n(x, y, z) je normélovy
vektor na plose o v bodé [z,y, z]. (Pfipomindme, Ze normalovym vektorem rozumime
jednotkovy vektor, kolmy k plose o, ukazujici smér orientace plochy.) Tok tekutiny
“nekone¢né malou” ¢ésti plochy o, kterd se nachdzi v bodé [z,y, z] a jejiz obsah je
dp je ||[v(z,y,2)|| cos a dp = v(z,y,z) - n(x,y,2) dp, kde a je thel mezi vektorem
rychlosti v a normélovym vektorem n v bodé [z, y, z]. Tok tekutiny celou plochou o pak
je [f v(z,y,z) -n(z,y,z) dp.

Stejnou ivahu muzeme pouzit, chceme-li vyjadiit naptiklad tok magnetického pole
zvolenou plochou.

IV.4.2. Plosny integral vektorové funkce. Nechf ¢ je jednoduchd p.¢. hladka
plocha v E; a f je vektorové funkce, kterd je definovand a omezend na plose o. Rikdme, ze
vektorova funkce f je integrovatelnd na plose o, je-li skalarni funkce f-n integrovatelna na
o (ve smyslu, vysvétleném v odstaveich IV.2.2 a IV.2.4). Integrdl [ fg f-n dp nazyvame
plosny integrdl vektorové funkce f na plose o a oznaCujeme jej kratsim zpusobem

J/,£-dp.

Plosny integrél vektorové funkce (= vektorového pole) f vyjadiuje tok vektoro-
vého pole f uvazovanou plochou. Tento integral se ¢asto nazyva plosny integrdl
2. druhu.

Z definice plosného integralu vektorové funkce f je patrné, ze tento integral je vlastné
plosnym integralem skalarni funkce f - n, coz je prumét vektorové funkce f do sméru
kolmého k plose o. Plosny integral vektorové funkce lze tudiz vyjadrit formuli

(Iv.4.1) J[geio = [[@wa

IV.4.3. Poznamka. Normalovy vektor n nemusi existovat v téch bodech jednodu-
ché p.¢. hladké plochy o, ve kterych se stykaji jednotlivé hladké plochy, ze kterych je
p-¢. hladka plocha o slozena. Takové body tvori nejvyse koneé¢né mnoho jednoduchych
p-¢. hladkych kfivek a existence ani hodnota plosného integrélu na chovani integrované
funkce (pokud tato je omezend) na koneéné mnoha kiivkach nezavisi. (Srovnejte s poz-
ndmkami v odstavcich 11.2.2 a I11.4.3.)

IV.4.4. Poznamka — rtzné zapisy plosného integralu vektorové funkce. Plosny
integral vektorové funkce lze znacit a zapisovat ruznymi zpusoby. Je nutné témto zpuso-
bum rozumét a vzdy umeét rozpoznat, co ktery zapis presné znamena. Jednim zpusobem
zépisu je integral na levé strané formule (IV.4.1). V tomto odstavci se sezndmime
s dalsimi moznostmi zapisu plosného integralu vektorové funkce.

Predpokladejme, ze vektorova funkce f ma souradnicové funkce U, V a W. Pak

integrély
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//(Ui+Vj+Wk)-dp, //(Ui+Vj+Wk)-ndp

maji vSechny stejny vyznam.
Dalsi oznacenti, které se nékdy objevuje v odborné literature, je zalozeno na vyjadieni
vektoru dp (formélné rovného n dp) ve tvaru

dp = (dydz, dxdz, dxdy) =idydz+jdrdz+ k dzdy.

Dosazenim do integralu [ (U, V,W)-dp a vypoctem skaldrniho soucinu (U, V,W)-dp
obdrzime:

//f-dp = //(U,V,W)-dp = //Udydz—l—dedz—i—dedy.

Nicméné, toto znaceni plosného integralu vektorové funkce muze pomérné snadno vést
k nedorozumeéni a proto je v tomto textu pouzivat nebudeme.

IV.4.5. Poznamka. Plosny integral vektorové funkce f je definovan pomoci plosného
integralu skalarni funkce f-n a proto zakladni vlastnosti plosného integralu vektorové
funkce a plosného integralu skaldrni funkce jsou stejné. Body a), b) a ¢) odstavce IV.2.6
muzeme proto znovu zapsat se skalarni funkei f-n a ziskdme platné tvrzeni o plosném
integralu vektorové funkce.

Mezi plosnym integralem skaldrni funkce a plosnym integralem vektorové funkce je
vsak jeden velky rozdil: Plosny integral vektorové funkce zavisi na orientaci
plochy. Pfesnéji feceno:

IV.4.6. Véta. Je-li vektorova funkce f integrovatelna na plose o, pak je integrovatelna

i na plose —o a
// f-dp:—/f-dp.

Tato véta vyplyva z definice plosného integralu vektorové funkce. Integrél
ffo f-dp je roven integralu ffg f-n dp, kde n je normalovy vektor. Tento vektor
ukazuje smér, kterym je plocha o orientovana. Zménime-li orientaci plochy, norméalovy
vektor zméni své znaménko a to vede ke zméné znaménka celého integralu.

IV.4.7. Vypocet plosného integralu vektorové funkce. Plosny integral vek-
torové funkce f = (U,V,W) na jednoduché hladké plose o muzeme vypocitat po-
moci parametrizace plochy o. Predpoklddejme, ze P je takova parametrizace, defi-
novand na mnoziné B C E,. Predpoklddejme déle, ze plocha o je orientovana souh-
lasné s parametrizaci P. Normélovy vektor v kazdém bodé P(u,v) plochy o, ktery
odpovidé [u,v] € B — K (tedy az na nékteré body na okraji plochy o), lze vyjadrit:
n = (P,xP,)/||P,xP,||. (Viz odstavec IV.1.3, formule (IV.1.1).) Uzitim formuli (IV.4.1)
a (IV.2.1) obdrzime:

J[ g~ [[rna

= //B f(P(u,v)) - ||§ZEZ:Z; i ZJ,EZ:Z;H | Pu(w,v) X Py(u,v)| dudv,

(IV.4.2) //Uf-dp = //B f(P(u,v)) - (Pu(u,v) X Py(u,v)) dudv.
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Neni-li plocha o orientovand v souladu s parametrizaci P, plati vzorec (IV.4.2) se
znaménkem “—” pred integralem na pravé strané.

Pouziti vzorce (IV.4.2) uvidite na konkrétnim piikladu v odstavci IV.5.8.

Je-li o jednoducha p.¢. hladkéd plocha, kterd je slozena z jednoduchych hladkych
ploch oy, ..., 0,, pak plosny integral vektorové funkce na ¢ muzeme vypocitat tak, ze
nejprve vypoéitame integraly na jednoduchych hladkych plochach oy ..., o, (napiiklad
pomoci parametrizaci téchto hladkych ploch), a poté vysledky sec¢teme.

Pti vypoctu plosného integralu vektorové funkce na nékterych jednoduchych p.c.
hladkych plochéch, jako jsou naptiklad kulova plocha, elipsoid, omezena kuzelova plocha,
omezend valcova plocha atd., muzeme téz pouzit zobrazeni, které ma vsechny vlast-
nosti parametrizace az na to, ze neni prosté na celém svém definicnim oboru B, ale
pouze uvnitt mnoziny B. (Viz odstavce IV.2.10 a IV.2.11, kde je tento postup vysvétlen
a pouzit pri vypoctu plosného integralu skaldrni funkce.) S takovym zobrazenim lze
pri vypoctu zachézet stejné jako se skutecnou parametrizaci a integral pak je mozné
vypocitat pomoci formule (IV.4.2).

Dalsi moznosti vypoctu plosného integralu vektorové funkce nabizi za urcitych okol-

nosti Gaussova—Ostrogradského véta (je-li plocha o uzaviend) a Stokesova véta. S témito
vétami se setkate v kapitole IV.5.

IV.4.8. Piiklad. Vypocitejme tok vektorového pole f(x,y,z) = yzj+ 2k plochou
o, kterd je ¢asti poloviny valcové plochy 3% + 22 = 4, z > 0, odifznutou rovinami
r=—1 a x =1. Plocha o je orientovand normalovym vektorem n, ktery ma v bodé
0,0,2] tvar n = k.

R esen: Jednoduchou hladkou plochu ¢ mizeme parametrizovat zobrazenim
P(u,v) : x=u, y=2cosv, z=2snwv; [u,v] € B=(-1,1)x (0,7).
(Ovérte sami, ze P skuteéné méa vsechny vlastnosti parametrizace, vyjmenované v od-
stavei IV.1.2.) Snadno zjistime, ze P, = (1,0,0), P, = (0, —2sin v, 2 cos v) a
P, x P, = (0, =2 cos v, —2 sin v). Jednotkovy vektor, kolmy k plose o v bodé [0, 0, 2]

(ktery odpovidd u = 0 a v = 7/2), vyjadfeny pomoci parametrizace P, je
P, x P,

[P < Pl

[u,v]=[0, /2]

Je patrné, ze tento vektor je opaény k zadanému normdalovému vektoru n v bodé [0, 0, 2].
Zadand orientace plochy je tudiz opacnd vuci zvolené parametrizaci P. To znamend, ze
formuli (IV.4.2) musime pouzit se znaménkem “—” pred integrdlem na pravé strané:

//(yzj—kzzk)'dp = —//[4Sinfucosvj+4sin2v k] - (P, x P,) dudv
o B
1 ™
= —/ / (O, 4 sin v cos v, 4 SiHQU) . (0, —2 cos v, —2 sin v) dv du
-1Jo

1 s
= —/ / [—8 sinvcosZU—Ssin3v] dvdu = 32.
~1Jo
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IV.5. Operatory divergence a rotace. Gaussova—Ostrogradského
véta a Stokesova véta.

IV.5.1. Operator nabla. Symbolem V oznacujeme vektorovy operator, nazyvany
operdtor nabla, jehoz souradnicemi jsou postupné parcialni derivace podle z, y a z:

o o0 0
v —_— (%, a_y, %).

Operator nabla se pouziva k oznaceni ruznych vektorovych i skalarnich poli. Z odstav-
ce 1.5.3 vime, ze gradient skalarntho pole ¢ v oblasti D C Ej je vektorové pole, jehoz
soutadnicovymi funkcemi jsou parcidlni derivace ¢ podle x, y a z. Pomoci operatoru
nabla je mozné gradient ¢ zapsat takto:

0 0 0
grad ¢ = Vp = (8—5, a—z, a_f)‘

IV.5.2. Divergence vektorového pole. Necht f = (U, V,W) je vektorové pole
v oblasti D C Ej3. Diwergenci f nazyvame skaldrni pole, které oznacujeme div f a
které definujeme rovnici

div f ou n ov N ow

vt = —+ —+ —

or Oy 0z

(ve vSech bodech [x,y,z] € D, ve kterych ma prava strana smysl). Pomoci operatoru
nabla muzeme divergenci zapsat: divf =V -f.

IV.5.3. Rotace vektorového pole. Necht f = (U, V,W) je vektorové pole v oblasti
D C Ej. Rotaci f nazyvame vektorové pole, které oznacujeme rot f a které definujeme
rovnici

b (W OV U oW v o
~\ody 09z’ 9z Oz’ Or Oy

(ve vSech bodech [x,y,z] € D, ve kterych ma prava strana smysl). Pomoci operdtoru
nabla lze rotaci vyjadrit:

i, Jj, k

o 0 0

tf = f = | —, —, =
o VX ox’ Oy 0z
v, VvV, W

(Determinant na pravé neni determinantem presné v tom smyslu, v jakém jej zndme
z Matematiky I. Muzeme jej vsak chapat jako uzitecné schéma, poskytujici navod
k vypoctu rotace.)

IV.5.4. Poznamka. Vidime, ze gradient prevadi skalarni pole ve vektorové pole, di-
vergence naopak prevadi vektorové pole ve skaldrni pole a rotace prevadi vektorové pole
ve vektorové pole.

Gradient, divergence a rotace maji vyznam v teoriich ruznych typu poli (rychlost-
ni pole proudici tekutiny, teplotni pole, gravita¢ni pole, elektromagnetické pole atd.).
Jejich vlastnosti a vztahy mezi nimi jsou proto zajimavé nejen z hlediska aplikované
matematiky samotné, ale i z hlediska mnoha dalsich oboru. Jejich podrobné studium by
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presahlo ramec tohoto textu, presto vsak zde ukazeme dva vzorce, o jejichz platnosti se
lze vypoctem snadno presvédcit:

Je-li p skalarni pole a f vektorové pole v oblasti D C Ejz a maji-li obé pole v D
druhé parcidlni derivace, pak

(IV.5.1) rot grad ¢ = 0,
(IV.5.2) div rot f = 0.

V odstavei 1.5.7 byl vysvétlen geometricky vyznam gradientu skalarni funkce ¢
v bodé [z,y, z]: grad ¢(x,y, z) je vektor, ktery ukazuje smér nejvétsiho rustu hodnot
funkce ¢ v bodé [z,y,z]. S fyzikdlnim vyznamem operdtoru divergence a rotace se
seznamime v odstavcich I1V.5.9 a IV.5.13.

7 odstavce II1.5.1 znate dvourozmérnou verzi Jordanovy véty. Nasledujici odstavec
je vénovan tiirozmérné verzi této véty. Véta opét tvrdi néco, co je na prvni pohled jasné
a srozumitelné. Dukaz by vsak opét byl prekvapivé dlouhy a slozity.

IV.5.5. Jordanova véta. Necht o je uzaviend jednoduchd p.¢. hladké plocha v Es.
Pak v E3 existuji dvé disjunktni oblasti Gy a G, jejichz spolecnou hranici je plocha o
a dale plati:

a) E3=GyUoUG,,

b) jedna z oblasti Gy, Go je omezend a druha je neomezena.

IV.5.6. Vnitiek a vnéjSek uzaviené plochy. Necht o je uzaviend jednoduchd
p.¢. hladka plocha v E3 a G, G jsou oblasti, jejichz existence vyplyvéa z Jordanovy
veéty. Tu z oblasti G, G kterd je omezend, nazyvame wvnitrek plochy o a oznacujeme ji
Int 0. Druhou oblast, kterd je neomezend, nazyvame wnéjsek plochy o a oznacujeme ji
Exto.

Rikdme, ze uzaviend plocha o je orientovdna smeérem vné (do svého vnéjsku), jestlize
jejl normélovy vektor miti ve vSech bodech plochy o, ve kterych existuje, do vnéjsku o.
V opacném pripadé rikame, ze uzaviena plocha je orientovana smérem do svého vnitiku.

Nésledujici véta ukazuje, ze tok vektorového pole uzavienou plochou je za jistych

podminek roven integralu divergence vektorového pole ptes vnitiek plochy. Vétu nezavisle
na sobé dokézali C. F. Gauss (1777-1855) a M. V. Ostrogradsky (1801-1862).

IV.5.7. Gaussova—Ostrogradského véta. Predpokladejme, Ze
a) vektorova funkce f md spojité parcidlni derivace v oblasti D C Eg,

b) ¢ je uzaviend p.¢. hladka plocha v D, orientovana smérem vné a takova, ze Int o C

D.
Pak plati:

(IV.5.3) //f-dp = /// div f dxdydz.
o Into

IV.5.8. Ptiklad. Vypocitejme tok vektorového pole f(z,y,2) = zyi+ yzj+ zzk
povrchem o krychle (0,1) x (0,1) x (0, 1), orientovanym smérem vneé.

Reseni: Soufadnicové funkce f jsou spojité diferencovatelné v Eg a o je uzaviend
jednoduché p.¢. hladka plocha v Ej, orientovand smérem vné. Podle Gaussovy—Ostro-
gradského véty plati:
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1 1 1
//f.dp:/// divfdxdydz:/// (a(xy)+a<yz)+a(x2))da:dydz
o Into 0o Jo Jo Ox Ay 0z
1,1 1 3
:///(y—l—z—l—x)dxdydz:—.
o Jo Jo 2

IV.5.9. Fyzikalni vyznam divergence. Priedpoklddejme, ze vektorové pole f ma
spojité parcidlni derivace v oblasti D C Ez a A je bod v D. Oznacme o, kulovou plochu
o stfedu A a poloméru r, orientovanou smérem vné. Pak

£(A 1

div £(4) = -V / / / dr dydz = / / / div £(A) dz dy dz
:u3 Int U”‘ Int o, _7”03 Int o,

— Tlir& —7r7“3 ///Intardw f(r,y,2) dedydz = TE%1+ —7rr3 // T

Ma-li pole f zdroj v bodé A, pak tok pole f plochou v, tj. integral [[ f-dp, je pror
kladna a dostateéné mala rovnéz kladny. Limita pro » — 0+ tohoto integralu, déleného
objemem Int ., vyjadfuje intenzitu zdroje v bodé A.

V bodech, ve kterych je div f > 0, ma tudiz pole f zdroje kladné intenzity (tzv. ziidla).
Naopak, v bodech, ve kterych je div f < 0, mé pole f zdroje zadporné intenzity (tzv. propa-
dy nebo nory).

Toto ma tadu fyzikalnich dusledku. Naptiklad, v proudovém poli nestlacitelné teku-
tiny, se vzhledem k zakonu zachovani hmoty tekutina nemuze nikde ztracet ani vznikat
a diky své nestlacitelnosti se nemuze nikde hromadit ani rozpinat. Rychlostni pole
proto nema zdroje kladné ani zaporné intenzity. Vektorova funkce v, udavajici rychlost
proudéni, proto vyhovuje ve vSech bodech proudového pole tzv. rovnici kontinuity

div v =0,
ktera je jednou ze zakladnich rovnic mechaniky nestlacitelnych tekutin.

Nasledujici véta ukazuje souvislost plosného integralu rotace vektorové funkce f na
plose jejimz okrajem je uzaviend kiivka C a kiivkového integralu funkce f po kiivce C.
Vétu objevil a dokdzal anglicky matematik G. G. Stokes (1819-1903). Vsimnéte si, ze
Stokesova véta zobecnuje Greenovu vétu pro piipad prostorové kiivky C a prostorové
vektorové funkce f.

IV.5.10. Stokesova véta. Predpokladejme, Ze

a) vektorova funkce f ma spojité parcidlni derivace v oblasti D C Eg,

b) o je jednoduchd p.¢. hladka plocha v D jejimz okrajem je jednoduchd uzaviena
p-¢. hladka krivka C,

¢) plocha o je se svym okrajem C souhlasné orientovana.

Pak plati:

(IV.5.4) // rot f-dp = jI{ f-ds.
o C

IV.5.11.* Poznamka. Stokesovu vétu je mozné rozsiiit i na piipady, kdy plocha o
je uzaviend (tj. jeji okraj je prazdnd mnozina) nebo kdy okraj plochy o je sjednocenim
n uzavienych jednoduchych p.¢. hladkych kiivek C, ..., C,, pricemz o je orientovana
souhlasné se svym okrajem. V prvnim piipadé obdrzime
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/ / rotf-dp = 0
a ve druhém pripadé plati, ze

//rotf-dp = 27{ f-ds.
o k=1 Y Ck

IV.5.12. Piiklad. Vypocitejme kitvkovy integrdl ¢, f-ds, kde f(z,y,z) = zzi+
ryj+3xrzk aktivka C je okrajem plochy o, jez je ¢asti roviny 2x+y+2z =2 v prvnim
oktantu. C' je orientovana proti sméru hodinovych rucicek pii pohledu shora.

R e seni: Koeficienty v rovnici roviny, jejiz ¢ésti je plocha o, tvoif soufadnice
kolmého vektoru k o: (2,1, 1). Nakreslite-li si obrazek, uvidite, ze plocha o (trojihelnik)
je orientovand souhlasné se svym okrajem C, jestlize normalovy vektor n mé stejny smér
jako vektor (2,1, 1). Jelikoz normélovy vektor je jednotkovy, je n = (2,1,1)/[/(2,1,1)| =
(2,1,1)/V/6.

Soutadnicové funkce vektorového pole f jsou spojité diferencovatelné v celém pros-
toru E3 a rot f = (0, x — 3z, y). Podle Stokesovy véty tudiz plati:

%ﬂds://rotfdp—// 3zy -dp.
c

Plochu o lze parametrizovat zobrazenim
Pu,v) : z=u, y=v, 2=2—-2u—v; [u,v]€ B,

kde B = {[u,v] € Eo; 0 < u <1, 0 < v < 2—2u}. Snadno zjistime, ze P, =
(1,0,-2), P,=(0,1,-1) a P, x P, =(2,1,1). Jelikoz vektor P, x P, je orientovan
na stejnou stranu plochy o, jako normalovy vektor n, plocha ¢ je orientovana souhlasné
s parametrizaci P. Uzitim vzorce (IV.4.2) dostavame:

// — 3z, y dp—// O u— 6+ 6u + 3v, v) (2,1,1) dudv
:// [Tu+4v — 6] dvdu = —1.
o Jo

IV.5.13. Fyzikalni vyznam rotace.
Predpokladejme, ze vektorova funkce f ma

spojité parcialni derivace v oblasti D C Egs,

A € D a n je vektor jednotkové délky.

Ozna¢me o, kruh se stiedem v bodé A,

polomérem r a normalovym vektorem n. C.
Oznacéme dale C,. kruznici, ktera je okrajem

plochy o, a ktera je orientovana souhlasné se Obr. 29
o,. Pak plati:

rotf(A) -n = rotf // dp = —// rot f(A) - n dp

1
o 'rllgl-‘r 7T7’2 // rOtf :U Y 2 dp rli%l—l- W %r f<x,y,z> . dS-
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rot f(A) je tudiz vektor, jehoz skaldrni soucin s jakymkoliv jednotkovym vektorem n
vyjadiuje miru vifivosti pole f v roviné, kolmé k n. (Viz obr. 29.) Jelikoz skalarni soucin
je nejvetsi tehdy, ma-li n stejny smér jako rot f(A), pole f ma v bodé A nejvétsi virivost
v roving, kterd je na vektor rotf(A) kolma.

1.

2.

3.

IV.6. Cviceni.

o={lr,y,2] €Es; 2 +y*+2=4, >0, y>0, >0}, o je orientovand tak,
ze normalovy vektor n v kazdém bodé ¢ vyhovuje nerovnosti n-i > 0.

a) Oveite, ze zobrazeni P(u,v) = [2 cos u, 2 sin u, v] pro [u,v] € B =
(—m/2,m/2) x (1,4) je parametrizaci o (tj. Ze ma v8echny vlastnosti, vyj-
menované v odstavei IV.1.2.) Rozhodnéte, zda o je orientovand souhlasné
s parametrizaci P. (Viz odstavee IV.1.2 a 1V.1.3.)

b) Ukazte, ze zobrazeni Q(u,v) = [\/4 —u2, u, v] pro [u,v] € B = (—2,2) X
(1,4) neni parametrizace plochy o. (Viz odstavec 1V.1.2.)

o je polovina kulové plochy {[z,y,z] € E3; 22 +¢y* + 22 = a?, 2 > 0} (a > 0),
orientovand normélovym vektorem n = (n, ns, n3) takovym, ze ng > 0. Mnozina
Bje: B ={[u,v] € Ey; u*+0v* < a?}.

a) Ukazte, ze zobrazeni

2a%u 2a%v 2a°

a2 +u2 +02" a2 +u2+ 0?7 a? 4+ u? + 02

P(u,v) = —al; |u,v] €B

je parametrizace plochy o (tj. mé vSechny vlastnosti, vyjmenované v odstavci
IV.1.2). Rozhodnéte, jestli je o orientovana souhlasné s parametrizaci P. (Viz
odstavce IV.1.2 a IV.1.3.)

b) Ukazte, ze zobrazeni Q(u,v) = [u, v, vVa? — u? —vz}, [u,v] € B, neni
parametrizace plochy o. (Viz odstavec IV.1.2.)

o je jednoducha hladka plocha, orientovand normalovym vektorem n. Najdéte
jeji parametrizaci, ovérte vlastnosti vyjmenované v odstavci IV.1.2 a rozhodnéte,
zda o je orientovand souhlasné se zvolenou parametrizaci. (Viz odstavce IV.1.2 a

IV.1.3.)
a) o je trojuhelnik s vrcholy A = [1,-1,2], B=12,1,3],C =[-1,2,4],n-j < 0,
b) o= {lz,y,2] €Es; 2®+y* =4, >0, 0< 2z <4}, n=(1,0,0) v bodé

P=1[2,0,2],
c) o ={lry2] €Bs 2> +y* =2,y >0, 2 <1}, n=(0,0-1) v bodé
P =10,0,0],

d) o je rovnobéznik s vrcholy A = [1,1,1], B = [1,4,4], C = [0,5,6], D =
0,2,3, n-k >0,

e) o je kruh v roviné z = 2 se sttedem v bodé [2,—1, 3] a polomérem r = 4,
n = (—1,0,0) v kazdém bodé o,
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f) o ={lz.y,2] € By 2 +y* +2* =4, 2 > V2}, n = (0,0,1) v bode

o
P =10,0,2],
g) g:{[l"y7z]€E3; xy —z =0, x2+y2§a2} (a>0), n-k>0.

Ovérte, ze mnozina o = {X € E3; X = P(u,v), [u,v] € B} je jednoduché
hladké plocha v E3 a P je jeji parametrizace. (Viz odstavec IV.1.2.)

a) Plu,v) = [u, 4u* + 97, v], B = {[uv] € Ey; u?/9+v?/4 <1},
b) P(u,v) = [u, v,4—u—v}, B:{[u,v] € Ey; u>0, v>0, u+v§4},

¢) P(u,v) = [3cos u cos v, 3 sin u cos v, 3sinv], B=(0,7)x (0,7/4).

Ovérte, ze o je jednoducha p.¢. hladka plocha. Najdéte parametrizace jednodu-
chych hladkych ploch, ze kterych je o slozena. (Viz odstavce 1V.1.6, IV.1.7 a
IV.1.2.)

a) o= {[r,y,2] €E3; 2 =4— /22 + 42, z >0},

b) o= {[r,y,2] €EBs; z=4— /a2 +y? 0<z<2},
C) o1 U oy kde 0'1:{[£L’,y72] GEg; ;p2+y2§167 2:0}7 0-2:{[1-7:%2] c
Ey; z=4— /a2 +y?, 2 >0},

d) o je povrchem télesa D = {[z,y,z] € E3; 2?4+ y*+22 <4, 4—2?—y? < 4z},

Rozhodnéte o existenci integralu [ f dp. (Viz odstavce 1V.2.2 a IV.2.6.)
a) flz,y,2) = (zyIn |z])/z, 0 ={[z,y,2] € E3; (x—2)*+y*+22 =1, 2 >0},
b) flx,y,2) = (zy In|z])/2, o ={[r,y,2] € Bg; 2 =1+2" +y° 2 <2},

c) flz,y,2) = (2 +y?> + 22 — 1)7!, 0o je kulovd plocha se stfedem v bodé
S =10,0,3] a polomérem r = a.

Vypocitejte obsahy ploch z piikladu 3g, 4c, 5b, 5e. (Viz odstavec IV.2.5.)
Vypocitejte nasledujici plosné integrély. (Viz odstavec 1V.2.7.)

a) //ﬂsyzdp, o={lr,y,2] €Es; y*+922=9, 1 <2 <3, y>0, z>0},
b) // xz dp, o je trojihelnik s vrcholy A = [1,0,0], B =10,1,0] a C' = [0,0, 1],
c) //(x2+y2) dp, o ={[z,y,2] € E3; 2® +y*> + 2* = a*} (a > 0),

d) //(xy+yz+m) dp, o={[z,y, 2] € Bg; y = Va2 + 22, 2* + 2% < 2z},
e) //(:c—l—y—l—z) dp, o ={[z,y,2] € E3; 2?2 +y*+ 22 =a* x <0} (a>0),
f dp = Es; 22 +y2=9,0<2<3

) Jm70—{[%%z]€ 35 7 +y" =9, <2< },

g) //(x2 +9?) dp, o je plocha z pitkladu 5d.
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p. (Viz kapitolu 1V.3.)

a)
b)

p(x,y,Z)Iac, 0= {[xvyaz] EE?); Tr = \/?J2+Z2, 9207 O§I§2},
p(z,y,z) =ayz, o= {[x,y,2] €Eg; 2 +22 =4, >0, 2>0, 0<y <3}

10. & je plast rotacniho kuzelu o poloméru podstavy r = a > 0 a vysce h > 0. Plogn4a
hustota rozlozeni hmoty na x je p = konst. Vypocitejte moment setrvacnosti x
vzhledem k ose kuzelu. (Viz kapitolu IV.3.)

11. Vypocitejte tok vektorového pole f plochou o. (Viz odstavce I1V.4.2 a 1V.4.7.)

f(.CL’,y, Z) = yl—ﬂf.]—l—Zk, 0 = { [‘rayVZ] € E?ﬂ z = 4—.T2—y2/9, Y 2 O? z Z 0}7
o je orientovand tak, ze jeji normal svird s vektorem k = (0,0, 1) ostry thel,
f(z,y,z) = (0,0,y), o je trojihelnik s vrcholy A = [0,0,0], B = [5,0,1],
C' =[1,4, 1], orientovany tak, ze norméla n svird s vektorem k ostry ihel,
f(r,y,2) = ri+yj+ 2k, o je valcovd plocha 2?> +y?> =9, 0 < 2z < 4,
orientovand normalovym vektorem n, ktery v bodé [3,2,2] je roven —i,
f(z,y,2) = (2%,9%,2%), o je ¢ast (odpovidajici z > 0) kulové plochy se
sttedem S = [0,0,0] a polomérem r = 2, orientovand tak, ze jeji normélou
v bodeé [0, 0, 2] je vektor n =k = (0,0, 1),

f(r,y,2) =xi—2j+yk, o jerovnobéznik A =1[0,0,0], B=10,3,3], C =
[—1,4,5], D = [—1, 1, 2], orientovany normalovym vektorem n = (1,—1,1),
f(l‘7ya Z) = ($2_y27 ’y2—22, 22_1‘2)7 oc=o01Uog, 01 = {[l’,y,O] € Eg, ZE2+
¥ <1, 2>0,y >0}, o0 ={[z,0,2] €E3; 2 +22<1, 2>0, 2> 0},
normdlovy vektor na oy je n = —j = (0, —1,0),

f(r,y,2) =xi+yj—22k, o= {[:L’,y,z] €Es; y=9—va2+22 y> 3},
n-j<o,

f(z,y, 2) = (22,97 2%), 0 ={[z,y,2] € E3; y?/16+2%/4=1, 2>0, 0 <
x < 3}, normalovy vektor v bodé P = [1,0,2] jen = =k = (0,0, —1),
f(z,y,2) = xi+yj—zk, o= {[z,yz2 € B 2 +y*+2* =4, 2 > 0},
normdlovy vektor v bodé P = [2,0,0] jen=1=(1,0,0),

f(z,y,2) = (z,2,y), 0 ={[z,y,2] € Bs; x+2 =2, 22 +y* < 4}, normélovy
vektor je n = (1,0,1)/v/2.

12. Vypocitejte tok vektorového pole f uzavienou plochou o. Je-li to mozné, pouzijte
Gaussovu-Ostrogradského vétu. (Viz odstavce 1V.4.2, IV.4.7 a IV.5.7.)

f(r,y,z) = zi+yj+ zk, o je kulovd plocha se stiedem Sy = [z, Yo, 20| &
polomérem a > 0, orientovand smérem vné,

f(r,y,2) = yi+ zj+ xk, o je kulovd plocha se stiedem Sy = [z, Yo, 20| &
polomérem a > 0, orientovand smérem vné,

f(x,y,2) = (2%,y% 2%), o je kulovd plocha se stfedem Sy = [z0, Yo, 20] a
polomérem a > 0, orientovand smérem vné,

f(x,y,2) = (y,2x,—2), o je povrch télesa D = {[a:,y, z] € Eg; a? + 92 <
a?, —a<z< a} (a > 0), o je orientovana smérem dovnitf,
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f(z,y,2) = (2%, y% 2%), o je povrch télesa D = {[z,y,2] € E5; —2 < z <
4—a? —y? 2® +y* <4}, o je orientovand smérem dovnitr,

f(z,y,2) =xi+yj+zk, o jepovrch télesa D = {[z,y,2] € Bs; y> + 22 <
22, 0<z < 3}, 0 je orientovand smérem vne,

f(z,y,2) = (2, 2,y), o jepovrch télesa D = {[z,y,2] € Eg; a? +y* <z <
4}, o je orientovand smérem vné,

f(z,y,2) =2zyi—y’j+ 22k, o= {[z,y,2] € Bs; 2?/4+y*/4+2%/9 =1},
o je orientovand smérem dovnitf,

f(z,y,2) = 2%+ 4%+ 2°k, o je povrch télesa D = {[z,y, 2] € Es; 2? +y* +
2 <a? y >0} (a>0), 0 je orientovand smérem vne,

f=(x—1,y+2,2), ojeuzaviend plocha v Ej, orientovand smérem vné a
takova, ze us(Int o) = 5.

13. Vypocitejte cirkulaci vektorového pole f po uzaviené kiivee C. Je-li to mozné,
pouzijte Stokesovu vétu. (Viz odstavee I11.4.11 a IV.5.10.)

a)

b)

f(r,y,2) = (y,2,2), C je prunik vdlcové plochy z?+ y* = 4 s rovinou
r+ z = 0. C je orientovand tak, ze jeji tecny vektor v bodé [2,0,—2] je
T=j=(0,1,0),

f(z,y,2) = (xy,yz,22), C=A{[r,y,z] €Ey; a+2=1, y*+22 =1} Cje
orientovana souhlasné s plochou A\ = {[x, y, 2] €EEs; z+2=1, y? +22 < 1}
a orientace \ je urcena norméalovym vektorem n = (1,0,1)/v/2,

f(r,y,2) = (z+1)i+ (zr—y)j+yk, C jekruznice, kterd je prunikem kulové
plochy z?+¢y*+22=2 aroviny z+y+ 2 =0. C je pii pohledu z bodu
[0, 0, 10] orientovand po sméru hodinovych rucicek,

f(x,y,2) = (—y/(x2 + %), z/(2* + y?), 22), C je kruznice 22 + 9% = a®
(a>0), z=h (h>0), orientovand pii pohledu z bodu [0, 0, 2h] proti sméru
hodinovych rucicek.
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V. Potencialni a solenoidalni vektorové pole

V.1. Nezavislost kirivkového integralu vektorové funkce na cesté.
Potencialni pole — definice a zakladni vlastnosti.

Prace, které je tieba k premisténi hmotného télesa v gravitacnim poli z bodu A
do bodu B, nezavisi na zvolené cesté (kfivce) mezi body A a B, ale pouze na poloze
bodu A a B. To jisté znéte z fyziky. Stejné tvrzeni plati i pfi premistovani elektrického
naboje v elektrostatickém poli. Uvédomite-li si, ze praci lze vyjadrit kfivkovym in-
tegralem vektorové funkce (rovné zaporné vzaté intenzité gravitacniho pole, ndsobené
hmotnosti piemistovaného télesa), muzete hovofit o nezdvislosti kiivkového integrélu
na integrac¢ni cesté. Nezavislost na integracni cesté je dulezita vlastnost, kterou maji
kiivkové integréaly nékterych vektorovych poli (= vektorovych funkei). V této kapitole

N

Abychom text nekomplikovali, pfijméme tmluvu: kdykoliv pouzijeme termin kiivka
(bez blizsi specifikace), budeme mit na mysli jednoduchou p.¢. hladkou kfivku.

V.1.1. Nezavislost kiivkového integralu vektorové funkce na integracni cesté.
Necht f je k-rozmérné vektorové pole v oblasti D C E; (k = 2 nebo k = 3). Jestlize
pro libovolné dveé kiivky K; a Ky v D, které maji shodny pocatecéni i koncovy bod (tj.
p.b. K1 = p.b. K5 a k.b. K1 = k.b. K3), plati rovnost

(V.1.1) /f-ds:/ f-ds,
K Ky

pak tikame, ze krivkovy inteqrdl vektorové funkce £ nezdvisi v D na cesteé.

V.1.2. Véta. Krivkovy integral vektorové funkce f nezavisi v oblasti D C E; (kde
k = 2 nebo k = 3) na cesté praveé tehdy, kdyz cirkulace f po libovolné uzavrené kiivce
C v D je nulova.

Dikaz: a) Nejprve predpokliddejme, k.b.Cy = p.b.Cs

ze ktivkovy integral f nezavisi v D =kb Ky =kb Ky
na cesté a ze C' je libovolnd uzaviena
kiivka v D. Budeme dokazovat, ze
cirkulace f po kiivce C' je nulova. C
lze rozlozit na sjednoceni dvou kiivek
C1 a Cy takovych, ze k.b.C7; = p.b. Cs
a k.b.Cy = p.b.Cy. Polozime-li K7 =

Ci a Ky = —(Cs, ziskame dvé kiivky

v D se shodnym pocateénim i konco- p-b.C1=k.b.Cy

vym bodem. Z nezavislosti kiivkového =p.b. K1 =p.b. Ky
integralu f na cesté v D plyne, ze

le f-ds = ngf - ds. 'To znamen4, Obr. 30
ze

%f-ds:/f-dsjt/ f-ds:/ f-ds—/ f-ds = 0.
C Cq Co K K>

b) Nyni naopak pfedpoklddejme, ze cirkulace f po libovolné uzaviené kiivce v D je
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nulové a dokazme, Ze kiivkovy integrdl £ nezdvisi v D na cesté. Necht C; a Cy jsou dvé
libovolné kiivky v D takové, ze p.b.Cy = p.b.Cs a k.b.Cy = k.b. Csy. Predpokladejme
pro jednoduchost, ze kiivky C; a Cy jiz nemaji zadné dalsi spolecné body, tj. ze se
v zéddnych dalsich bodech neprotinaji. (Viz obr. 3la.) Sjednoceni C' = C; U (—Cs) je
pak uzavienou kiivkou v D a podle predpokladu je cirkulace f po C' nulova. Odtud

plyne:
/f~ds=?§ f-ds+/ f-ds:/f~ds.
C1 C1U(—C52) Ca Cs

Podobny pristup lze pouzit i v ptipadé, kdy kiivky C; a Cy maji vice spoleénych bodi,
nez pocatecni a koncové body. (Viz obr. 31b.) Zkuste si sami rozmyslet a napsat, jak by
bylo mozné v tomto pripadé dukaz dokoncit.

k.b. Cy
k.b. Cy — kb Cy
=k.b. Cy
Ch c, Cy
pb. Cy = pb. Cy pb. G
Obr. 31a Obr. 31b =p.b. Cy

V.1.3. Potencidlni vektorové pole. Vektorové pole f v oblasti D C E; (k = 2 nebo
k = 3) nazyvame potencidlni pole v D, jestlize existuje skalarni pole (= skaldrni funkce)
@ v D takové, ze

(V.1.2) f = grad ¢
v D. Skalarni funkci ¢ nazyvame potencidal vektorového pole f v D.

V.1.4. Nékteré vlastnosti potencialu. Pripominame, ze

dp Dy dp Oy ¢
de=|(=, =— k=2 do=(=—, —, = k=3).
grad ¢ <8x, 6y> (pro ), grad ¢ ((%, T (pro )
Je ziejmé, ze je-li f potencidlni pole v oblasti D a D’ je oblast, obsazena v D, pak
f je potencialni pole i v oblasti D'.
Potencial ¢ potencidlniho pole f ma nékteré podobné vlastnosti, jako primitivni
funkce k funkci jedné proménné. Naptiklad:

Je-li f potencialni pole v oblasti D C E;, pak jeho potencial ¢ je urcen jednoznacné
az na aditivni konstantu.

To znamena, ze:

a) ¢+ c (kde c je libovolna redlna konstanta) je také potencial f v D.

b) Jakykoliv jiny potencial ( pole f v D se lisi od ¢ nejvyse o aditivni konstantu.
Jinymi slovy: je-li ( také potencial £ v D, pak existuje konstanta c takova, Ze
(=¢+c vD.

116



Tvrzeni a) je velmi jednoduché: Z rovnice grady = f v D bezprostiedné plyne,
ze grad (p+c¢)=1f atak ¢+ c je také potencidlem f v D.

Tvrzeni b) je také celkem ziejmé: Jsou-li ¢ a ¢ dva potencidly f v D, pak f = grad
af=grad( v D. Tudiz grad( — grad ¢ = grad ({ — ¢) = 0. Jedina funkce, kterd ma
nulovy gradient v oblasti D, je konstantni funkce. To znamend, ze existuje konstanta c
takova, ze ( —¢ =c. PakovSem je (=¢+c v D.

Dalsi analogii mezi potencidlem ¢ potencidlniho pole f a primitivni funkci k funk-

ci jedné proménné je podobnost vzorce (V.1.3) (viz nasledujici vétu) a Newtonovy—
Leibnizovy formule (V.4.1) (viz skriptum [5]).

V.1.5. Véta. Je-li f potencialni a spojité vektorové pole v oblasti D, ¢ je potencial
f vDacC jekrivka v D, pak

(V.13) / £.ds = o(kb.C) — p(pb.C).

D ik az: Jelikoz ¢ je potencidlem f v D, f je rovno grad ¢ v D. Predpokladejme
nejprve, ze C' je jednoduchd hladké krivka v D a P je jeji parametrizace, definovana
v intervalu (a, b), pricemz kiivka C je orientovand souhlasné s parametrizaci P. Oznaéme
x(t), y(t) a z(t) souradnicové funkce zobrazeni P. Pak

/Cf.ds = /Cgradgwds = / gradSO(P(t))'P<t> dt = / (g—i(x(t),y(t),z(t)),
g—z(x(t),y(t),z(t))’ 2—f(x<t>,y<t>,z<t>)) (&(0),9(8), (1)) dt
:l[%mmwm@m@+@@mwmww@

+ 22 alo)u).2(0) 20)] at = [ (oo 2(0)

Totéz vyjédieni integrédlu [.f - ds lze odvodit i v piipadé, kdy C je jednoduchd
p.¢. hladké kiivka. (Zkuste si toto rozmyslet a napsat sami.)

Jelikoz hodnota integralu fcf - ds potencialniho pole f zavisi pouze na poloze
pocatecniho a koncového bodu krivky C tento integral casto zapisujeme jako

B
/f-ds:/ f-ds,
c A

Nasledujici véta je velmi dulezita. Uvadi do souvislosti nezavislost krivkového in-
tegrélu na cesté a skutecnost, ze vektorové pole je potencidlni.

kde A=p.b.CaB=kb.C.

V.1.6. Véta. Predpoklddejme, ze f je spojité vektorové pole v oblasti D C By, (k = 2
nebo k = 3). Pak ndsledujici dva vyroky jsou ekvivalentni:

a) f je potencialni pole v D.
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b) Krivkovy integral f nezavisi na integracni cesté v D.

D ik az: Implikace a) = b) je okamzitym dusledkem vzorce (V.1.3).

Dokazujme nyni opacnou implikaci, tj. b) = a). Predpokladejme tudiz, ze podmin-
ka b) je splnéna. Oznaé¢me U, V a W soutadnicové funkce f. Vyberme bod A € D. Bod
A je vybran libovolné, od tohoto okamziku vSak na néj budeme hledét jako na pevny
bod. Necht X = [z,y, 2] je ngjaky dalsi bod v D. Definujme

be
(V.1.4) o(x,y,2z) = / f-ds = /f-ds,
c

A

kde C je krivka v D, jejimz poc¢atecnim bodem je A a koncovym bodem je X. Z nezavi-
slosti kiivkového integrélu pole f na integracni cesté v D plyne, ze hodnota ¢(x,y, 2)
neni zavisla na konkrétni volbé kiivky C, spojujici body A a X = [z, vy, z]. Ukdzeme, Ze
grade =f v D. To znamena, ze

(V.1.5) g—i(X):U(X), ‘;—z(X)ZV(X) a g—f(X):W(X).

Dokazujme naptiklad prvni z téchto rovnosti. Uzitim definice parcidlni derivace ¢ podle
x v bodé X = [x,y, z] dostavame:

Op o _ Op _ o Pt hy, ) — o,y 2)
o(z + h,y, z) lze vyjadrit jako kfivkovy integrdl f na jednoduché p.¢. hladké kiivce,
ktera je sjednocenim C' a tusecky X X', vedouci od bodu X k bodu X' = [z + h,y, z].
Jednotkovym teénym vektorem na X X’ je 7 = (1,0,0). Odtud plyne:

1 1
92(X) = Jim * / f-ds—/f-ds = lim —/ f.ds
Ox h=0 h| Jeuxx c h=0 h Jxx7

1 !
= lim —/M(U,V,W) (1,0,0) ds = lim E/XX/Uds _ Ux).

Rovnosti (V.1.5) ukazuji, ze f = grade v D a tudiz vektorové pole f je potencidlni
pole v D.

V.1.7. Duisledek. Okamzitym dusledkem véty V.1.2 a véty V.1.6 je tato véta:

Veéta. Vektorové pole f, spojité v oblasti D, je potencialni v D pravé tehdy, je-li jeho
cirkulace po kazdé uzaviené krivce v D nulova.

O potencialnim poli casto fikame, ze je to nevitivé pole. Z uvedené véty je patrné,
proc¢ tomu tak je.

V.1.8. Poznamka. Je-li f potencidlni pole v oblasti D a mé-li f fyzikdlni vyznam sily,
pak z véty V.1.7 plyne, ze prace, vykonana pusobenim sily f po kazdé uzaviené kiivce
v D, je nulova. Jinymi slovy: pusobenim sily f po jakékoliv uzaviené kiivce v oblasti
D se energie neztraci, ani neziskava. Z této skutecnosti vychazi i jiny, ¢asto pouzivany
nazev pro potencidlni pole: konzervativni pole.

Dukazy vét V.1.5 a V.1.6 jsme ukazali proto, ze jsou velmi instruktivni a jejich
myslenky je mozné pouzit i v mnoha dalsich situacich. Formule (V.1.3) poskytuje jedno-
duchy navod, jak vypocitat kiivkovy integral potencidlniho vektorového pole, je-li znamy
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potencial. Dukaz véty V.1.6 pak ukazuje jeden mozny zpusob, jak lze potencidl vek-
torového pole zkonstruovat. Tento zpusob pouzijeme na konkrétnim pripadu v odstavci
V.2.10. V odstavcich V.2.10 a V.3.10 vSak zaroven vysvétlime i jinou metodu nalezeni
potencialu vektorového pole f, pokud vime, Ze je potencialnim polem.

Poznali jsme, ze potencidlni vektorové pole f v oblasti D mé zajimavé a uzitecné
vlastnosti — zejména, ze jeho kiivkovy integral nezévisi v D na integracni cesté (véta
V.1.6) a kiivkovy integral lze navic vypocitat pomoci vzorce (V.1.3) (véta V.1.5). Proto
je velmi dulezité umét poznat, zda dané vektorové pole f v oblasti D je nebo neni
potencialni. V dalsich odstavcich se budeme touto otdazkou zabyvat. Budeme rozlisovat
mezi dvourozmérnym polem (kapitola V.2) a tifrozmérnym polem (kapitola V.3).

V.2. Potencialni pole v E,.

V.2.1. Véta. (Potencidlni pole v E; — nutnd podminka.) Predpoklddejme, Ze
f = (U,V) je potencidlni pole v oblasti D C Ey a jeho souradnicové funkce U, V' maji
spojité parcialni derivace v D. Pak

ov  oU
2.1 —_— = D.
(V.2.1) or oy 0 v
Dukaz: Jeli p potencidl f v D, pak f = (agp/ax, agp/ay). Tudiz
dg dp
v=2 2 v=%
ox oy

v D. 7 tohoto tvaru funkeci U a V' a z informace o spojitosti parcidlnich derivaci U a V'
v D (kterd znamend spojitost druhych parcidlnich derivaci ¢ v D) jiz snadno vyplyva
podminka (V.2.1).

V.2.2. Poznamka. Platnost podminky (V.2.1) je nutné pro to, aby pole f mohlo byt
v oblasti D potencialni. Neni vSak postacujici. To znamend, ze nevime-li dopfedu, zda
f = (U,V) je potencidlni pole v D, pak pouze z platnosti podminky (V.2.1) se to odvodit
neda. Toto je mozné ilustrovat na prikladu vektorového pole

Y x
f([L‘,y) - (U7V) - ( xg_l_yg?xg_l_yg)
z odstavce 111.4.12 v oblasti D = Ey —{[0,0]}. (D je celd rovina E, s vyjimkou pocatku.)
Snadnym vypoétem muzete ovérit, ze funkce U a V' vyhovuji podmince (V.2.1) v D.
Presto vsak pole f neni v D potencidlnim polem. V piikladu I11.4.12 jsme totiz zjistili,
7e cirkulace f po kruznici C' : z?+y* =12 (r > 0), orientované po sméru hodinovych
rucicek, je rovna —27. Kdyby pole f bylo v D potencialni, musela by jeho cirkulace po
kazdé uzaviené kiivce v D byt nulova (véta V.1.7).

Na druhé strané, pokud néjaké vektorové pole podmince (V.2.1) nevyhovuje, muzeme
o ném okamzité prohlasit, ze neni potencialni.

V.2.3. Piiklad. Rozhodnéme, zda vektorové pole f(z,y) = (v + y, 2> + y*) je
potencidlnim polem v E,.

Reseni: Zdeje U(x,y) = x4y a V(x,y) = 2> + y>. Jelikoz
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a 2x — 1 neni rovno nule vsude v E,, vektorové pole f neni potencialni pole v E,.

Nasim dalsim cilem je formulovat postacujici podminku, jejiz platnost jiz zajistuje,
ze dané dvourozmérné vektorové pole f je potencidlni v oblasti D C [E,;. K tomu
potfebujeme pojem tzv. “jednoduse souvislé oblasti” v [Es.

V.2.4. JednodusSe souvisla oblast v ;. Oblast D C E; nazyvame jednoduse
souvislou, pokud kazdou uzavienou kiivku C' v D muzeme spojité zménit (stdhnout)
v bod v D, aniz pritom kdykoliv oblast D opustime.

Jednoduse souvislou oblast v Ey je také mozné definovat jako oblast D, ve které
plati, ze vnitiek kazdé uzaviené kiivky v D je podmnozinou D.

Zhruba Feceno, oblasti, které maji omezené “diry” (a vypadaji jako svycarsky syr)
nejsou jednoduSe souvislé. Na druhé strané oblasti, které takové diry nemaji, jsou
jednoduse souvislé. Ptiklady jednoduse souvislych oblasti v E5 jsou celé E,, polorovina,
E; minus poloptfimka, vnitiek obdélniku, ¢tverce nebo jakékoliv jiné uzaviené krivky
atd. Priklady oblasti v E,, které nejsou jednoduse souvislé, jsou E, minus jeden bod,
[E; minus omezenda uzaviena mnozina, mezikruzi atd.

V.2.5.* Poznamka. V definici V.2.4 si pomédhame réenfm “spojité stdhnout v bod A
v D, aniz ptritom opustime D", jehoz vyznam jsme presné nevysvétlili. Presto vérime, ze
¢tenafi spravné pochopi, co tim minime. Nicméné, v zajmu uplnosti vykladu doplnme,
ze toto réeni lze presnym matematickym jazykem vyjadiit takto: “Existuje spojité
zobrazeni F' : C'x (0,1) — D takové, ze VX € C plati: F(X,0) =X a F(X,1) = A".

V.2.6. Véta. (Potencidlni pole v E; — postacujici podminka.) Necht

a) D je jednoduse souvisld oblast v Ey a

b) £ = (UYV) je vektorové pole v D, jehoz souradnicové funkce U a V maji v D
spojité parcialni derivace a splnuji podminku (V.2.1):
ov. ou

Pak f je potencialni pole v D.

D i k a z : Ukazeme, ze cirkulace vektorového pole f po kazdé uzaviené kiivce v D
je nulovd. Z toho jiz vyplyv4, Ze f je potencidlni pole v D. (Viz vétu V.1.7.) Bud tedy
C libovolna uzaviend ktivka v D. Jelikoz D je jednoduse souvisla oblast, IntC' C D.
Uzitim Greenovy véty dostavame:

?{f-ds:i// (a—v—a—U)dxdy:().
c It ¢ \ 0T dy

(Znaménko “+” plati, je-li kiivka C' orientovand kladné a “—” plati, je-li kiivka C'
orientovand zaporné. Jelikoz ale integral na pravé strané je roven nule, znaménko nehraje
zadnou roli.)

V dukazu vidite, k ¢emu potiebujeme, aby oblast D byla jednoduse souvisla:
bez toho totiz nevime, zda Int C' C D a zda muzeme pouzit Greenovu vétu.
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V.2.7. Priklad. Vektorové pole f = (U, V) z piikladu I11.4.12 a z pozndmky V.2.2
nenf potencidlnim polem v oblasti D = {[z,y] € Eo; 2*+y* > 0}, a to piesto, Ze funkce
U a V podmince (V.2.1) v D vyhovuji. (Duvod jsme uvedli v poznamce V.2.2.) Podle
vety V.2.6 je vSak f potencidlnim polem v kazdé oblasti D' C D, kterd je jednoduse
souvisla. Naptiklad, f je potencidlni pole v prvnim kvadrantu.

Ackoliv ted jiz vime, Ze f je potencidlni pole v prvnim kvadrantu, nezndme jeho
potencial. Metodam, umoznujicim nalezeni potencidlu, se budeme vénovat v odstavcich
V.2.10 a V.2.11, kde se mimo jiné vratime k tomuto piikladu.

V.2.8. Jak pozname, zda dané vektorové pole je potencialni. V tomto odstavci
kratce shrneme, jak muzeme zjistit, zda dané vektorové pole f = (U, V) je potencidlni
pole v oblasti D C E,. Predpokldadejme pro jednoduchost, ze souradnicové funkce U a
V maji spojité parcidlni derivace v D. Pak muzeme postupovat podle tohoto schématu:

( ( ANO Pak f je
potencialni
pole v D.
(Veta V.2.6.)

Je splnéna rovnost ANO Je D jednoduse NE Podle véty
v  oU souvisla oblast? V.2.6 nelze

= =0 rozhodnout, zda f

ox Oy i e
) je potencialni
v oblasti D? pole v D.

NE Pak f neni
potencialni
pole v D.
(Veta V.2.1.)

V.2.9. Priklad. f = (y2 + y cos x + 6z, 2zy + sin x + 5) Rozhodnéme, zda f je
potencialni pole v Es.

R e$en: Soutadnicové funkce U(x,y) = y>+y cos 246z a V(z,y) = 2zy+sin 2+5
maji spojité parcialni derivace v E,. Snadno muzete ovérit, ze spliuji podminku (V.2.1):
oV oUu

%_a_y =2y+cosx—2y—cosz = 0

v E,. Celé rovina E, je jednoduse souvisla oblast. Podle véty V.2.6 je tudiz f potencialni

pole v [Es.

V.2.10. Jak nalézt potencial. V tomto odstavci ukdzeme dvé metody, kterymi
muzeme nalézt potencial ¢ vektorového pole f, o kterém vime, ze je potencialni. Obé
metody vysvétlime na piikladu vektorového pole f z predchazejictho odstavce.

1. metoda. Z definice potencidlu vektorového pole plyne, ze f =grady v Es, tj.

0 0
(V.2.2) —('D:y2+y cosz + 6z a £:2Iy+sinx+5.
ox Jy

Integrujeme-li prvni rovnici v (V.2.2) podle z, obdrzime:
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(V.2.3) o(x,y) = xy* +y sin x + 322 + ¢, (y).

c1 je integracni konstanta, ktera vznikla pti integraci podle x. Je to tedy konstanta vzh-
ledem k x, muze vsak zdviset na y. Integraci druhé rovnice v (V.2.2) podle y obdrzime:

(V.2.4) o(x,y) = vy* +y sin @ + 5y + co(x).

co je integraéni konstanta, kterda vznikla pii integraci podle y. Je to tedy konstanta
vzhledem k y, muze vsak obecné zaviset na z. Nyni zbyva urcit ¢1(y) a cz(x). Proto
porovname pravé strany (V.2.3) a (V.2.4). Dostaneme:

vy +ysin o +32° + ¢ (y) = zy®+ysin z+ 5y + co(x),
322 +ci(y) = 5y + o).

Toto je splnéno naptiklad, polozime-li ¢;(y) = 5y a cy(x) = 322, Nyni muzeme dosadit
do (V.2.3) nebo do (V.2.4) a vyjadiit ¢. Uvédomime-li si jesté, ze potencidl je urcen
jednoznacné az na aditivni konstantu, ziskavame:

(V.2.5) o(x,y) = xy* +y sin z + 3z° + 5y + konst.

2. metoda. Tato metoda vychézi z dukazu véty V.1.6, ¢asti b), a potencidl je kon-
struovan pomoci formule (V.1.4). Vyberme bod A € E,, napiiklad A = O = [0,0].
Soutradnice bodu X, ve kterém vypocitame hodnotu potencialu, oznacme xy a yo9. Na A
a X béhem vypoctu hledime jako na pevné body, tj. xy a yo povazujeme za konstanty.
Polozme (X) = ¢(x0,40) = [, f-ds, kde C je kiivka v E; s pocdtetnim bodem A
a koncovym bodem X. Vyberme kiivku C tak, aby vypocet kiivkového integralu na
ni byl co nejjednodussi. Napriklad takto: C'= AB U BX, kde AB je tsecka, vedouci
z bodu A = 0O =[0,0] do bodu B = [z¢,0] a BX je tsecka, vedouci z bodu B = [, 0]
do bodu X = [xg, yo]. Pro ¢(xq, yo) plati:

90(950,.%):/ f-dS+/ f - ds.
AB BX

Usecku AB muzeme parametrizovat zobrazenim x = ¢, y = 0; t € (0,z¢). Proto je na
této tsecce dr = dt, dy =0 a

/ f-ds:/ (y* +y cos x + 6z) dz + (2zy + sin z + 5) dy
AB AB

o
z/ 6tdt = 3x;.
0

Usecku BX lze parametrizovat zobrazenim x = xg, y = t; t € (0,70). Na této tsecce je
tudiz de =0, dy = dt a

/ f-ds:/ (y* +y cos & + 6z) dz + (2zy + sin = + 5) dy
BX BX

Yo
= / (220t + sin x + 5) dt = xoys + Yo Sin T + Hyo.
0

Hodnota funkce ¢ v bodé X proto je

©(z0,90) = 375 + Toys + Yo sin o + 5yo.
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Piseme-li x misto xg, y misto yy a vezmeme-li v iivahu, ze potencidl je urcen jednoznacéné
az na aditivni konstantu, obdrzime stejné vyjadieni potencidlu, jako ve (V.2.5).

V.2.11. Piiklad. Vratme se k vektorovému poli

fz(U,V)z( v - )

_x2+y2 22 + o2

o kterém z pifkladu V.2.7 vime, Ze je potencidlni pole v prvnim kvadrantu D’ = {[z,y] €
Eo; >0, y> 0}. Jaky je potencidl ¢ pole f v oblasti D'?

R e$end: Knalezenf ¢ pouzijme napiiklad prvni metodu z odstavee V.2.10. Vyjdeme
7 rovnic

dp y Iy x

V.2.6 ___ Y g _ T
( ) o x4 2’ dy a2 +y?

Integraci prvni rovnice podle x obdrzime:

Y 1 1 1 / dt
_ de — —= | ——  gr =1 —
#(,y) /x2+y2 v y/(x/y)2+1 v ) 241

1
= arccotgt + c1(y) = ?) arctg n +c(y) = arctg% + c1(y).

D) Pouzili jsme substituci t = z/y.
%) Pouzili jsme vzorec arccotgt = arctg(1/t), ktery plati pro ¢ > 0.

Integraci druhé rovnice podle y dostavame:

x 1 1 dr
= [ dy==] —— dy =3
p(z,y) /x2+y2 Y x/1+(y/:£)2 Y )/T2+1

= arctgr + co(x) = arctg vy co(x).
x

3) Pouzili jsme substituci r = y/x.

Integracni konstanty ¢;(y) a co(2) uréime porovnanim obou vyjadieni p(z,y). Je patrné,
ze muzeme volit ¢, (y) = c2(x) = ¢, kde ¢ je konstanta nezavisld na z i na y. Dosazenim do
kteréhokoliv vyjadieni ¢(x,y) dostdvame: ¢(z,y) = arctg (y/x)+c. Funkce arctg (y/x)
ma nazorny geometricky vyznam: je to thel mezi kladnou ¢asti osy x a polopiimkou
vychézejici z poc¢atku a prochazejici bodem [x, y].

V.3. Potencialni pole v E;.

V.3.1. Véta. (Potencidlni pole v E; — nutnd podminka.) Predpoklddejme, ze f
je potencialni pole v oblasti D C E3, které ma spojité parcialni derivace v D. Pak

(V.3.1) rotf =0 v D.

Dk az: Jeli p potencidl f v D, pak f = gradey v D a podminka (V.3.1)
bezprostiedné vyplyva z formule (IV.5.1).
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V.3.2. Poznamka. V odstavci V.1.7 jsme uvedli, pro¢ se o potencialnim poli tika, ze
je nevitivé. Podminka (V.3.1) ukazuje dalsi duvod pro toto oznaceni.

V.3.3. Poznamka. Podminka (V.3.1) je nutnou podminkou pro to, aby pole f mohlo
byt v oblasti D potencialni. Neni vSak podminkou postacujici. To znamena, zZe nevime-li
dopfedu, zda f je potencidlni pole v D, pak pouze z platnosti podminky (V.2.1) se to
odvodit neda. Lze to ukazat na ptikladu vektorového pole

Yy A
f(.’L’,y,Z) = (_l’2+y27 x2+y270>

v oblasti D = {[x,y, 2] € E3; 2*> + y*> > 0}. (D je cely prostor E3 s vyjimkou osy z.)
Snadnym vypoctem muzete oveérit, ze vektorova funkce f vyhovuje podmince (V.3.1)
v D. Presto vSak pole f neni v D potencidlnim polem. Podobné jako v ptrikladu I11.4.12
lze totiz vypocitat, ze cirkulace f po kruznici C : 2?2 +4?> =72 (r > 0), 2z = 0
(tj. kruznici se stfedem v pocatku a polomérem r v roviné zy), orientované po sméru
hodinovych rucicek pti pohledu z kladné ¢ésti osy z, je rovna —2x. Pole f tedy neni v D
potencialni. (Jinak by musela jeho cirkulace po kazdé uzaviené kiivce v D byt nulova —
viza vétu V.1.7.)

Jestlize vsak néjaké vektorové pole podmince (V.3.1) nevyhovuje, znamena to, ze
neni potencialni.

V.3.4. Piiklad. Rozhodnéme, zda vektorové pole f(xz,y,2) = (y+z, 22+ 22, 2° +¢?)
je potencialnim polem v Ej.

Resend: Vypoitem rotace f dostdvame:

i, J; k
0 0 0 ) 5
rot f(z,y,2) = E a3y’ Ep = (Sy — 2z, 1 =327, 22 — 1).

y+z, 22422, 23443

Jelikoz vysledkem neni nulové vektorové pole v K3, vektorové pole f neni potencidlni
pole v E;.

V dalsich odstavcich budeme formulovat postacujici podminku, jejiz platnost jiz
zajistuje, Ze dané tifrozmérné vektorové pole f je potencialni v oblasti D C E;z. K tomu
budeme potfebovat pojem “jednoduse souvislé oblasti” v [Es.

V.3.5. Jednoduse souvisla oblast v E;. Oblast D C E3 nazyvame jednoduse
souvislou, pokud kazdou uzavienou kiivku C' v D muzeme spojité zménit (stdhnout)
v bod v D, aniz pritom kdykoliv oblast D opustime.

Piiklady jednodusSe souvislych oblasti v E3 jsou cely prostor Es, poloprostor, Es
minus poloptfimka, vnitfek koule, kvadru, krychle nebo jakékoliv jiné uzaviené plochy
atd. Priklady oblasti v E3, které nejsou jednoduse souvislé, jsou Es minus cela piimka,
vnéjsek vdlcové plochy 22 + y? = r? (r > 0), vnitfek nebo vnéjsek tzv. anuloidu atd.

Jiz nékolikrat jsme se zminili o tom, ze v E3 se vyskytuji mnoziny podstatné roz-

s

jesté jiny a odlisny typ jednoduSe souvislych oblasti. Pojednavame o tom v odstavci

V.4.8.
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V.3.6." Poznamka. V definici V.3.5, podobné jako v definici V.2.4, se opét spoléhdme
na intuici ¢tenaru a pomahame si vyrokem “spojité stahnout v bod v oblasti D, aniz
pritom opustime D”, jehoz vyznam nebyl pfesné definovan. Narocnéjsi ¢tenari mohou
presnou definici nalézt v odstavci V.2.5.

V.3.7. Véta. (Potencidlni pole v E; — postacujici podminka.) Necht

a) D je jednoduse souvisla oblast v Eg a

b) f je vektorové pole v D, které ma v D spojité parcialni derivace a které spliuje
podminku (V.3.1): rotf =0 v D.

Pak f je potencialni pole v D.

Dukaz této véty neukazujeme. Jeho ideou je, stejné jako v dukazu véty V.2.6, demon-
strace toho, ze cirkulace vektorového pole f po kazdé uzaviené kiivce v D je nulova.
Postup je vsak komplikovanéjsi, nez v pripadé véty V.2.6 a misto Greenovy véty je
zalozen na uziti Stokesovy véty.

V.3.8. Jak pozname, zda dané vektorové pole je potencialni. Predpokladejme,
ze pole f ma spojité parcialni derivace v oblasti D C E3. Pak muzeme postupovat podle
nasledujictho schématu:

( ( ANO Pakf je
potencialni
pole v D.
(Veta V.3.7.)

ANO D jednodus g
Je splnéna rovnost Je D jednoduse NE  Podle véty

souvisla oblast? V.3.7 nelze
rot £ =0 rozhodnout, zda £
v oblasti D? je potencialni
pole v D.
NE Pak f neni
potencialni
pole v D.

(Vata V.3.1.)

\

V.3.9. Jak nalézt potencidl. Az na malé a ziejmé modifikace muzeme pouzit obé
metody, vysvétlené v odstavei V.2.10. Uziti prvni metody ukédzeme v piikladu V.3.10.

V.3.10. Piiklad — gravitacni pole. Intenzita gravitacniho pole, vytvoreného hmotnym
bodem hmotnosti m, umisténym v Ez v pocatku souradného systému, je

km (zi+ yj + 2k)

2 .2 .2
(0% 1 o7 + 222 (pro x* 4+ y* + 2* > 0),

g<x7 Y, Z) =

kde x je Newtonova gravitacni konstanta. Oblast D = {[z,y, 2] € E3; 2> + y* + 2% >
0} (E; minus pocatek souradného systému) je jednoduse souvisld. Vypoétem rotace g
zjistime, ze rot g = 0 v D. Podle véty V.3.7 je pole g potencidlnim polem v D.

Vypocitejme potencidl ¢ pole g. Z rovnosti g = grad ¢ vyplyvaji tii rovnice:
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dp kmx dp kmy dp KM z

8—x - (x2+y2+22)3/27 Oy o (.r2+y2—|—z2)3/2’ Oz (x2—|—y2+z2)3/2'

Integraci prvni rovnice podle x obdrzime:
kmx dx 1 KM KM
So(xayaz>:_/<x2+y2+22)3/2 - )_/Wdt:m‘FCl(y?Z)

KM
= + c1(y, 2).

V2 4 y? + 22

1) Pouzili jsme substituci ¢ = 2 + y* + 22

Podobné, integraci druhé rovnice podle y a tieti rovnice podle z, ziskame:
Km Km

x,Y,2) = +colx,2) a x,Y,2) =
Plays) = s talee) 0 ey = ey

Porovnanim vsech tii vyjadreni o(z,y, z) zjistime, Ze integracni konstanty je mozné
volit tak, ze ¢1(y, z) = ca(x, 2) = c3(x,y) = ¢, kde ¢ je konstanta, nezavisld na z, y a z.
Potencidlem gravitacniho pole g v oblasti D tudiz je funkce

+ CS($ay)‘

QO I, y7 z —

Vektorovéa funkce zi + yj + zk = (z,y,2) byvé ve fyzice ¢asto nazyvéna “radius
vektor” a oznaCovana r. Pomoci této funkce muzeme g i ¢ zapsat:

+c.

rKMmrTr KM
g(r) = —W, p(r) = — +ec

Analogicky tvar jako g ma i elektrostatické pole, vytvorené bodovym nabojem,
umisténym v pocatku. Takové elektrostatické pole je rovnéz potencidlnim polem v D a
jeho potencial mé opét podobny tvar, jako ¢.

V.4.* Solenoidalni pole.

Puvodem tecké slovo “solenoid” ve fyzice oznacuje civku. V matematice se “solenoi-
dalnim polem” zacalo nazyvat vitivé, rotacni vektorové pole. Pozdéji se termin “solenoi-
dalni pole” ustalil jako oznaceni pole, které je v jistém smyslu protikladem potencidlniho
pole: Zatimco potencidlni pole muze obsahovat zdroje (zfidla), ale nikoliv viry (viz
odstavee V.1.7 a V.3.2), solenoiddlni pole muze obsahovat viry, nikoliv vsak ziidla. (To
poznate v odstavei V.4.3.)

V tomto textu se omezime na studium solenoidalniho pole v Ejz. Dvourozmérného
solenoidalniho pole se tyka poznamka V.4.13.

V.4.1. Solenoidalni vektorové pole v [E;. Vektorové pole f v oblasti D C [Ej
nazyvame solenoiddlni pole v D, jestlize existuje vektorové pole (= vektorova funkce)
w v D takové, ze

(V.4.1) f = rotw

v D. Vektorovou funkci w pak nazyvame wvektorovy potencidl pole f v D.
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Jisté jste si vSimli jisté podobnosti definice potencialniho pole a solenoidalniho pole
v oblasti D C E3: Pole f je potencidlni, je-li je mozné vyjadrit ve tvaru f = grad ¢, a
solenoidélni, d4-1i se zapsat ve tvaru f = rot w. (Funkce ¢, respektive w, se pak nazyvaji
potenciél, respektive vektorovy potencidl, pole f.) S dalsi podobnosti se sezndmime
v nasledujici vété: zatimco pole f je potencidlni v oblasti D pravé kdyz cirkulace f po
kazdé uzaviené kiivce v D je nulova (viz vétu V.1.7), pole f je solenoidalni v oblasti D
pravé kdyz jeho tok kazdou uzavienou plochou v D je nulovy.

V.4.2. Véta. Predpokladejme, ze f je spojité vektorové pole v oblasti D C Ejz. Pak
nasledujici dva vyroky jsou ekvivalentni:

a) f je solenoiddlni pole v D.

b) Tok pole f kazdou uzavienou plochou v D je nulovy.

D ik az: Implikace a) =>b) je okamzitym dusledkem pozndamky IV.5.11: Predpokla-
dejme, ze pole f je solenoidalnim polem v D a w je jeho vektorovy potencial. Tok pole
f uzavienou plochou o v D je roven

//f-dp://rotw-dp:().

Diikaz opacné implikace, tj. b) = a), je naro¢néjsi a v tomto textu jej neuvadime.

V.4.3 Poznamka. Solenoidalni pole se téz ¢asto oznacuje terminem neziidlové pole.
Véta V.4.2 ukazuje duvod pro toto oznaceni. Kdyby totiz uvnitt pole f existovala néjaké
ziidla (zdroje), pak by tok pole f uzavienou plochou, obklopujici tato ziidla, nemohl
byt nulovy a pole by tudiz nebylo solenoidalni.

V.4.4. Véta. (Solenoiddlni pole — nutnd podminka.) Predpoklddejme, ze f je
solenoidalni pole v oblasti D C Eg, které ma spojité parcialni derivace v D. Pak

(V.4.2) divf =0 vD.

Dk az: Jeli wvektorovy potencidl f v D, pak f =rotw v D a podminka (V.4.2)
je okamzitym dusledkem formule (IV.5.2).

V.4.5. Poznamka. Podminka (V.4.2) je nutnou podminkou pro to, aby pole f mohlo
byt v oblasti D solenoidalni. Neni vSak podminkou postacujici. To znamenad, ze pouze
z platnosti podminky (V.4.2) nelze odvodit, zda pole f v oblasti D solenoidélni je nebo
neni. Toto je mozné ilustrovat na piikladu gravitacniho pole

wkm (xi+ yj + zk)
(I’2 _|_y2 +Z2>3/2

g(z,y,2) = (pro 22 + y* + 2% > 0)

v oblasti D = {[z,vy, z] € E3; 2?4+ y?+ 2% > 0} z odstavce V.3.10. Vypoctem divergence
g muzete zjistit, ze

g 0 Kmx 0 Kmy 0 Km z
ivg = —— S — - =
& Or (22 +y? + 2232 Oy (a2 +y%+22)3/2 Oz (22 + y? + 22)3/2
3 3 2 2 2
_ Km N km (z° +y —1—2)20

(I2+y2+22)3/2 ($2+y2+22)5/2
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v D. Nyni pocitejme tok pole g kulovou plochou o : 2% + y* + 22 = R* (R > 0), ori-
entovanou smérem vné. Gaussovu-Ostrogradského vétu nemuzeme pouzit, nebot vek-
torové pole nemd spojité parcidlni derivace, dokonce ani neni definované, v bodeé [0, 0, 0],
ktery se nachazi v Into. Nicméné, tok pole g plochou ¢ muzeme snadno vypocitat,
uvédomime-li si, ze na plose o je normalovy vektor

oTityi+zk xityj+zk

vektorova funkce g ma na plose o tvar

( ) km (21 + yj + 2k) km (zi+ yj + 2k)
xr,y,2) = — - _
g\r,y, (IQ +y2 +Z2>3/2 R3
a skalarni souc¢in g - n tudiz je:
km (zi+ yj+ 2k)  (zi+yj+ 2k) Km
g(x,y,z)~n(;1:,y,z) = = R3 . R - R

Nyni dostavame:

Km Km
//g-dp = //g-ndp: —ﬁ//dp: —ﬁémRZ = —4drkmm.

(Vyuzili jsme zndmého vzorce pro obsah kulové plochy.) Jelikoz tok pole g uzavienou
plochou o, nachézejici se v oblasti D, je nenulovy, pole g nemuze byt solenoidalni v D.
(Bylo by to ve sporu s tvrzenim véty V.4.2.)

Podminku (V.4.2) vsak muzeme vyuzit takto: Jestlize néjaké vektorové pole v oblasti
D podmince (V.4.2) nevyhovuje, znamend to, ze neni solenoidalni v D.

V.4.6. Piiklad. Rozhodnéme, zda vektorové pole f(z,y,z2) = (z+y, y*+ 2% 23+ 23)
je solenoidalnim polem v E;.

Resend: Vypoctem divergence f dostavéme:

0 0 0
div f(z,y,2) = %(x+y)+8—y(y2+z2)+§(z3+x3) = 1+ 2y + 3%

Jelikoz vysledkem neni nulova funkce v E3, vektorové pole f neni solenoidalni v E;.

V dalsich odstavcich zformulujeme postacujici podminku, jejiz platnost jiz zajistuje,
ze dané vektorové pole f je solenoidédlni v oblasti D C Ez. K tomu budeme potiebovat
pojem “plosné jednoduse souvislé oblasti” v Es.

V.4.7. Plosné jednoduse souvisla oblast v E;. Oblast D C E3 nazyvame plosné
jednoduse souvislou, pokud kazdou uzavienou plochu ¢ v D je mozné spojité zmeénit
(stahnout) v bod v D, aniz ptitom kdykoliv oblast D opustime.

Plosné jednoduse souvislou oblast v E3 by také bylo mozné definovat jako oblast D
s tou vlastnosti, ze vnittek kazdé uzaviené plochy v D je podmnozinou D.

Priklady plosné jednoduse souvislych oblasti v E3 jsou cely prostor Ej, poloprostor,
[E3 minus polopiimka, E3 minus celd piimka, vnitiek anuloidu, koule, kvadru, krychle
nebo jakékoliv jiné uzaviené plochy atd. Piiklady oblasti v [E3, které nejsou plosné
jednoduse souvislé, jsou [E3 minus bod, E; minus omezena uzaviend mnozina, vnéjsek
jakékoliv uzaviené plochy atd.

128



V.4.8. Poznamka. Upozornujeme ¢tenare, ze termin “plosné jednoduse souvisla oblast”
neni ustaleny. Nékteri autori vynechavaji slovo “plosné”. Pak ovsem muze dojit k zdméné
s “jednoduse souvislou oblasti”, definovanou v odstavci V.3.6.

V definici V.4.7, stejné jako v definicich V.2.4 a V.3.6, opét spoléhame na intuici
¢tenaiu a vérime, ze spravné pochopi, co presné minime vyrokem “spojité stahnout
v bod v D, aniz pfitom opustime D”.

V.4.9. Véta. (Solenoidalni pole — postacujici podminka.) Necht

a) D je plosné jednoduse souvisla oblast v E3 a

b) f je vektorové pole v D, které ma v D spojité parcialni derivace a které spliuje
podminku (V.4.2): divf =0 v D.

Pak f je solenoidalni pole v D.

D ik a z : Ukézeme, ze tok vektorového pole f kazdou uzavienou plochou v D je nulovy.
Z toho jiz vyplyvd, ze f je solenoiddlni pole v D. (Viz vétu V.4.2.) Bud tedy o libovoln4
uzaviend plocha v D. Jelikoz D je plosné jednoduse souvisld oblast, Into C D. Uzitim
Gaussovy-Ostrogradského véty dostavame:

//f-dp:i/// divf dedydz = 0.
o Into

(Znaménko “+” plati, je-li plocha o orientovand smérem vné a “—” plati, je-li plocha o
orientovand smérem dovniti. Jelikoz integral na pravé strané je ale roven nule, znaménko
neni dulezité.)

7, dukazu je patrné, pro¢ predpokladame, ze oblast D je plosné jednoduse souvisla:
bez toho nevime, zda Into C D a zda muzeme pouzit Gaussovu—Ostrogradského vétu.

V.4.10. Jak pozname, zda dané vektorové pole je solenoidalni. Predpokladejme,
ze vektorova funkce f ma spojité parcidlni derivace v oblasti D C [E3. Chceme-li poznat,
zda f je solenoiddlni pole v D, muzeme postupovat podle nasledujiciho schématu:

( ( ANO Pakf je
solenoidalni
pole v D.

(Veta V.4.9.)
ANO Je D plosné

Je splnéna rovnost jednoduse souvisla NE Podle véty V.4.9
divf =0 oblast? nelze rozhodnout,
v oblasti D? zda f je solenoidalni
L pole v D.
NE Pak f neni
solenoidalni
pole v D.
. (Veta V.4.4.)

V.4.11. Piiklad. f(z,y,z) = (Qx —y,z —y,r — z) VySetfeme, zda f je solenoidalni
pole v E;.

Resen: Podminka (V.4.2) je splnéna, nebof
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0 0 0
divf(z,y,2) = %(213—;(;) + 8—y(z—y) + g(m‘—z) =2-1-1=0
v E3. Cely prostor E3 je plosné jednoduse souvisld oblast. Pole f je tudiz podle véty

V.4.9 solenoidalni v [Es.

V.4.12. Priklad — elektrostatické a magnetické pole. Predstavme si, ze oblast
D C [E; je vyplnéna homogennim prostiedim s permitivitou ¢ a permeabilitou pu.
V D protéka elektricky proud s hustotou J a elektrické naboje jsou rozlozeny s hus-
totou p. Ozna¢me E intenzitu elektrického pole a B intenzitu magnetického pole v D.
Predpokladejme, ze E ani B nezavisi na ¢ase a jsou tudiz vektorovymi funkcemi pouze
prostorovych proménnych z, y a z. V takovém pripadé misto “elektrické pole” castéji
pouzivame oznaceni “elektrostatické pole”. V teorii elektromagnetického pole se dokazuje,
ze vektorova pole E a B vyhovuji v oblasti D tzv. Mazwellovym rovnicim:

rot E =0, divE = p/e,
rotB=upJ, divB=0.

Zamysleme se nad tim, co Maxwellovy rovnice vypovidaji o charakteru poli E a B.
Predpokladejme pro jednoduchost, ze oblast D je jednoduse souvisla i plosné jednoduse
souvisla.

Z rovnice rotE = 0 vyplyva, ze E je potencidlnim polem v D. (Véta V.3.7.)
Rovnice divE = p/e ukazuje, ze E obecné nemusi byt v D solenoidalnim polem. (Véta
V.4.3.) E je solenoidalnim polem v D tehdy, je-li p=0v D. (Véta V.4.9.)

Rovnice rot B = uy E ukazuje, Ze pole B obecné neni v oblasti D potencidlni. (Véta
V.3.1.) B je potencidlnim polem v D pouze tehdy, je-li hustota J elektrického proudu
v oblasti D nulova. (Véta V.3.7.) Z rovnice divB =0 vyplyva, ze B je solenoidalnim
polem v D. (Véta V.4.9.)

Pole E je tedy nevitivé v D a pole B nemé v D zfidla (= zdroje). Pokud je p =0
v D, nema ani pole E ziidla v D. Pokud je hustota elektrického proudu v D nulova, je
pole B také nevitivé v D.

V.4.13. Dvourozmérné solenoidalni pole. Je-li D oblast v [E; a vektorovy potencidl
w v oblasti D = D x E; = {[z,y,2] € Es; [z,y] € D, z € E;} méd tvar w =
(0, 0, ¥(x, y)), pak odpovidajicim solenoidalnim vektorovym polem v D je

0 0
f = rotw = (a—z(%y), —a—f(rc,y), 0>.

Vidime, ze f ma tfeti soufadnicovou funkei nulovou a prvni dvé soufadnicové funkce
zavisi pouze na proménnych z a y. Takové vektorové pole muzeme povazovat za dvouroz-
meérné pole, neboli za vektorové pole v oblasti D v Ey. Oznacime-li U a V' prvni dvé
soufadnicové funkce f, pak

o o
V.4.3 Ulx,y) = —(z,y), V(r,y) = ——=—(x,
(V.4.3) (z,y) ay( y), Vizy) 5 (& Y)
pro [z, y] € D. Vektorové pole (U, V'), jehoz souradnicové funkce U a V' je mozné vyjadrit
timto zpusobem (tj. existuje skalarni funkce ¢ v D takové, ze U a V' vyhovuji rovnicim
(V.4.3)) nazyvame solenoiddlnim polem v oblasti D v Es.

Z rovnic (V.4.3) je okamzité patrné, ze pole (U,V) je solenoidalni v oblasti D C
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Ey pravé tehdy, je-li odpovidajici kolmé pole (—V,U) potencidlni v téze oblasti D.
(Potencidlem pole (—V,U) pak je evidentné funkce 1.) Na otdzky jak se pozna zda
zadané pole (U,V) je v oblasti D solenoidalni, jaka je nutnd podminka pro to, aby
pole (U,V) mohlo byt v D solenoidélni, jakd je postacujici podminka atd., lze nyni
snadno odpovédét. Prosté zaménime pole (U, V) za (—V,U), termin “solenoidalni” za
“potencialni” a pouzijeme vysledky z kapitoly V.2 o dvourozmérném potencialnim poli.
Spokojime-li se pro jednoduchost s vektorovym polem (U, V'), jehoz soufadnicové funkce
U a V maji v D spojité parcidlni derivace, pak konkrétné obdrzime:

a) Nutnou podminkou pro to, aby pole (U, V') mohlo byt v D solenoidélni, je platnost
rovnice
ou oV
V.4.4 — — =0 D.
( / ox * dy v
b) Postacujici podminkou, kterd zarucuje, ze pole (U,V) je solenoiddlni v D, je
soucasnd platnost rovnice (V.4.4) a predpokladu o tom, Ze oblast D je jednoduse
souvisla.

Na zaveér se jesté zminme o jiné vlastnosti, ktera charakterizuje dvourozmérné sole-
noidalni pole (U, V). Z véty V.1.7 vime, zZe pole (—V,U) je potencidlni v D préve kdyz
jeho cirkulace po kazdé uzaviené kiivce C' v D je nulové, neboli

(V.45) 0— ]i(—v, U) - 7ds — ji(U, V). 5ds,

kde 7 = (71, 72) je jednotkovy te¢ny vektor ke kiivce C' a v = (72, —71) je jednotkovy
kolmy vektor ke kiivce C. Posledni integrdl na pravé strané (V.4.5) lze, v analogii
s nazvem plosného integralu na pravé strané (IV.4.1), nazvat tokem vektorového pole
(U. V) kriwkou C. Odvodili jsme tedy tvrzeni: Vektorové pole (U, V') je v oblasti D C E,
solenoidalni pravé kdyz jeho tok kazdou uzavienou krivkou C' v D je nulovy. (Jinymi
slovy a ne zcela presné: Co do vnittku kiivky C' pritéka, to také odtéka.)

V.5. Cviceni.

1. Najdéte maximalni oblasti v E,, ve kterych je vektorové pole f definované.
V kazdé nalezené oblasti ovérte, zda je v ni f potencidlnim polem. V kladném
pripadé najdéte potencial ¢ a vypocitejte integral ff f-ds. (Viz odstavce V.2.8,

V.2.10 a V.1.5.)
a) f(z,y) = (v*,22y), A=[L13], B=3,2],
i _ _
b) f([L‘,y) - ($—y)27 A [172]7 B [47 l]a
C) f(:z:,y) = (xzayz)a A= [070]’ B = [3a5]7
d) f(z,y) = (y2 S 1, 2zy + ¥), A=10,1], B=11,2],
y —x? 23y — a2
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1 y
f fx,y I(l—y2_|_ , _2xy), A: —372732 371,
) 1.0 ST T 3.2, B= 1]

g) f(z,y) = (vy,z +y), A=10,0], B=[1,1],

h) f<x,y>=ﬁ, A=p.1), B=62]
(xy +xz, " +yz), A=[3,-1], B=[1,5],
) f( (1+y?sin 2z, =2y cos’z), A=[m 1], B=[r/2,2],
(lny—;,— ;), A=11,1], B=1,2],
x—2y Y 2 _ _
( (y—x)Q y), A=1[0,1], B=[1,4],
m) f(z,y) = 4x1+yJ A=10,0], B=0,2],

42 4+ 2 — 4’
n) f(z,y) = (ysinx, y —cos ), A=10,1], B=[5,2],
0) £(z,) = (cos(2y) +y+x, y — 20 sin(2y) +7), A=[0,0], B = [-2,2]
2. V jaké maximalni oblasti D C Ejs je funkce ¢ potencidlem vektorového pole f7?
Urcete pole f7 Vypocitejte praci, vykonanou pusobenim sily f po kiivee vedouci
od bodu A do bodu B. (Viz odstavce V.1.3 a V.1.5.)
a) o(z,y,2) = oy +xz+yz, A:[—12—1] B =[3,4,1],
b) o(z,y,2) =In |22 +y*+ 22— 1], A=-1,1,2], B= [ 3,4, —1].
3. Najdéte maximalni oblasti v Ej3, ve kterych je vektorové pole f definované.

V kazdé oblasti ovérte, zda je v ni pole f potencialni. V kladném piipadé urcete
potencial. (Viz odstavce V.3.8 a V.2.10.)

2 9
a) f(x,y,z)z(y—, ﬂ,—ﬂ>, b) f(x,y,z):( ‘ : id 2,22),

2z oz 22 2+ y? 24y
—zi—yj+k/2 20—y T+2y
f d) f = In
C) (.T,y, ) m ) ) (x,y,Z) x2+y27 x2+y27
e) f(z,y,2) = LS.inz—y2 —2zy, 2¢/T cos z
) ) \/E 9 ? 9
f) f(z,y,2) = v*i + 2% + 2k,
) £y = (o ey ¢
T,Y,2) = n(r— —
g ’y7 l‘—y’ y_'r7 y \/E )

. Lk
Va2 4y A+ 22
i) f(z,y,2) = (e"(y + 2%), €, ze"),

i) fxy,2) = (x—y, 2 2+ 2),
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I
9 f) = (55 o 22)

_ T Y 1
1) f(x,y72)_<\/x2—|—y2, \/.I‘2—|—y2’;).

4.* V jakych maximalnich oblastech v Es je je vektorové pole f definované? V kazdé
nalezené oblasti ovéite, zda je v ni pole f solenoiddlni. (Viz V.4.11.)

a) f(z,y,2) = (v 2% 2%), b) f(z,y,2)=(2—y, -2, y—2),

c) f(z,y,2) = (x Y, — ) d) f(z,y,2) = (;, Vz— a2, —;),

e) f(x,y,z) (y ) f) f(l’,y,Z) - (xy, 1_y27 yz),
(yz rz, —1Y) e2

g) f(x,y,2) = —+ R h) f(z,y,2) = (51‘ , Yy — 2z, In z).

5.5 f(x,y,2) = T—y+=z rT+y—=z —T+y+=z
: Y 2) = (22 + 42 + 22)3/2" (22 + 42 + 2203727 (22 + 42 + 22)3/2
a) Ukazte, ze divf =0 v E;—{[0,0,0]}. (Viz odstavec IV.5.1.)

b) Vypocitejte tok pole f kulovou plochou se stfedem v pocatku a polomérem
r = 1, orientovanou smérem vné. (Viz odstavec V.4.5.)

¢) Rozhodnéte, zda f je solenoidélni pole v E3—{[0, 0, 0]}. Odpovéd zduvodnéte.
(Viz odstavec V.4.5.)

d) Urcete oblast v E3, ve které je pole f solenoidélni. (Viz odstavec V.4.11.)
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