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4. Některé fyzikálńı aplikace dvojného integrálu. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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8. Některé fyzikálńı aplikace trojného integrálu. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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6. Cvičeńı. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

1



IV. Plošné integrály
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Z daľśı literatury . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

2



Úvod

Tento text je studijńı pomůckou k předmětu Matematika II, vyučovanému na Strojńı
fakultě ČVUT v letńım semestru v prvńım roce studia. Navazuje na skriptum Mate-
matika I (viz [5]). Text obsahuje i některé partie, které se běžně u zkoušky z předmětu
Matematika II nevyžaduj́ı, nicméně s obsahem skripta úzce souviśı. Tyto partie, bud’

kapitoly nebo odstavce, jsou označeny hvězdičkou. Pokud je studenti nepoužij́ı hned,
mohou se k nim v př́ıpadě potřeby nebo zájmu vrátit později.

Obsahem předmětu Matematika II i obsahem tohoto textu je zejména diferenciálńı
a integrálńı počet funkćı v́ıce proměnných. Tato látka má mnoho aplikaćı v technice i
v př́ırodńıch vědách. Pojmy, kterými se zde zabýváme, maj́ı v́ıcerozměrný charakter.
(Při studiu Matematiky II přesně pochoṕıte, co t́ım mı́ńıme.) Jejich dobré a aktivńı
zvládnut́ı proto vyžaduje nejen znalost základńıch definic, vět, formuĺı a určitou početńı
zručnost, ale i dobrou prostorovou představivost. Při objasňováńı takových pojmů, právě
d́ıky časté možnosti jejich geometrické interpretace např́ıklad ve tř́ırozměrném prostoru,
má nezastupitelné mı́sto osobnost učitele. Přes veškerou snahu nemůže vždy psaný text
s dvourozměrnými obrázky výklad učitele nahradit a student̊um proto doporučujeme,
aby toto skriptum chápali jako doplněk k přednáškám a cvičeńım, kde bude prob́ıraná
látka podrobně vysvětlena.

V zájmu usnadněńı pochopeńı mnoha pojmů jsou před jejich přesné definice před-
řazeny odstavce, ve kterých se snaž́ıme popsat motivaci k zavedeńı pojmů a vysvětlit
proč tyto pojmy jsou definovány uvedeným zp̊usobem. To se týká zejména r̊uzných typ̊u
integrál̊u, křivek a ploch. V odstavćıch, které maj́ı motivačńı charakter, často opoušt́ıme
exaktńı zp̊usob výkladu a dovolujeme si na intuitivńı úrovni pracovat i s termı́ny jako
např́ıklad “nekonečně malé kladné č́ıslo dt”, “nekonečně krátký úsek křivky”, apod.,
které dnešńımu pojet́ı množiny reálných č́ısel nebo geometrie křivek odporuj́ı. Několik
daľśıch pojmů (orientace uzavřené křivky v rovině, orientace plochy vzhledem k orientaci
jej́ıho okraje, jednoduše souvislá oblast) zavád́ıme s t́ım, že spoléháme na čtenářovu
představivost a preferujeme jednoduchost a názornost na úkor matematické preciznosti.
V ostatńıch částech skripta se snaž́ıme na přijatelné, avšak též srozumitelné úrovni
dodržet logickou korektnost výkladu. Mějte toto při čteńı skripta na paměti a rozlǐsujte
zmı́něnou dvoj́ı logickou úroveň r̊uzných část́ı textu.

Skriptum obsahuje řadu známých a d̊uležitých vět aplikované matematiky, jako
jsou Greenova věta, Gaussova–Ostrogradského věta, Stokesova věta, atd. Tvrzeńı těchto
vět jsou vyjádřena pomoćı jistých integrálńıch formuĺı. Studenti, ale i autoři r̊uzných
odborných stat́ı, někdy chybně redukuj́ı tyto věty pouze na zmı́něné formule a za-
pomı́naj́ı, že ned́ılnou součást́ı vět jsou i jejich předpoklady. Bylo by naivńı se domńıvat,
že formule jsou platné kdykoliv. Opak je pravdou – tyto formule plat́ı pouze za určitých
podmı́nek. Předpoklady vět jsou stručným a jednoduchým vymezeńım těchto podmı́nek
a jsou stejně d̊uležité, jako tvrzeńı vět. Nezapomı́nejte proto na ně.

Ve skriptu jsou vzorově vyřešeny některé př́ıklady. Jiné, neřešené př́ıklady, jsou
zařazeny na konci každého tematického celku. Mnoho daľśıch, řešených i neřešených
př́ıklad̊u, můžete nalézt ve skriptu E. Brož́ıkové a M. Kittlerové [1].

Autor skripta děkuje svému kolegovi doc.RNDr. Čeňku Zlatńıkovi, CSc. za pečlivé
přečteńı skripta, diskuze a rady, které přispěly ke srozumitelnosti i matematické korek-
tnosti textu. Jestliže ve skriptu přesto objev́ıte nedostatky, pak tyto jdou výhradně na
vrub autora.
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I. Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných

Funkce v́ıce proměnných v matematice i jej́ıch aplikaćıch popisuj́ı situace, kdy jedna
veličina (tzv. závisle proměnná) záviśı na několika jiných veličinách (tzv. nezávisle
proměnných). Na r̊uzných mı́stech tohoto textu najdete mnoho konkrétńıch př́ıklad̊u
takových funkćı.

Uvid́ıte, že teorie funkćı v́ıce proměnných se v některých bodech lǐśı od teorie funkćı
jedné proměnné, kterou znáte z kurzu Matematika I. Mezi teoríı funkćı dvou, tř́ı, nebo
i v́ıce proměnných však již př́ılǐs velký rozd́ıl neńı. V tomto textu se budeme zabývat
funkcemi, které záviśı obecně na n proměnných. Bude-li se vám výklad jevit př́ılǐs
abstraktńı, představujte si, že n = 2. V zájmu dobré srozumitelnosti textu mnoho poj-
mů stejně nejprve vysvětĺıme na př́ıkladu funkce dvou proměnných a až poté ukážeme
jejich zobecněńı pro funkce n proměnných.

Proměnné budeme většinou značit x1, x2, . . . , xn, někdy též t1, t2, . . . , tk. V kon-
krétńım př́ıpadě, kdy n = 2, budeme proměnné většinou značit x1, x2 nebo x, y.
Podobně, pro n = 3 budeme proměnné většinou značit x1, x2, x3 nebo x, y, z. Vid́ıte,
že proměnné obecně tvoř́ı uspořádané n–tice reálných č́ısel. Lze je tedy považovat za
prvky n–rozměrného Euklidova prostoru En. Funkce n proměnných obecně nemuśı být
definovaná v celém prostoru En, ale pouze v nějaké množině v En. Vlastnosti funkce n
proměnných úzce souviśı s typem množiny, na které je funkce definovaná. V následuj́ıćı
kapitole si proto připomeneme definici prostoru En (známou z Matematiky I) a poté se
seznámı́me s r̊uznými typy množin v En.

I.1. Euklid̊uv prostor En. Body a množiny v En.

I.1.1. n–rozměrný Euklid̊uv prostor En. Předpokládejme, že n je přirozené č́ıslo.
Množinu všech uspořádaných n–tic reálných č́ısel označujeme Rn a nazýváme n–rozměr-
ný aritmetický prostor . Prvky Rn nazýváme body. Body označujeme velkými ṕısmeny
a jejich souřadnice (uspořádané n–tice) zapisujeme v hranatých závorkách. Např́ıklad
A = [a1, . . . , an], X = [x1, . . . , xn] atd.

Definujeme-li v Rn vzdálenost dvou libovolných bod̊u X = [x1, . . . , xn] a Y =
[y1, . . . , yn] vzorcem

(I.1.1) ‖Y −X‖ =
√

(y1 − x1)2 + · · ·+ (yn − xn)2,

stává se z Rn tzv. n–rozměrný Euklid̊uv prostor . Tento prostor označujeme En.

Vzdálenost bod̊u X a Y se někdy také znač́ı |Y −X|, |X−Y |, d(X, Y ) nebo ρ(X,Y ).
V tomto textu však budeme preferovat značeńı ‖Y −X‖ nebo ‖X − Y ‖. (Je to totéž.)

Počátek souřadného systému v En, tj. bod jehož všechny souřadnice jsou nulové,
budeme značit O.

Ze středńı školy i z kurzu Matematika I v́ıte, že E1 si můžete představovat jako
př́ımku, E2 jako rovinu a E3 jako prostor, ve kterém žijeme. (Je to pouze přibližná
představa, astronomové již dávno zjistili, že náš vesmı́r ve skutečnosti neńı E3.)

Vektorem v En budeme vždy mı́nit tzv. volný vektor v En. (Viz skriptum [5], str. 4.)
Vektory budeme v tomto textu většinou označovat malými tučnými ṕısmeny. (Daľśı
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možnost́ı je dělat nad označeńım vektoru šipku.) Souřadnice vektoru budeme zapisovat
v kulatých závorkách. Můžeme tedy např́ıklad psát: a = (a1, . . . , an), t = (t1, . . . , tn)
atd.

Součtem bodu X = [x1, . . . , xn] a vektoru a = (a1, . . . , an) rozumı́me bod X + a =
[x1 + a1, . . . , xn + an]. Naopak, rozd́ıl dvou bod̊u Y = [y1, . . . , yn] a X = [x1, . . . , xn]
považujeme za vektor Y −X = (y1 − x1, . . . , yn − xn).

Délkou vektoru a = (a1, . . . , an) nazýváme č́ıslo

(I.1.2) ‖a‖ =
√
a2

1 + · · ·+ a2
n.

(Vzdálenost ‖Y −X‖ dvou bod̊u X, Y lze tedy chápat jako délku vektoru Y −X.)

Kreslete si sami ke všem pojmům, definovaným v této kapitole, obrázky v E2 !

I.1.2. Okoĺı bodu v En. Prstencové okoĺı bodu v En. Okoĺım bodu A o poloměru
R rozumı́me množinu {X ∈ En; ‖X − A‖ < R} (tj. množinu všech bod̊u X ∈ En,
jejichž vzdálenost od A je menš́ı než R). Takové okoĺı označujeme UR(A). (U proto,
že pojem “okoĺı bodu” vznikl v Německu a německy se okoĺı řekne “die Umgebung”.)
Pokud poloměr okoĺı neńı d̊uležitý, znač́ıme je pouze U(A).

Ve speciálńım př́ıpadě, kdy n = 1 a A je bodem o souřadnici a na reálné ose (tj. A =
[a]), je okoĺı UR(A) otevřeným intervalem (a− R, a+ R). Podobně, je-li n = 2, je okoĺı
UR(A) otevřeným kruhem se středem v bodě A a poloměrem R.

Vyjmeme-li z okoĺı UR(A) jeho střed A, dostáváme množinu UR(A)− {A} = {X ∈
En; 0 < ‖X − A‖ < R}. Tuto množinu nazýváme prstencové okoĺı bodu A o poloměru
R a znač́ıme ji PR(A). Pokud poloměr prstencového okoĺı neńı d̊uležitý, můžeme toto
okoĺı značit pouze P(A).

Mı́sto “prstencové okoĺı” se někdy použ́ıvaj́ı názvy “neúplné okoĺı” nebo “redukované
okoĺı”, v tomto textu však z̊ustaneme u názvu “prstencové okoĺı”.

I.1.3. Vnitřńı bod množiny. Hraničńı bod množiny. Nech� M ⊂ En a A ∈ M .
Bod A nazýváme vnitřńım bodem množiny M , pokud existuje okoĺı U(A) takové, že
U(A) ⊂M .

Okoĺı U(A) v definici vnitřńıho bodu může být jakkoliv malé. Podstatné ale je, že
nějaké takové okoĺı existuje.

Bod A nazýváme hraničńım bodem množiny M , jestliže se v každém jeho okoĺı
nacháźı alespoň jeden bod množiny M a alespoň jeden bod, který nepatř́ı do M .

V definici hraničńıho bodu je velmi d̊uležité slovo “každém”. To také znamená
“jakkoliv velkém”, nebo sṕı̌se “jakkoliv malém”. Hraničńı bod množiny M může sám
patřit do M , ale také tomu tak být nemuśı.

I.1.4. Vnitřek množiny. Otevřená množina. Necht’ M ⊂ En. Množinu všech
vnitřńıch bod̊u M nazýváme vnitřek množiny M . Znač́ıme jej M◦.

Množina M ⊂ En se nazývá otevřená, je-li M = M◦. (Jinými slovy: Množina M je
otevřená, je-li každý jej́ı bod jej́ım vnitřńım bodem.)

I.1.5. Hranice množiny. Necht’ M ⊂ En. Množinu všech hraničńıch bod̊u množiny M
nazýváme hranićı M . Znač́ıme ji ∂M nebo ΓM . (V tomto textu budeme dávat přednost
∂M .)
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Bod A na obr. 1 je vnitřńım
bodem množiny M , bod B
je jej́ım hraničńım bodem.

-

6
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I.1.6. Uzávěr množiny. Uzavřená množina. Necht’ M ⊂ En. Uzávěrem množiny
M nazýváme sjednoceńı M ∪ ∂M . Uzávěr M znač́ıme M .

Množinu M nazýváme uzavřenou, jestliže M = M .

I.1.7. Př́ıklady. 1. Předpokládejme nejprve, že n = 1 a M je otevřeným intervalem

(0, 1). Každý bod intervalu M je zároveň jeho vnitřńım bodem. M je tedy, v sou-
ladu s definićı I.1.4, otevřenou množinou. Hraničńımi body jsou 0 a 1. Uzávěrem
intervalu M je proto uzavřený interval 〈0, 1〉.

2. Nyńı předpokládejme, že n = 1 a M je množinou všech přirozených č́ısel N. Tato
množina M nemá žádné vnitřńı body, proto je M◦ = ∅. Každý bod množiny M je
jej́ım hraničńım bodem, proto je ∂M = M . Uzávěrem M je M = M ∪ ∂M = M .
Množina M je shodná se svým uzávěrem, tud́ıž je uzavřená.

3. Bud’ n = 1 a M = E1. Každý bod M je vnitřńım bodem, množina M je tud́ıž
otevřená. Množina M nemá žádné hraničńı body, proto je ∂M = ∅. Uzávěrem M
je M = M ∪ ∂M = M ∪ ∅ = M . Množina M je rovna svému uzávěru, proto je
rovněž uzavřenou množinou.

Toto je trochu překvapivé: Množina M = E1 je v E1 zároveň otevřená i uzavřená.
Podobně lze ukázat, že množina M = En je v En zároveň otevřená i uzavřená. Lze
dokázat, že jediná daľśı množina v En s touto vlastnost́ı, je prázdná množina.

4. Bud’ nyńı n = 2 a M = {X = [x1, x2] ∈ E2; x2 > 0}. Každý bod množiny M je
jej́ım vnitřńım bodem. Proto je M = M◦ a množina M je otevřená. Hranićı M
je př́ımka x2 = 0 (osa x1). Uzávěrem M je M = {X = [x1, x2] ∈ E2; x2 ≥ 0}
(sjednoceńı M a osy x1).

5. Bud’ n = 2 a M = {X = [x1, x2] ∈ E2; x1 ≥ 0, x2 > 0}. Vnitřkem množiny
M je M◦ = {X = [x1, x2] ∈ E2; x1 > 0, x2 > 0} (otevřený prvńı kvadrant).
Hranićı M je sjednoceńı dvou polopř́ımek: ∂M = {X = [x1, x2] ∈ E2; x1 ≥
0, x2 = 0} ∪ {X = [x1, x2] ∈ E2; x1 = 0, x2 ≥ 0}. Uzávěrem je množina
M = {X = [x1, x2] ∈ E2; x1 ≥ 0, x2 ≥ 0} (uzavřený prvńı kvadrant). Množina
M neńı ani otevřená, ani uzavřená.

6. Bud’ n = 2 a M = {X = [x1, x2] ∈ E2; x2
1 + x2

2 ≤ 4}. Vnitřkem množiny M
je M◦ = {X = [x1, x2] ∈ E2; x2

1 + x2
2 < 4}. Hranićı je ∂M = {X = [x1, x2] ∈

E2; x2
1+x2

2 = 4} (kružnice o středu v počátku a poloměru 2). Uzávěrem je M = M .
Množina M je uzavřená.
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I.1.8. Některé daľśı vlastnosti množin. Neńı těžké dokázat, že plat́ı následuj́ıćı
tvrzeńı nebo identity:

1. Sjednoceńı nebo pr̊unik konečně mnoha otevřených množin v En je otevřená
množina.

2. Sjednoceńı nebo pr̊unik konečně mnoha uzavřených množin v En je uzavřená
množina.

Dále předpokládejme, že M ⊂ En.

3. Pro každý bod A ∈M nastává právě jedna že dvou možnost́ı:

a) A je vnitřńım bodem M ,

b) nebo A je hraničńım bodem M .

4. ∂M = ∂(En −M) = M ∩ En −M
5. ∂M je uzavřená množina.

6. M◦ = M − ∂M
7. M je otevřená množina právě když neobsahuje žádný sv̊uj hraničńı bod

(tj. když M ∩ ∂M = ∅).
8. M je uzavřená množina právě když obsahuje všechny své hraničńı body

(tj. když ∂M ⊂M).

9. M je otevřená množina právě když jej́ı doplněk En −M je uzavřená množina.

I.1.9. Úsečka v En. Lomená čára v En. Jsou-li A a B dva r̊uzné body v En, pak
množinu všech bod̊u X typu X = A+ t (B−A) (pro t ∈ 〈0, 1〉) nazýváme úsečkou v En
s krajńımi body A a B. Znač́ıme ji AB.

Necht’ A1, A2, . . . , Ak je k navzájem r̊uzných bod̊u v En. Sjednoceńı úseček A1A2,
A2A3, . . . , Ak−1Ak nazýváme lomenou čárou v En.

I.1.10. Oblast v En. Množinu D ⊂ En, která

a) je otevřená a

b) jej́ı libovolné dva body lze spojit lomenou čárou, která celá lež́ı v D,

nazýváme oblast .

Vlastnost b) se nazývá souvislost . Oblast v En je tedy také možné definovat jako
množinu v En, která je otevřená a souvislá.
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I.1.11. Př́ıklady. 1. Množina D1 na obr. 2a je souvislá. Množina D2 na obr. 2b neńı
souvislá. (Skládá se ze dvou komponent.)

2. Množiny

D3 = {X = [x1, x2] ∈ E2; x2
1 + x2

2 < 9},
D4 = {X = [x1, x2] ∈ E2; x1 < 0},
D5 = (−1, 1)× (−1, 1)

jsou oblasti v E2.

3. Množiny

D6 = {X = [x1, x2] ∈ E2; x2
1 + x2

2 ≤ 9},
D7 = {X = [x1, x2] ∈ E2; x1 < 0 nebo x1 > 5}

nejsou oblasti v E2. (D6 neńı otevřená a D7 neńı souvislá.)

I.1.12. Omezená množina v En. Množina M ⊂ En se nazývá omezená, jestliže
existuje okoĺı počátku UR(O) takové, že M ⊂ UR(O).

(Jistě si umı́te představit, že aby omezená množina M byla obsažena v UR(O), muśı být
poloměr R “dostatečně velký”. Na tom ale nezálež́ı. Podstatné je, že nějaký “dostatečně
velký” poloměr R a okoĺı UR(O), obsahuj́ıćı množinu M , existuj́ı.)

Množina v En, která neńı omezená, se nazývá neomezená.

Najděte a napǐste si sami př́ıklady omezených a neomezených množin v En .

I.1.13. Posloupnost bod̊u v En. Každé zobrazeńı množiny přirozených č́ısel N do
En nazýváme posloupnost́ı v En. Posloupnost v En je tedy přǐrazeńı, které každému
přirozenému č́ıslu k přǐrazuje bod Xk v En. Posloupnost znač́ıme {X1, X2, X3, . . . } nebo
{Xk}∞k=1 nebo jenom krátce {Xk}.

I.1.14. Limita posloupnosti v En. Bod A ∈ En nazýváme limitou posloupnosti
{Xk}, jestliže

(I.1.3) lim
k→+∞

‖Xk − A‖ = 0.

Použ́ıváme značeńı: lim
k→+∞

Xk = A, lim Xk = A nebo pouze Xk −→ A.

Posloupnost bod̊u {Xk} v En, která má v En limitu, se nazývá konvergentńı. Je-li
limitou bod A, ř́ıkáme, že posloupnost {Xk} konverguje k bodu A.

I.1.15. Poznámka. Jinými slovy můžeme ř́ıci, že A je limitou posloupnosti {Xk},
jestliže posloupnost vzdálenost́ı Xk od A má limitu nula. Posloupnost vzdálenost́ı Xk

od A je posloupnost reálných č́ısel a pojem limity posloupnosti reálných č́ısel je známý
z kurzu Matematika I.

Z Matematiky I také v́ıte, že posloupnost reálných č́ısel (na kterou lze nahĺıžet jako
na posloupnost bod̊u v E1) může mı́t nejvýše jednu limitu (viz [5], věta III.1.8). Stejné
tvrzeńı plat́ı i pro posloupnost bod̊u v En:

I.1.16. Věta. Posloupnost bod̊u {Xk} v En m̊uže mı́t nejvýše jednu limitu.

Je-li totiž {Xk} posloupnost bod̊u v En, pak evidentně neńı možné, aby existovaly
dva r̊uzné body A a B takové, že vzdálenosti Xk od A se bĺıž́ı k nule pro k → +∞ a
zároveň vzdálenosti Xk od B se bĺıž́ı k nule pro k → +∞.
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I.1.17. Věta. Necht’ {Xk} je posloupnost bod̊u v En, přičemž Xk = [x1k, . . . , xnk].
Necht’ A = [a1, . . . , an] ∈ En. Pak

lim
k→+∞

Xk = A ⇐⇒ lim
k→+∞

xik = ai pro všechna i = 1, 2, . . . , n.

Tuto větu lze snadno dokázat, použijeme-li (I.1.3) a rozeṕı̌seme-li pečlivě
‖Xk − A‖ pomoćı (I.1.1).

Věta I.1.17 ř́ıká, že limitu posloupnosti bod̊u {Xk} lze poč́ıtat “po souřadnićıch”. To
znamená, že prvńı souřadnice limitńıho bodu A je rovna limitě prvńıch souřadnic bod̊u
Xk (tj. lim

k→+∞
x1k = a1), druhá souřadnice limitńıho bodu A je rovna limitě druhých

souřadnic bod̊u Xk (tj. lim
k→+∞

x2k = a2) atd.

I.1.18. Př́ıklad. Rozhodněme, zda posloupnost bod̊u

Xk =

[
sin k

k
,

k2 − 7k

6− 5k − 2k2
,
k + 1

k + 5

]
, (k = 1, 2, . . . )

je konvergentńı v E3. V př́ıpadě, že ano, určeme limitu.

Ř e š e n ı́ : Uvažovanou posloupnost lze zapsat: {Xk} = { [x1k, x2k, x3k] }, kde

x1k =
sin k

k
, x2k =

k2 − 7k

6− 5k − 2k2
, x3k =

k + 1

k + 5
.

Pro limity posloupnost́ı {x1k}, {x2k} a {x3k} plat́ı:

lim
k→+∞

x1k = lim
k→+∞

sin k

k
= 0, lim

k→+∞
x2k = lim

k→+∞

k2 − 7k

6− 5k − 2k2
= −1

2
,

lim
k→+∞

x3k = lim
k→+∞

k + 1

k + 5
= 1.

Všechny posloupnosti {x1k}, {x2k} a {x3k}maj́ı konečné limity a tud́ıž jsou konvergentńı.
Na základě věty I.1.17 můžeme učinit závěr: Posloupnost {Xk} je konvergentńı v E3 a

lim
k→+∞

Xk =
[

0, −1
2
, 1
]
.

I.1.19.∗ Hromadný bod množiny. Izolovaný bod množiny. Předpokládejme, že
M ⊂ En. Bod A ∈ En nazýváme hromadným bodem množiny M , jestliže v množině M
existuje alespoň jedna posloupnost bod̊u {Xk}, r̊uzných od A, konverguj́ıćı k bodu A.

Hromadný bod množiny M může sám patřit do množiny M , ale také tomu tak být
nemuśı. Název je odvozen od toho, že v jakkoliv malém okoĺı hromadného bodu se body
množiny M “hromad́ı”, neboli vždy se jich tam najde nekonečně mnoho.

Bod A ∈ M nazýváme izolovaným bodem množiny M , jestliže A neńı hromadným
bodem množiny M .

I.1.20.∗ Př́ıklady. 1. Předpokládejme, že En = E1 a M je otevřeným intervalem (0, 1).

Pak každý bod uzavřeného intervalu 〈0, 1〉 je hromadným bodem M . M nemá
žádné izolované body.
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2. Necht’ En = E1 a M = N (množina přirozených č́ısel). Tato množina M nemá
žádné hromadné body. Každý jej́ı bod je zároveň jej́ım izolovaným bodem.

3. Necht’ En = E1 a M = {1; 1
2
, 1

3
, 1

4
, . . . }. Každý bod množiny M je jej́ım izolo-

vaným bodem. Jediným hromadným bodem množiny M je bod 0, který sám však
do množiny M nepatř́ı.

4. Necht’ En = E2 a M = {X = [x1, x2] ∈ E2; x2
1 + x2

2 < 2}. (M je otevřený kruh se
středem v počátku a poloměru

√
2.) Tato množina M nemá žádné izolované body.

Hromadné body M tvoř́ı množinu M = {X = [x1, x2] ∈ E2; x2
1 + x2

2 ≤ 2}.

I.1.21.∗ Některé daľśı vlastnosti hromadných a izolovaných bod̊u. Neńı těžké
dokázat následuj́ıćı tvrzeńı:

1. Bod A ∈M je izolovaným bodem množiny M právě když existuje okoĺı U(A), ve
kterém se kromě bodu A již nenacháźı žádný daľśı bod množiny M .

2.∗ M je uzavřená množina právě když M obsahuje všechny své hromadné body.

I.2. Funkce v́ıce proměnných, základńı pojmy.

I.2.1. Funkce v́ıce proměnných – motivace a př́ıklady. Při matematickém mod-
elováńı r̊uzných jev̊u, stav̊u a proces̊u se velmi často vyskytuj́ı př́ıpady, kdy jedna
proměnná veličina záviśı na větš́ım počtu jiných proměnných veličin. Uved’me některé
př́ıklady:

– Objem V kuželu, jehož podstavou je kruh, záviśı na poloměru podstavy r a na výšce
kuželu v takto: V = 1

3
πr2v.

– Velikost śıly, kterou je hmotným bodem o hmotnosti M , umı́stěným v počátku souřad-
ného systému v E3, přitahován jiný hmotný bod o hmotnostim a souřadnićıch [x1, x2, x3],
je

F =
κMm

x2
1 + x2

2 + x2
3

.

(κ je Newtonova gravitačńı konstanta.) F tud́ıž záviśı na M , m, x1, x2 a x3.

– Podle zjednodušeného matematického modelu (Ch. Cobb a P. Douglas, 1928) celková
produkce P ekonomiky za jeden rok záviśı na množstv́ı vykonané práce L a množstv́ı
vloženého kapitálu K takto: P = 1.01L0.75K0.25.

– O některých funkćıch v́ıme, že existuj́ı, ale jejich vyjádřeńı nějakou formuĺı (předepisu-
j́ıćı provedeńı konečně mnoha operaćı) bud’ neznáme, nebo to v̊ubec neńı možné. Např́ı-
klad každému bodu X = [x1, x2, x3] v mı́stnosti je možné přǐradit teplotu T . Teplota
nav́ıc záviśı na čase t. T je tedy funkćı čtyř proměnných: x1, x2, x3 a t. Přesné vyjádřeńı
T , v mı́stnosti komplikovaného tvaru a s r̊uznými zdroji tepla, je však prakticky nemožné.
T můžeme pouze přibližně popsat tabulkou teplot ve zvolených bodech X a ve zvolených
časových okamžićıch t. Takovou tabulku lze źıskat bud’ měřeńım nebo výpočtem, popis
výpočtu by však značně přesahoval obsah předmětu Matematika II.

I.2.2. Funkce n proměnných. Definičńı obor. Zápis funkce. Předpokládejme, že
n ∈ N a M ⊂ En, M 6= ∅. Zobrazeńı f množiny M do R nazýváme funkćı n proměnných.
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(Hodnotami funkce f jsou reálná č́ısla, proto též hovoř́ıme o reálné funkci n proměnných.)
Množinu M nazýváme definičńım oborem funkce f a znač́ıme ji D(f).

Funkce f , definovaná na množině M ⊂ En, každému bodu X = [x1, . . . , xn] ∈
M přǐrazuje reálné č́ıslo, které znač́ıme f(X) nebo f(x1, . . . , xn). Veličiny x1, . . . , xn
nazýváme nezávisle proměnné. Definujeme-li funkci f rovnićı y = f(x1, . . . , xn), pak
ř́ıkáme, že y (nebo i samotná funkce f) “záviśı” na proměnných x1, . . . , xn.

Pro značeńı funkćı v́ıce proměnných plat́ı stejná pravidla, jako u funkćı jedné pro-
měnné. Na zcela exaktńı úrovni je tedy mezi f a f(X) tento rozd́ıl: Zat́ımco f je označeńı
funkce, f(X) je č́ıslo – a to hodnota funkce f v bodě X. Podobně jako u funkćı jedné
proměnné, nebudeme však ani zde toto pravidlo dodržovat zcela d̊usledně a funkci
budeme často označovat jak f , tak třeba f(X), f(x1, x2), f(x1, . . . , xn), f(x, y) atd.
Prvńı značeńı (tj. f) má tu výhodu, že je přesné a krátké. Daľśı značeńı (tj. např́ıklad
f(x1, x2)) má jinou výhodu, a to že je z něj okamžitě patrné, na kolika a jakých
proměnných f záviśı.

Funkce budeme často značit i jinými ṕısmeny než f , např́ıklad g, h, F , apod.

Necht’ f je např́ıklad funkce, která každému bodu X = [x1, x2] z množiny M =
{[x1, x2] ∈ E2; x2 ≥ 1} přǐrazuje č́ıslo x1 +

√
x2. Tuto skutečnost můžeme zapsat takto:

1. f : y = x1 +
√
x2 pro x2 ≥ 1,

2. f(x1, x2) = x1 +
√
x2; [x1, x2] ∈M ,

apod. Mějte na paměti následuj́ıćı d̊uležité pravidlo, které již znáte z teorie funkćı jedné
proměnné: pokud v definici funkce neńı explicitně (tj. výslovně) zadán definičńı obor,
pak za definičńı obor považujeme množinu všech možných hodnot nezávisle proměn-
ných, pro které má formule, j́ıž je funkce definovaná, smysl. Jestliže tedy definujeme
funkci g např́ıklad rovnićı

(I.2.1) g(x, y, z) = x ln(y + z)

bez bližš́ı specifikace definičńıho oboru, pak definičńım oborem funkce g rozumı́me
množinu všech bod̊u [x, y, z] ∈ E3, pro které má výraz na pravé straně (I.2.1) smysl. Je
to množina {[x, y, z] ∈ E3; y + z > 0}. Ṕı̌seme:

D(g) = {[x, y, z] ∈ E3; y + z > 0}.

I.2.3. Obor hodnot. Graf. Předpokládejme, že f je funkce n proměnných, definovaná
na množině M ⊂ En.

Oborem hodnot funkce f rozumı́me množinu

H(f) = {y ∈ R; ∃X ∈M : y = f(X)}.

Grafem funkce f nazýváme množinu

gr(f) = {[X, y] ∈ En+1; X ∈M a y = f(X)}.

Ze středńı školy i z kurzu Matematika I je vám známo, že grafem “rozumné” funkce
jedné proměnné je křivka v E2. (“Rozumnou” funkćı mı́ńıme např́ıklad spojitou funkci,
podrobně to však na tomto mı́stě nebudeme rozeb́ırat.) Podobně, grafem “rozumné”
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Obr. 3

funkce dvou proměnných je
plocha v E3. (Viz obr. 3.)
Analogicky, grafem “rozum-
né” funkce tř́ı proměnných
je útvar v E4. To si však
již jen stěž́ı někdo dokáže
představit.

I.2.4. Izokřivky. Kromě grafu existuje ještě jedna možnost, jak vizuálně přibĺıžit
funkci dvou proměnných. Tou možnost́ı je sestrojeńı soustavy tzv. izokřivek.

Je-li y = f(x1, x2) funkce dvou proměnných a k je zvolené reálné č́ıslo, pak množinu
bod̊u {[x1, x2] ∈ E2; f(x1, x2) = k} nazýváme izokřivkou funkce f . Rovnici f(x1, x2) = k
nazýváme rovnićı uvažované izokřivky.

Funkce dvou proměnných může mı́t nekonečně mnoho izokřivek: Různým hodnotám
k odpov́ıdaj́ı r̊uzné izokřivky. Izokřivka může být i prázdná množina, jestliže k 6∈ H(f).
Izokřivka obecně nemuśı být křivkou: Např́ıklad pro konstantńı funkci y = k na množině
M je izokřivka o rovnici f(x1, x2) = k množinou identickou s M . Název “izokřivka” se
vžil proto, že pro většinu spojitých a nekonstantńıch funkćı f jsou izokřivky skutečně
t́ım, co si představujeme pod pojmem “křivka”. Často se též použ́ıvá název “izočára”.
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I.2.5. Př́ıklady izokřivek. a) Izokřivky jsou běžně použ́ıvány při kresleńı map:
Např́ıklad křivky, spojuj́ıćı body se stejnou nadmořskou výškou, jsou izokřivkami funkce
y = f(x1, x2), udávaj́ıćı nadmořskou výšku mı́sta o souřadnićıch x1, x2. (Použ́ıvá se
název vrstevnice.) Nebo křivky, spojuj́ıćı body se stejnou teplotou, jsou izokřivkami
funkce y = T (x1, x2), udávaj́ıćı teplotu v bodě [x1, x2]. (Tyto izokřivky se nazývaj́ı
izotermy .) Křivky, spojuj́ıćı body se stejným tlakem, jsou izokřivkami funkce y =
P (x1, x2), udávaj́ıćı tlak v bodě [x1, x2]. (Těmto izokřivkám se ř́ıká izobary .)

b) Kružnice o rovnićıch x2
1+x2

2 = k (pro r̊uzná k > 0) jsou izokřivkami funkce y = x2
1+x2

2.
(Grafem této funkce je rotačńı paraboloid v E3 – viz [5], str. 43.)

c) Na obr. 4a vid́ıte část grafu funkce y = x2
1 − x2

2 a na obr. 4b vid́ıte odpov́ıdaj́ıćı
soustavu izokřivek. Izokřivkami jsou hyperboly o rovnićıch x2

1−x2
2 = k pro r̊uzná k ∈ R.

I.2.6. Izoplochy. Je-li f funkce tř́ı proměnných a k je reálné č́ıslo, pak množinu bod̊u
{[x1, x2, x3] ∈ E3; f(x1, x2, x3) = k} nazýváme izoplochou funkce f .

Izoplocha je podobným pojmem, jako izokřivka, ovšem “o jednu dimenzi výše”.
Uvažovaná funkce je funkćı tř́ı proměnných, nikoliv pouze dvou, a izoplocha je množinou
v E3, nikoliv pouze v E2. Izoplocha může být obecně velmi rozmanitou množinou, pro
většinu spojitých a nekonstantńıch funkćı tř́ı proměnných je však jej́ı tvar v souladu
s t́ım, co si představujeme pod pojmem “plocha”.

Např́ıklad kulová plocha x2+y2+z2 = 4 je izoplochou funkce f(x, y, z) = x2+y2+z2.

I.2.7. Operace s funkcemi. Předpokládejme, že f a g jsou funkce n proměnných
s definičńımi obory D(f), D(g) ⊂ En. Součtem funkćı f a g rozumı́me funkci h, jej́ıž
definičńı obor je D(h) = D(f) ∩ D(g) a která každému X ∈ D(h) přǐrazuje hodnotu
h(X) = f(X) + g(X). Zkráceně ṕı̌seme: h = f + g. Analogicky definujeme i rozd́ıl a
součin dvou funkćı.

Podobně můžeme definovat i pod́ıl funkćı f a g. V definičńım oboru pod́ılu se však
nesmı́ vyskytovat žádné body, ve kterých je jmenovatel nulový. Definice pod́ılu tedy
zńı: Pod́ılem funkćı f a g rozumı́me funkci h, jej́ımž definičńım oborem je množina
D(h) = D(f) ∩ {X ∈ D(g); g(X) 6= 0} a která každému X ∈ D(h) přǐrazuje č́ıslo
h(X) = f(X)/g(X). Zkráceně ṕı̌seme: h = f/g.

Vid́ıte, že operace mezi funkcemi v́ıce proměnných se definuj́ı stejně, jako v př́ıpadě
funkćı jedné proměnné. Podobně je tomu i s daľśımi pojmy, které následuj́ı v této kapi-
tole.

I.2.8. Složená funkce. Předpokládejme, že y = f(x1, . . . , xn) je funkce n proměnných
x1, . . . , xn. Dosad́ıme-li na mı́sto těchto proměnných daľśı funkce, které záviśı např́ıklad
na k proměnných t1, . . . , tk:

x1 = ϕ1(t1, . . . , tk), . . . , xn = ϕ(t1, . . . , tk),

źıskáme funkci

(I.2.2) y = f(ϕ1(t1, . . . , tk), . . . , ϕn(t1, . . . , tk)).

Tuto funkci nazýváme složenou funkćı. f je vněǰśı funkce a ϕ1, . . . , ϕn jsou vnitřńı
funkce.
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Je patrné, že aby složená funkce (I.2.2) byla definovaná v nějaké množině G ⊂ Ek,
muśı být všechny funkce ϕ1, . . . , ϕn definovány v množině G a[

ϕ1(t1, . . . , tk), . . . , ϕn(t1, . . . , tk)
]
∈ D(f) pro všechna [t1, . . . , tk] ∈ G.

I.2.9. Př́ıklad. Předpokládejme, že y = f(x1, x2) je funkce dvou proměnných, defino-
vaná v E2. x1 a x2 můžeme považovat za kartézské souřadnice bodu X = [x1, x2] v E2.
Jsou-li r, ϕ polárńı souřadnice téhož bodu X, pak x1 = r cos ϕ a x2 = r sin ϕ. (Viz
odstavec II.3.5.) Dosad́ıme-li toto vyjádřeńı x1 a x2 do funkce f , źıskáme složenou funkci
y = f(r cos ϕ, r sin ϕ).

I.2.10. Omezená funkce. Necht’ f je funkce n proměnných a M ⊂ D(f). Funkci
f nazýváme shora omezenou na množině M , jestliže existuje reálné č́ıslo K takové, že
∀X ∈M : f(X) ≤ K.

Analogicky, funkci f nazýváme zdola omezenou na množině M , jestliže existuje reálné
č́ıslo L takové, že ∀X ∈M : f(X) ≥ L.

Funkci f nazýváme omezenou na množině M , je-li f na M omezená zdola i shora.

Je-li funkce f shora omezená na celém svém definičńım oboru D(f), pak tuto funkci
nazýváme krátce shora omezenou. Analogicky definujeme i funkci zdola ome- zenou a
omezenou.

I.2.11. Př́ıklad. Funkce f : y = x2
1+x2

2 je zdola omezená, nikoliv však shora omezená,
v E2. Grafem f je paraboloid.

I.2.12. Vektorová funkce. Vektorové pole. V mechanice a daľśıch discipĺınách často
pracujeme s funkcemi, které každému bodu nějaké množiny přǐrazuj́ı nikoliv reálné č́ıslo,
ale vektor. Jako př́ıklad můžeme uvést rychlost tekutiny, proud́ıćı v oblasti M . Rychlost
v každém bodě X = [x1, x2, x3] ∈M je vektor, nikoliv skalár. Jiným př́ıkladem je defor-
mace tělesa, vyplňuj́ıćıho p̊uvodně oblast M ⊂ E3: Každému bodu X = [x1, x2, x3] ∈M
lze přǐradit vektor, udávaj́ıćı posunut́ı bodu X. Funkce, jejichž hodnotami jsou vektory,
nazýváme vektorovými funkcemi. Přesná definice vektorové funkce zńı:

Předpokládejme, že M ⊂ En. Zobrazeńı, které každému bodu X ∈ M přǐrazuje
vektor v En, nazýváme vektorovou funkćı.

Je-li vektorová funkce f definovaná v množině M ⊂ En, pak existuje n skalárńıch
funkćı f1, . . . , fn takových, že

f(X) =
(
f1(X), . . . , fn(X)

)
pro každé X ∈M .

Tuto skutečnost krátce zapisujeme:

f = (f1, . . . , fn).

f1, . . . , fn nazýváme souřadnicové funkce vektorové funkce f . Označ́ıme-li e1, . . . , en
jednotkové vektory, orientované souhlasně s osami x1, . . . , xn, pak také můžeme použ́ıvat
zápis

f(X) = f1(X) e1 + · · ·+ fn(X) en pro každé X ∈M

nebo f = f1e1 + · · ·+ fnen.
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Speciálně, když n = 3, tak mı́sto vektor̊u e1, e2, e3 často použ́ıváme označeńı i, j,
k (podobně, jako když mı́sto x1, x2, x3 znač́ıme souřadnice x, y, z.) Vektory i, j, k
jsou jednotkové vektory, které jsou postupně orientované souhlasně s osami x, y, z.
Vektorovou funkci f se souřadnicovými funkcemi U , V , W pak můžeme zapisovat takto:

f = (U, V,W ) nebo f = U i + V j +W k.

Je-li n = 2 a f je “rovinná” vektorová funkce se souřadnicovými funkcemi U , V , pak
můžeme analogicky psát:

f = (U, V ) nebo f = U i + V j.

Daľśımi př́ıklady vektorových funkćı jsou intenzita gravitačńıho pole, intenzita elek-
trostatického nebo magnetického pole atd. Ve všech těchto př́ıpadech je možné každému
bodu X z určité množiny M ⊂ E3 přǐradit vektor – śılu, kterou p̊usob́ı gravitačńı
(nebo elektrostatické) pole na hmotný bod o jednotkové hmotnosti (nebo na jednotkový
náboj) umı́stěný v bodě X, apod. Ve fyzice se často mı́sto “funkce” použ́ıvá název
“pole”: Hovoř́ı se o poli rychlosti proud́ıćı tekutiny, o gravitačńım poli a o elektromag-
netickém poli. Proto i v matematice mı́sto “vektorová funkce” často použ́ıváme název
vektorové pole.

V některých př́ıpadech, zejména při fyzikálńıch aplikaćıch, je vhodné zd̊uraznit rozd́ıl
mezi vektorovou funkćı (vektorovým polem) a obyčejnou funkćı, jej́ıž hodnoty jsou reálná
č́ısla (skaláry). Proto “obyčejnou” funkci n proměnných někdy nazýváme skalárńı funkćı
nebo skalárńım polem. Jako př́ıklady skalárńıch poĺı můžeme uvést pole teplot v tělese
vyplňuj́ıćım množinu M ⊂ E3, intenzitu osvětleńı na rovinné desce, pokrývaj́ıćı množinu
M ⊂ E2 atd.

V tomto textu se budeme zabývat zejména skalárńımi funkcemi. Abychom to ne-
museli pořád opakovat, učińıme tuto úmluvu: Kdykoliv použijeme název “funkce” bez
jakéhokoliv adjektiva, budeme mı́t na mysli skalárńı funkci. S vektorovými funkcemi a
s jejich integrály se setkáme zejména v kapitolách III.4, III.5, IV.4 a IV.5.

I.3. Limita a spojitost.

I.3.1. Limita funkce – motivace. Připomeňme označeńı, zavedené ve skriptu [5],
str. 46: R∗ je tzv. rozš́ı̌rená množina reálných č́ısel. Je to sjednoceńı množiny reálných
č́ısel R a dvouprvkové množiny {−∞; +∞}. Daľśı podrobnosti o množině R∗ lze nalézt
v [5], str. 46.

Předpokládejme, že f je funkce n proměnných, A ∈ En a a ∈ R∗. Když řekneme,
že “f(X) se bĺıž́ı k a”, pokud se “X bĺıž́ı k A”, tak si pod t́ım jistě dokážete něco
představit. Z kurzu Matematika I už v́ıte, že matematika umı́ takovou představu přesně
popsat pomoćı pojmu “limita”. V následuj́ıćıch odstavćıch budeme definovat dva typy
limit. V prvńım př́ıpadě budeme předpokládat, že X se bĺıž́ı k A “ze všech stran”.
(Limita v bodě A, odstavec I.3.2.) Ve druhém př́ıpadě budeme předpokládat, že X se
také bĺıž́ı k bodu A, avšak X přitom patř́ı do nějaké množiny M . (Limita v bodě A
vzhledem k množině M , odstavec I.3.8.) X se tedy může bĺıžit k A např́ıklad po určité
křivce nebo z nějaké množiny, na jej́ıž hranici lež́ı bod A, apod.
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I.3.2. Limita funkce. Předpokládejme, že f je funkce n proměnných, A ∈ En, a ∈ R∗
a existuje prstencové okoĺı P(A), které je celé obsaženo v definičńım oboru funkce f .
Jestliže pro každou posloupnost bod̊u {Xk} v P(A) plat́ı implikace

Xk → A =⇒ f(Xk)→ a,

pak č́ıslo a nazýváme limitou funkce f pro X bĺı̌źıćı se k A. Ṕı̌seme:

lim
X→A

f(X) = a nebo lim
x1→a1, ..., xn→an

f(x1, . . . , xn) = a.

Připomeňme, že Xk → A je pouze kratš́ı zápis toho, že lim
k→+∞

Xk = A.

Podobně, f(Xk)→ a znamená, že lim
k→+∞

f(Xk) = a.

Vid́ıte, že aby funkce f mohla mı́t limitu pro X → A, muśı být definovaná v nějakém
prstencovém okoĺı bodu A. Funkce f pak má limitu rovnou a pro X → A, jestliže, zhruba
řečeno, při X bĺıž́ıćım se k A z jakéhokoliv směru, se funkčńı hodnoty f(X) bĺıž́ı k č́ıslu
a. V bodě A samotném funkce definovaná být může i nemuśı. Existence a hodnota limity
f(X) pro X → A záviśı výhradně na chováńı funkce f v prstencovém okoĺı bodu A,
nikoliv v bodě A samém. To je stejné, jako u funkce jedné proměnné.

Limitu funkce f n proměnných v bodě A ∈ En jsme definovali pomoćı dvou limit
posloupnost́ı: lim Xk a lim f(Xk). Upozorňujeme čtenáře, že toto neńı jediná možnost,
jak limitu funkce n proměnných definovat. Při vývoji diferenciálńıho počtu funkćı v́ıce
proměnných vzniklo v́ıce možných definic, všechny však vyjadřuj́ı totéž.

Ze skutečnosti, že posloupnost reálných č́ısel {f(Xk)} může mı́t (pro k → +∞)
nejvýše jednu limitu a, lze snadno odvodit následuj́ıćı větu:

I.3.3. Věta. Funkce f m̊uže mı́t v bodě A ∈ En nejvýše jednu limitu.

To znamená, že jsou možné pouze dva př́ıpady:

1) lim
X→A

f(X) neexistuje (jinými slovy: funkce f v bodě A nemá žádnou limitu),

2) nebo lim
X→A

f(X) existuje a má jedinou hodnotu a.

I.3.4. Př́ıklad. f(x, y) =
sin(x2 + y2)

x2 + y2
Vyšetř́ıme lim

[x,y]→[0,0]
f(x, y).

Funkce f je definovaná v celém E2 s výjimkou bodu [0, 0]. f(x, y) záviśı na x a y pouze
prostřednictv́ım výrazu x2 + y2. Když se [x, y] bĺıž́ı k [0, 0], tak se x2 + y2 bĺıž́ı k nule.
Označ́ıme-li tedy z = x2 + y2, pak z [x, y]→ [0, 0] plyne, že z → 0. Proto

lim
[x,y]→[0,0]

f(x, y) = lim
[x,y]→[0,0]

sin(x2 + y2)

x2 + y2
= lim

z→0

sin z

z
= 1.

I.3.5. Př́ıklad. g(x, y) =
x2 − y2

x2 + y2
Vyšetř́ıme lim

[x,y]→[0,0]
g(x, y).

Funkce g je definovaná v E2−{[0, 0]}. Představme si nejprve, že [x, y] se bĺıž́ı k [0, 0] po
ose x. To znamená, že y = 0, x 6= 0 a x→ 0. Pak

g(x, y) = g(x, 0) =
x2

x2
= 1.

Proto g(x, y)→ 1 pro [x, y]→ [0, 0] po ose x. Dále si představme, že [x, y] se bĺıž́ı k [0, 0]
po ose y. To znamená, že x = 0, y 6= 0 a y → 0. Pak
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g(x, y) = g(0, y) =
−y2

y2
= −1.

Proto g(x, y) → −1 pro [x, y] → [0, 0] po ose y. Hodnoty g(x, y) se tedy mohou bĺıžit
minimálně ke dvou r̊uzným č́ısl̊um (1 a −1), jestliže [x, y] → [0, 0] z r̊uzných směr̊u.
Kdyby limita g(x, y) pro [x, y] → [0, 0] existovala, pak by musela mı́t zároveň hodnotu
1 i −1. To však odporuje větě I.3.3. Proto limita

lim
[x,y]→[0,0]

g(x, y)

neexistuje.

I.3.6. Poznámka. Postup z př́ıkladu I.3.5 lze zobecnit: Jestliže

1) g(X)→ a1 pro X bĺıž́ıćı se k A po nějaké křivce C1 a

2) g(X)→ a2 (kde a2 6= a1) pro X bĺıž́ıćı se k A po nějaké jiné křivce C2,

pak lim
X→A

g(X) neexistuje.

I.3.7. Př́ıklad. g(x1, x2) =
sin(x1 + 2x2)

x1 + 2x2

Vyšetř́ıme lim
[x1,x2]→[0,0]

g(x1, x2).

Funkce g je definovaná pro x1 + 2x2 6= 0. To znamená, že je definovaná ve všech bodech
E2 kromě př́ımky x1 + 2x2 = 0. Tato př́ımka procháźı bodem [0, 0]. Funkce g tedy neńı
definovaná v žádném (celém) prstencovém okoĺı bodu [0, 0], protože jakékoliv prstencové
okoĺı [0, 0] má s př́ımkou x1 + 2x2 = 0 neprázdný pr̊unik. Proto limita

lim
[x1,x2]→[0,0]

g(x1, x2)

neexistuje.

I.3.8.∗ Limita funkce vzhledem k množině. Předpokládejme, že f je funkce n
proměnných, a ∈ R∗, M je množina v En, A je hromadný bod množiny M a existuje
prstencové okoĺı P(A), pro než plat́ı P(A)∩M ⊂ D(f). Jestliže pro každou posloupnost
bod̊u {Xk} v P(A) ∩M plat́ı implikace

Xk → A =⇒ f(Xk)→ a,

pak č́ıslo a nazýváme limitou funkce f pro X bĺı̌źıćı se k A vzhledem k množině M .
Ṕı̌seme:

lim
X→A
X∈M

f(X) = a nebo lim
x1→a1, ..., xn→an

[x1,...,xn]∈M

f(x1, . . . , xn) = a.

Typickou situaćı která je motivem k zavedeńı a vyšetřováńı limity vzhledem k mno-
žině M je př́ıpad, kdy A se nacháźı na hranici množiny M a nezávisle proměnná X se
nebĺıž́ı k limitńımu bodu A ze všech stran, ale jenom z množiny M . Je patrné, že aby
funkce f mohla mı́t limitu v bodě A vzhledem k množině M , nemuśı již být definovaná
v nějakém celém prstencovém okoĺı P(A). Stač́ı, když je definovaná na pr̊uniku P(A)
s množinou M . Aby měla uvedená definice rozumný smysl, požadujeme rovněž, aby
v množině M existovala alespoň jedna posloupnost bod̊u {Xk}, r̊uzných od A, která
konverguje k A. To je splněno, je-li A hromadným bodem množiny M .

Vid́ıte, že limita funkce pro X → A, definovaná v odstavci I.3.2, je vlastně limitou
pro X → A vzhledem k libovolnému prstencovému okoĺı bodu A.
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Pro limitu funkce v́ıce proměnných v bodě A ∈ En vzhledem k množině M ⊂ En
plat́ı stejná věta, jako I.3.3:

I.3.9.∗ Věta. Funkce f m̊uže mı́t v bodě A ∈ En nejvýše jednu limitu vzhledem
k množině M ⊂ En.

I.3.10.∗ Př́ıklad. Vrat’me se k limitě z př́ıkladu I.3.7. Pokud budeme limitu poč́ıtat
jakožto limitu vzhledem k množině těch x1 a x2, pro která je x1 + 2x2 6= 0 (neboli
[x1, x2] ∈ M = {[x1, x2] ∈ E2; x1 + 2x2 6= 0}), pak můžeme označit u = x1 + 2x2 a pro
limitu plat́ı:

lim
[x1,x2]→[0,0]

[x1,x2]∈M

sin(x1 + 2x2)

x1 + 2x2

= lim
u→0

sin u

u
= 1.

Ještě poznamenejme, že mı́sto [x1,x2]→[0,0]
[x1,x2]∈M můžeme pod “lim” psát i [x1,x2]→[0,0]

x1+2x2 6=0
.

I.3.11.∗ Př́ıklad. Vyšetř́ıme limitu lim
[x,y]→[2,1]
x−2y≥0

[
2x− y +

√
x− 2y

]
.

Uvažovaná funkce je definovaná v polorovině M = {[x, y]; x− 2y ≥ 0}, na jej́ıž hranici
lež́ı bod [2, 1]. Jestliže se bod [x, y] bĺıž́ı k [2, 1] a zároveň [x, y] z̊ustává v množině M ,
pak zřejmě x→ 2 a y → 1 a

lim
[x,y]→[2,1]
x−2y≥0

[
2x− y +

√
x− 2y

]
= 2 · 2− 1 +

√
2− 2 · 1 = 3.

I.3.12. Rozd́ıl, součet, součin a pod́ıl limit. Z teorie funkćı jedné proměnné
v́ıme, že limita součtu (rozd́ılu atd.) dvou nebo v́ıce funkćı se za jistých jednoduchých
předpoklad̊u rovná součtu (rozd́ılu atd.) limit. Stejná tvrzeńı plat́ı i pro limity funkćı
v́ıce proměnných. Tato tvrzeńı zde znovu vyṕı̌seme, pro jednoduchost však pouze pro
limitu definovanou v odstavci I.3.2, tj. limitu pro X → A.

Předpokládejme, že lim
X→A

f(X) = a a lim
X→A

g(X) = b. Pak

lim
X→A

[
f(X)± g(X)

]
= a± b,

lim
X→A

f(X) · g(X) = a · b,

lim
X→A

f(X)

g(X)
=

a

b

za předpokladu, že výrazy na pravých stranách maj́ı smysl.

Předpoklad o tom, že výrazy na pravých stranách maj́ı smysl, znamená, že na
pravých stranách nesmı́ vzniknout např́ıklad výrazy (+∞)−(+∞), 0 ·(+∞), 5/0, apod.
Stejná tvrzeńı plat́ı i pro limitu pro X → A vzhledem k nějaké množině.

Z diferenciálńıho počtu funkćı jedné proměnné znáte i limity pro x → ±∞. Ve
v́ıcerozměrném prostoru En však nemá rozumný smysl definovat dva směry “do +∞”
nebo “do −∞”, jako v E1. Nicméně, lze vyšetřovat chováńı (limitu) funkce, vzdaluje-
li se X neomezeně od počátku (tj. ‖X − O‖ → +∞) bud’ jakýmkoliv směrem nebo
pouze v určité neomezené množině. Takovými typy limit se však v tomto textu zabývat
nebudeme.
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I.3.13. Spojitost funkce – motivace. Na obr. 5a a obr. 5b vid́ıte grafy dvou funkćı
dvou proměnných na množině M ⊂ E2. Zat́ımco grafem funkce f (obr. 5a) je “neporuše-
ná plocha” v E3 “nad” množinou M , o grafu funkce g (obr. 5b) se totéž ř́ıci nedá. Matem-
atika charakterizuje takové chováńı funkćı f a g pomoćı pojmu “spojitost”: O funkci
f můžeme ř́ıci, že je “spojitá” v bodě A i na množině M , o funkci g však neplat́ı ani
jedno, ani druhé.

V daľśıch odstavćıch najdete přesné definice spojitosti v bodě A, spojitosti v bodě
A vzhledem k množině M a spojitosti na množině M , spolu s daľśımi komentáři.
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I.3.14. Spojitost funkce v bodě A. Předpokládejme, že f je funkce n proměnných,
A ∈ D(f) a existuje okoĺı U(A), které je celé obsaženo v D(f). Ř́ıkáme, že funkce f je
spojitá v bodě A, jestliže pro každou posloupnost bod̊u {Xk} v U(A) plat́ı implikace

Xk → A =⇒ f(Xk)→ f(A).

Porovnáte-li tuto definici s definićı I.3.2 (limita funkce), uvid́ıte, že plat́ı toto jedno-
duché tvrzeńı: Funkce f je spojitá v bodě A právě tehdy, je-li

lim
X→A

f(X) = f(A).

Definice spojitosti funkce n proměnných v bodě A ∈ En je tud́ıž rozš́ı̌reńım definice
spojitosti funkce jedné proměnné v bodě a ∈ E1, známé z Matematiky I. Smysl definice
z̊ustává stejný. Zhruba řečeno: Když se X bĺıž́ı k A z jakékoliv strany, funkčńı hodnoty
f(X) se muśı bĺıžit k hodnotě funkce f v limitńım bodě A, tj. k f(A).

I.3.15. Spojitost funkce v bodě A vzhledem k množině M . Předpokládejme,
že f je funkce n proměnných, M ⊂ En a A ∈ D(f) ∩ M . Ř́ıkáme, že funkce f je
spojitá v bodě A vzhledem k množině M , jestliže pro každou posloupnost bod̊u {Xk}
v M plat́ı implikace

Xk → A =⇒ f(Xk)→ f(A).

Smysl definice je zřejmý: Spojitost funkce f v bodě A vzhledem k množině M záviśı
pouze na chováńı f v bodech množiny M . Když se X bĺıž́ı k A, přitom ale X z̊ustává
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v M , pak se funkčńı hodnoty f(X) muśı bĺıžit k hodnotě f(A). Jak se chová funkce f
mimo množinu M , i to, jestli je tam v̊ubec definovaná, neńı podstatné.

Typickou situaćı, kdy má smysl hovořit o spojitosti funkce f v bodě A vzhledem
k množině M , je př́ıpad, kdy A lež́ı na hranici množiny M . Pokud A je vnitřńım bodem
M , pak spojitost v bodě A (ve smyslu definice I.3.14) a spojitost v bodě A vzhledem
k množině M splývaj́ı.

Př́ıkladem spojitosti funkce vzhledem k množině je u funkce jedné proměnné spo-
jitost v bodě a ∈ E1 zprava nebo zleva. Spojitost zprava v bodě a je totiž spojitost́ı
vzhledem k pravému okoĺı a a spojitost zleva v bodě a je spojitost́ı vzhledem k levému
okoĺı a.

I.3.16. Spojitost funkce na množině M . Předpokládejme, že f je funkce n proměn-
ných a M je množina v En, obsažená v D(f). Ř́ıkáme, že funkce f je spojitá na množině
M , jestliže v každém bodě X ∈M je spojitá vzhledem k množině M .

Jednoduchým př́ıkladem spojitosti na množině je v teorii funkćı jedné proměnné
spojitost funkce na intervalu.

Z definice I.3.16 okamžitě plyne toto jednoduché tvrzeńı:

Je-li funkce f (n proměnných) spojitá na množině M a M0 ⊂ M , pak funkce f je také
spojitá na množině M0.

I.3.17.∗ Poznámka. Z definice spojitosti funkce v bodě A vzhledem k množině M je
patrné, že je-li A izolovaným bodem množiny M , pak jakákoliv funkce, jej́ıž definičńı
obor obsahuje bod A, je spojitá v bodě A vzhledem k množině M . Odtud a z definice
I.3.16 dále vyplývá, že pokud se množina M skládá pouze z izolovaných bod̊u, pak každá
funkce, která je na ńı definovaná, je na ńı zároveň spojitá.

Praktickou otázkou je, jak poznáme, že nějaká funkce je spojitá v bodě A, spojitá
v bodě A vzhledem k množině M , nebo spojitá na celé množině M . Velmi užitečné jsou
při tom následuj́ıćı věty:

I.3.18. Věta (o spojitosti součtu, rozd́ılu, součinu, absolutńı hodnoty a pod́ılu).
a) Předpokládejme, že funkce f a g (n proměnných) jsou spojité v bodě A ∈ En. Pak
funkce f + g, f − g, f · g a |f | jsou také spojité v bodě A. Je-li g(A) 6= 0, pak pod́ıl f/g
je rovněž spojitou funkćı v bodě A.

(Výše uvedená část věty plat́ı i pro spojitost v bodě A vzhledem k množině M .)

b) Jsou-li funkce f a g (n proměnných) spojité na množině M ⊂ En, pak i funkce f + g,
f − g, f · g a |f | jsou spojité na množině M . Je-li nav́ıc g(X) 6= 0 pro ∀X ∈ M , pak
pod́ıl f/g je rovněž spojitou funkćı na množině M .

Pomoćı principu matematické indukce lze nyńı snadno ukázat, že stejná tvrzeńı plat́ı
nejenom pro součet dvou funkćı, ale i pro součet jakéhokoliv konečného počtu funkćı.
Totéž plat́ı pro rozd́ıl, součin atd.

Následuj́ıćı věta pojednává o spojitosti složené funkce. Připomeňme, že když vytvář́ı-
me složenou funkci pomoćı funkce y = f(x1, . . . , xn), pak za každou z proměnných x1,
. . . , xn dosad́ıme nějakou novou funkci, která záviśı např́ıklad na k proměnných t1, . . . ,
tk: x1 = ϕ1(t1, . . . , tk), . . . , xn = ϕn(t1, . . . , tk). Myšlenka věty o spojitosti složené
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funkce je zcela jednoduchá – jsou-li všechny vnitřńı funkce ϕ1, . . . , ϕk spojité v bodě
A = [a1, . . . , ak] ∈ Ek, zobrazuj́ı-li společně bod A na bod B ∈ En a je-li vněǰśı funkce
f spojitá v bodě B, pak složená funkce je spojitá v bodě A. Podobně, jsou-li všechny
vnitřńı funkce ϕ1, . . . , ϕn spojité na množině G ⊂ Ek, zobrazuj́ı-li společně tuto množinu
do množiny M ⊂ En a je-li vněǰśı funkce f spojitá na množině M , pak složená funkce
je spojitá na množině G. Nicméně, přesný zápis těchto tvrzeńı je formálně trochu kom-
plikovaný:

I.3.19. Věta (o spojitosti složené funkce). a) Předpokládejme, že funkce

(I.3.1) y = f(x1, . . . , xn)

je spojitá v bodě B = [b1, . . . , bn], funkce

(I.3.2) x1 = ϕ1(t1, . . . , tk), . . . , xn = ϕn(t1, . . . , tk)

jsou všechny spojité v bodě A = [a1, . . . , ak] a B = [ϕ1(A), . . . , ϕn(A)]. Pak složená
funkce

(I.3.3) y = f
(
ϕ1(t1, . . . , tk), . . . , ϕn(t1, . . . , tk)

)
je spojitá v bodě A.

b) Předpokládejme, že vněǰśı funkce (I.3.1) je spojitá na množině M ⊂ En, všechny
vnitřńı funkce (I.3.2) jsou spojité na množině G ⊂ Ek a zobrazeńı

(I.3.4)

x1 = ϕ1(t1, . . . , tk),
...

xn = ϕn(t1, . . . , tk)

zobrazuje množinu G do M . Pak složená funkce (I.3.3) je spojitá na množině G.

Předpoklad, že zobrazeńı (I.3.4) zobrazuje množinu G do množiny M znamená, že
pro každé T = [t1, . . . , tk] ∈ G patř́ı bod X = [x1, . . . , xn], jehož souřadnice jsou dány
rovnicemi (I.3.4), do množiny M .

Nyńı už můžeme vyšetřit spojitost mnoha konkrétńıch funkćı. Uvád́ıme př́ıklad:

I.3.20. Př́ıklad. Funkce

h(x, y, z) = ln(x+ y) + cos(y − z)

je spojitou funkćı v poloprostoru G = {[x, y, z] ∈ E3; x + y > 0} (který je jej́ım
definičńım oborem).

Je zřejmé, že G je definičńım oborem funkce h. Podmı́nka x+ y > 0 vyplývá z toho,
že x+ y je argumentem logaritmu a logaritmus je definován pouze pro kladné hodnoty
svého argumentu.

Funkce h(x, y, z) je součtem dvou složených funkćı: ln(x + y) a cos(y − z). Vněǰśı
funkce logaritmus je spojitá na (0,+∞). Vnitřńı funkce x+ y je spojitá v G a zobrazuje
G do (0,+∞). Složená funkce ln(x + y) je tedy spojitá v G. Vněǰśı funkce kosinus je
spojitá v E1. Vnitřńı funkce y − z je spojitá v G a zobrazuje G do E1. Složená funkce
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cos(y − z) je proto spojitá v G. Funkce h, jakožto součet dvou spojitých funkćı v G, je
také spojitá funkce v G.

Na konci této kapitoly ještě uvád́ıme větu, která je obdobou známé věty z teorie
funkćı jedné proměnné:

I.3.21. Věta (o nabýváńı mezihodnot). Předpokládejme, že funkce f (n proměn-
ných) je spojitá na množině M ⊂ En, A a B jsou dva body v množině M a L je lomená
čára, která spojuje body A a B a která lež́ı celá v M . Pak ke každému č́ıslu y mezi f(A)
a f(B) (včetně možné rovnosti) existuje bod X ∈ L takový, že y = f(X).

Této větě se také ř́ıká, stejně jako analogické větě pro funkce jedné proměnné, Dar-
bouxova věta. Jej́ı význam je jednoduchý. Představte si, že se pohybujete po lomené
čáře L od A k B. Hodnoty funkce f se v bodech, kterými procháźıte, měńı spojitě.
Funkce f tedy nemůže žádnou zvolenou hodnotu y mezi f(A) a f(B) přeskočit. Někde
na lomené čáře L proto muśıte narazit na bod X, ve kterém je y = f(X).

I.4. Parciálńı derivace. Diferencovatelná funkce. Tečná rovina.
Diferenciál.

I.4.1. Parciálńı derivace – motivace. Z diferenciálńıho počtu funkćı jedné proměnné
znáte pojem derivace. Jistě si vzpomı́náte, že f ′(a) je směrnice tečny ke grafu funkce f
v bodě [a, f(a)]. f ′(a) vyjadřuje mı́ru, s jakou se měńı hodnoty f(x), když proměnná x
procháźı bodem a. Předpokládejme nyńı, že f je funkce n proměnných a A = [a1, . . . , an]
je bod v definičńım oboru funkce f . Zaj́ımá-li nás mı́ra změny hodnot f(X), když
proměnný bod X procháźı bodem A, pak muśıme nejprve určit směr, kterým X procháźı
bodem A. V En totiž, na rozd́ıl od E1, je daleko v́ıce možnost́ı. Zvoĺıme-li za př́ıslušný
směr např́ıklad směr rovnoběžný s osou x1, pak proměnný bod X má prvńı souřadnici
x1 proměnnou, ale všechny ostatńı jsou konstantńı a stejné, jako souřadnice bodu A:
X = [x1, a2, . . . , an]. (Kreslete si obrázek v E2.) Na f(X) = f(x1, a2, . . . , an) pak můžeme
hledět jako na funkci jedné proměnné x1 a můžeme ji jako takovou podle x1 v bodě
x1 = a1 derivovat. Př́ıslušná derivace je rovna limitě

(I.4.1) lim
h→0

f(a1 + h, a2, . . . , an)− f(a1, a2, . . . , an)

h
,

jestliže tato limita existuje a je konečná. (Srovnejte s definićı III.4.3 ve skriptu [5],
str. 63.) Uvažovanou derivaci nazýváme parciálńı derivaćı f podle x1 v bodě A. Tato
derivace vyjadřuje mı́ru změny hodnot funkce f , procháźı-li proměnná X bodem A
směrem shodným s orientaćı osy x1. Přesnou definici parciálńı derivace obsahuje následu-
j́ıćı odstavec I.4.2.

Limitu (I.4.1) můžeme zapsat i kratš́ım zp̊usobem: Vrat’me se k označeńı A =
[a1, . . . , an]. Je-li e1 jednotkový vektor, orientovaný souhlasně s osou x1 (viz označeńı
v odstavci I.2.13), pak [a1 + h, a2, . . . , an] = A + he1. Limita (I.4.1) je tud́ıž identická
s limitou

(I.4.2) lim
h→0

f(A+ he1)− f(A)

h
.
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Nyńı můžeme přikročit k definici parciálńı derivace podle obecné proměnné xi.

I.4.2. Parciálńı derivace v bodě A. Předpokládejme, že y = f(x1, . . . , xn) je funkce
n proměnných, A = [a1, . . . , an] ∈ D(f), i je jedno z č́ısel 1, . . . , n a ei je jednotkový
vektor v En, orientovaný souhlasně se souřadnou osou xi. Existuje-li konečná limita

(I.4.3) lim
h→0

f(A+ hei)− f(A)

h
,

pak jej́ı hodnotu nazýváme parciálńı derivaćı funkce f podle proměnné xi v bodě A a
označujeme ji

∂f

∂xi
(A),

∂

∂xi
f(A) nebo

∂y

∂xi
(A).

(Mı́sto A můžeme v závorce též vypsat jednotlivé souřadnice a1, . . . , an.)

I.4.3. Poznámka. Vid́ıte, že limita (I.4.3) je zobecněńım limity (I.4.2) (což neńı nic
jiného, než jen trochu odlǐsný zápis limity (I.4.1)). Pokud je vám p̊uvodńı zápis (I.4.1)
bližš́ı než zápis (I.4.2), můžete v definici I.4.2 vyj́ıt z (I.4.1) a mı́sto limity (I.4.3) můžete
parciálńı derivaci podle xi definovat limitou

(I.4.4) lim
h→0

1

h

[
f(a1, . . . , ai−1, ai + h, ai+1, . . . , an)− f(a1, . . . , an)

]
.

Je úplně jedno, kterou limitu (tj. (I.4.3) nebo (I.4.4)) v definici použijeme, protože obě
vyjadřuj́ı totéž. V každém př́ıpadě plat́ı, že pokud parciálńı derivace f podle xi v bodě
A existuje, pak

∂f

∂xi
(A) = lim

h→0

f(A+ hei)− f(A)

h

= lim
h→0

1

h

[
f(a1, . . . , ai−1, ai + h, ai+1, . . . , an)− f(a1, . . . , an)

]
.

I.4.4. Parciálńı derivace jako funkce. Předpokládejme, že y = f(x1, . . . , xn) je
funkce n proměnných. Funkci, která každému bodu X = [x1, . . . , xn] ∈ D(f), ve kterém
existuje parciálńı derivace f podle xi, přǐrazuje hodnotu této parciálńı derivace, nazýváme
parciálńı derivaćı f podle xi. Znač́ıme ji

∂f

∂xi
,

∂

∂xi
f nebo

∂y

∂xi
.

Pro jej́ı definičńı obor plat́ı inkluze

D

(
∂f

∂xi

)
⊂ D(f).

I.4.5. Výpočet parciálńı derivace. Z definice I.4.2 je zřejmé, že parciálńı derivace
funkce f podle xi vznikne tak, že na f hled́ıme jako na funkci jedné proměnné, a to xi,
a jako takovou ji derivujeme. Ostatńı proměnné přitom považujeme za parametry nebo
za konstanty. Při výpočtu parciálńı derivace se budeme ř́ıdit přesně stejnými pravidly.
Výpočet parciálńı derivace je pak stejný, jako výpočet derivace funkce jedné proměnné.
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I.4.6. Př́ıklad. f(x1, x2) = 2x1 x
2
2 + 3x5

1 x
7
2 − 3x4

1 Pak plat́ı:

∂f

∂x1

= 2x2
2 + 15x4

1 x
7
2 − 12x3

1,
∂f

∂x2

= 4x1 x2 + 21x5
1 x

6
2 pro [x1, x2] ∈ E2.

I.4.7. Př́ıklad. f(x, y, z) = 2x2y3 − 5xz + ex
2+y2+z2

Pak plat́ı:

∂f

∂x
(x, y, z) = 4xy3 − 5z + 2x ex

2+y2+z2

,
∂f

∂y
(x, y, z) = 6x2y2 + 2y ex

2+y2+z2

,

∂f

∂z
(x, y, z) = −5x+ 2z ex

2+y2+z2

pro [x, y, z] ∈ E3.

I.4.8. Parciálńı derivace a spojitost. Z teorie funkćı jedné proměnné v́ıte, že z exis-
tence derivace funkce y = f(x) v bodě a plyne spojitost funkce f v bodě a. (Viz skriptum
[5], str. 64.) Otázkou je, zda podobné tvrzeńı plat́ı i pro funkce v́ıce proměnných. Přesně
řečeno: Plyne z existence parciálńıch derivaćı funkce v́ıce proměnných v bodě A ∈ En
spojitost této funkce v bodě A? Odpověd’ je: NE. Funkce v́ıce proměnných může mı́t
všechny parciálńı derivace v bodě A a přesto nemuśı být v bodě A spojitá. Ukážeme to
na jednoduchém př́ıkladu:

Př́ıklad. Necht’ f je funkce dvou proměnných, která je definovaná takto:

f(x, y) =

{
0 pro x 6= 0 a y 6= 0,

1 pro x = 0 nebo y = 0.

Funkce f má hodnoty 0 v celé rovině E2 s výjimkou obou os x a y, na kterých jsou
jej́ı hodnoty rovny 1. Z definice parciálńı derivace v odstavci I.4.2 i z jej́ıho vyjádřeńı
v poznámce I.4.3 snadno plyne, že

∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

1

h

[
f(h, 0)− f(0, 0)

]
= lim

h→0

1

h
[1− 1] = 0

a podobně
∂f

∂y
(0, 0) = lim

h→0

1

h

[
f(0, h)− f(0, 0)

]
= lim

h→0

1

h
[1− 1] = 0.

(Můžete také použ́ıt tuto úvahu: Funkce f je konstantńı na obou osách x i y. Jej́ı
parciálńı derivace v bodě [0, 0] jak podle x, tak podle y, jsou tud́ıž, jakožto derivace
konstantńıch funkćı, rovny nule.) Funkce f , přestože obě jej́ı parciálńı derivace v bodě
[0, 0] existuj́ı, však neńı v bodě [0, 0] spojitá.

Pokračováńı. Vid́ıte, že vlastnost “mı́t parciálńı derivace” je v př́ıpadě funkce v́ıce
proměnných slabš́ı vlastnost́ı, než vlastnost “mı́t derivaci” u funkce jedné proměnné.
V př́ıpadě funkce f jedné proměnné existence derivace v bodě a zajǐst’uje spojitost
f v bodě a a existenci tečny ke grafu f v bodě [a, f(a)]. U funkce v́ıce proměnných
existence parciálńıch derivaćı negarantuje ani jedno, ani druhé. Je proto přirozené se
ptát:

1) Co zajǐst’uje u funkce v́ıce proměnných spojitost?

2) Co zajǐst’uje u funkce v́ıce proměnných existenci tečné roviny a jaká je jej́ı rovnice?
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(Graf funkce f je množinou, např́ıklad plochou, v E3 – viz obr. 3. Mı́sto o tečné
př́ımce tedy muśıme hovořit o tečné rovině.)

V daľśıch odstavćıch najdete odpovědi na tyto otázky. Uvid́ıte, že vlastnost́ı funkce,
která zajǐst’uje spojitost i existenci tečné roviny je tzv. diferencovatelnost. Z Matematiky
I v́ıte, že o funkci y = f(x), která má derivaci v bodě a, se někdy ř́ıká, že je diferenco-
vatelná v bodě a. U funkce v́ıce proměnných se však diferencovatelnost́ı v bodě A mı́ńı
o něco v́ıce, než je pouhá existence parciálńıch derivaćı v bodě A. V odstavćıch I.4.9 a
I.4.10 vylož́ıme, co to znamená, že funkce v́ıce proměnných je diferencovatelná v bodě
A. Protože pojem diferencovatelné funkce velmi úzce souviśı s pojmem tečné roviny,
budeme význam obou pojmů vysvětlovat současně.

I.4.9. Tečná rovina, diferencovatelná funkce – motivace. Představme si pro
jednoduchost, že y = f(x1, x2) je funkce dvou proměnných, jej́ımž grafem je plocha
σ, a A = [a1, a2] je bod v D(f). Souřadnice v E3 budeme v tomto odstavci značit
x1, x2 a y. (x1 a x2 jsou nezávisle proměnné a y je závisle proměnná.) Označme P
bod v E3, jehož souřadnice jsou x1 = a1, x2 = a2 a y = f(a1, a2). (To znamená, že
P = [a1, a2, f(a1, a2)] = [A, f(A)].) P je bod na ploše σ.

Přirozené požadavky na tečnou rovinu k ploše σ v bodě P jsou:

a) Tečná rovina procháźı bodem P .

b) Tečná rovina neńı rovnoběžná s osou y.

c) Plocha σ se k tečné rovině v bodě P “přimyká”.

Požadavek b) vycháźı z analogie s funkcemi jedné proměnné, kde derivace zajǐst’uje
existenci tečny, která neńı rovnoběžná s osou y. Rovin v E3, které vyhovuj́ı požadavk̊um
a) a b), je nekonečně mnoho. Jsou to grafy všech možných lineárńıch funkćı y = L(X),
kde X = [x1, x2],

(I.4.5) L(X) = f(A) + k1 · (x1 − a1) + k2 · (x2 − a2)

a k1 a k2 jsou reálné koeficienty.

Než objasńıme, co přesně rozumı́me požadavkem c), vysvětĺıme smysl tohoto poža-
davku na př́ıkladu: Představte si, že máte lupu s proměnným zvětšeńım. Dı́váte-li se
touto lupou na bod P a nastavujete větš́ı a větš́ı zvětšeńı, pak plocha σ by se v zorném
poli lupy měla méně a méně lǐsit od tečné roviny. Při hypotetickém nekonečném zvětšeńı
by plocha σ měla v zorném poli lupy s tečnou rovinou zcela splynout. Popǐsme tuto
představu matematicky. Body na tečné rovině maj́ı souřadnice [X, L(X)]. Body na
ploše σ maj́ı souřadnice [X, f(X)]. Tyto body se lǐśı ve třet́ı souřadnici. Rozd́ıl třet́ıch
souřadnic je f(X)−L(X). Nastavováńı stále větš́ıho zvětšeńı lupy znamená, že v zorném
poli lupy se zobrazuj́ı pouze body ve zmenšuj́ıćım se okoĺı bodu P , tj. body, pro jejichž
prvńı dvě souřadnice plat́ı x1 → a1 a x2 → a2. Pak X → A, tj. ‖X − A‖ → 0.
Požadavek, aby v zorném poli lupy plocha σ stále v́ıce splývala s tečnou rovinou zna-
mená, že f(X)− L(X) se má také bĺıžit k nule, a to dokonce “rychleji”, než ‖X − A‖.
Vyjádřeno matematicky:

(I.4.6) lim
X→A

f(X)− L(X)

‖X − A‖
= 0.

Situace je nakreslena na obr. 6a. Na obr. 6b vid́ıte dvourozměrný řez obrázku 6a rovi-
nou, procházej́ıćı body A a X a rovnoběžnou s osou y. (Osa y je čárkovaně zakreslena
v pozad́ı.)
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Nyńı můžeme vše shrnout: Rovina y = L(X) (kde lineárńı funkce L je dána rovnićı
(I.4.5)) splňuje požadavky a), b) a c) a můžeme ji tud́ıž nazvat tečnou rovinou k ploše
σ v bodě P , jestliže je splněna podmı́nka (I.4.6). Lze dokázat, že pokud je podmı́nka
(I.4.6) splněna, koeficienty k1 a k2 jsou jednoznačně určeny a tečná rovina je tud́ıž také
jednoznačně určená. Důkaz najdete v odstavci I.4.12. K tečné rovině se znovu vrát́ıme
v odstavci I.4.13, kde uvedeme jej́ı přesnou definici i rovnici.

Uvedený výklad můžeme nyńı snadno zobecnit pro funkci n proměnných. V tomto
př́ıpadě je A = [a1, . . . , an], X = [x1, . . . , xn] a lineárńı funkce L má tvar

(I.4.7) L(X) = f(A) + k1 · (x1 − a1) + . . . + kn · (xn − an).

k1, . . . , kn jsou reálné koeficienty. Mı́sto toho, že k ploše, která je grafem funkce y =
f(X), existuje v bodě P = [A, f(A)] tečná rovina, se v matematické analýze častěji
použ́ıvá rčeńı, že “funkce f je v bodě A diferencovatelná”. Přesná a stručná definice je
uvedena v následuj́ıćım odstavci.

I.4.10. Diferencovatelná funkce. Předpokládejme, že y = f(X) = f(x1, . . . , xn)
je funkce n proměnných a A = [a1, . . . , an] ∈ En. O funkci f ř́ıkáme, že je diferenco-
vatelná v bodě A, jestliže existuje lineárńı funkce (I.4.7) taková, že

(I.4.8) lim
X→A

f(X)− L(X)

‖X − A‖
= 0.

O funkci f ř́ıkáme, že je diferencovatelná v množině M ⊂ En, jestliže je diferencov-
atelná v každém bodě množiny M .

V odstavci I.4.15 najdete jednoduchou postačuj́ıćı podmı́nku, která umožňuje poz-
nat, že funkce f je diferencovatelná v bodě A nebo v otevřené množině M ⊂ En. Difer-
encovatelnost funkce f v bodě A má d̊uležité d̊usledky. S prvńımi dvěma se seznámı́me
v odstavćıch I.4.11 a I.4.12.

I.4.11. Věta. Je-li funkce f (n proměnných) diferencovatelná v bodě A ∈ En, pak je
v bodě A spojitá.
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D ů k a z : Z diferencovatelnosti funkce f v bodě A plyne existence lineárńı funkce
L tvaru (I.4.7), která splňuje podmı́nku (I.4.8). Spojitost funkce f v bodě A lze nyńı
dokázat takto:

lim
X→A

f(X) = lim
X→A

[
f(A) + (f(X)− L(X)) + (L(X)− f(A))

]
= lim

X→A

[
f(A) +

f(X)− L(X)

‖X − A‖
‖X − A‖ + (L(X)− f(A))

]
= f(A).

I.4.12. Věta. Je-li funkce f (n proměnných) diferencovatelná v bodě A ∈ En, pak má
v bodě A parciálńı derivace podle všech proměnných.

D ů k a z : Vypoč́ıtejme např́ıklad parciálńı derivaci f podle x1 v bodě A. Zvolme
X = A+he1 = [a1 +h, a2, . . . , an]. Předpokládejme nejprve, že h > 0. Pak ‖X−A‖ = h
a L(X) = f(A) + k1 · h. Z podmı́nky (I.4.8) dostáváme, že

0 = lim
X→A

f(X)− L(X)

‖X − A‖
= lim

h→0+

(
f(A+ he1)− f(A)

h
− k1

)
.

Stejnou rovnost obdrž́ıme i v př́ıpadě, že h < 0 a h→ 0−. Odtud plyne, že

∂f

∂x1

(A) = lim
h→0

f(A+ he1)− f(A)

h
= k1 .

Podobně, parciálńı derivace f podle daľśıch proměnných x2, . . . , xn v bodě A rovněž
existuj́ı a jsou postupně rovny koeficient̊um k2, . . . , kn.

Nyńı se vrat’me k tečné rovině ke grafu funkce f , dvou proměnných, v bodě P =
[A, f(A)] ∈ E3. Předpokládejme, že funkce f je v bodě A = [a1, a2] diferencovatelná.
Z odstavce I.4.9 vyplývá, že tečná rovina je grafem jedné z nekonečně mnoha lineárńıch
funkćı tvaru (I.4.5). (Té, která splňuje podmı́nku (I.4.6).) V d̊ukazu věty I.4.12 jsme dále
odvodili, že v lineárńı funkci (I.4.5), která vyhovuje podmı́nce (I.4.6), jsou koeficienty k1

a k2 jsou rovny parciálńım derivaćım f podle x1 a x2 v bodě A. Můžeme tedy vyslovit
definici:

I.4.13. Tečná rovina. Předpokládejme, že funkce y = f(x1, x2), dvou proměnných,
je diferencovatelná v bodě A = [a1, a2] ∈ E2. Tečnou rovinou ke grafu funkce f v bodě
P = [A, f(A)] ∈ E3 nazýváme rovinu o rovnici

(I.4.9) y = f(A) +
∂f

∂x1

(A) · (x1 − a1) +
∂f

∂x2

(A) · (x2 − a2).

(Souřadnice v E3 jsou zde značeny x1, x2 a y, stejně jako v odstavci I.4.9.)

Definici můžeme snadno zobecnit pro funkci n proměnných:

Předpokládejme, že funkce y = f(x1, . . . , xn), n proměnných, je diferencovatelná v bodě
A = [a1, . . . , an] ∈ En. Tečnou rovinou ke grafu funkce f v bodě P = [A, f(A)] ∈ En+1

nazýváme množinu bod̊u v En+1, vyhovuj́ıćıch rovnici

(I.4.10) y = f(A) +
∂f

∂x1

(A) · (x1 − a1) + . . . +
∂f

∂xn
(A) · (xn − an).
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(Souřadnice v En+1 jsou zde značeny x1, . . . , xn, y.)

Tečná rovina ke grafu funkce n proměnných je rovinou v prostoru En+1. Pokud je
n > 2, pak dimenze prostoru En+1 je větš́ı, než 3. Takový prostor, i rovinu v něm, si těžko
umı́me představit. Abychom vyjádřili, že rovina v tomto prostoru je “něč́ım v́ıce”, než
pouze rovinou v E3, často ji nazýváme “nadrovinou”. U funkce obecně n proměnných
tud́ıž často mı́sto o tečné rovině hovoř́ıme o tečné nadrovině.

I.4.14. Normála. V tomto odstavci se opět omeźıme na funkci dvou proměnných.
Předpokládejme, že funkce y = f(x1, x2) je diferencovatelná v bodě A = [a1, a2] ∈ E2.
Normálou grafu funkce f v bodě P = [A, f(A)] ∈ E3 nazýváme př́ımku v E3, která
procháźı bodem P a je v tomto bodě kolmá k tečné rovině. Směrovým vektorem normály
je vektor

n =

(
∂f

∂x1

(A),
∂f

∂x2

(A), −1

)
.

Parametrické rovnice normály jsou

(I.4.11) x1 = a1 + t
∂f

∂x1

(A), x2 = a2 + t
∂f

∂x2

(A), y = f(A)− t; t ∈ R.

(Souřadnice v E3 jsou zde značeny x1, x2, y.)

I.4.15. Lineárńı aproximace. Diferenciál. Předpokládejme, že funkce f , n proměn-
ných, je diferencovatelná v bodě A = [a1, . . . , an] ∈ En. Ze všech možných lineárńıch
funkćı (tj. funkćı jejichž grafem je rovina v En+1) je zřejmě nejlepš́ı aproximaćı funkce f
v okoĺı bodu A ta lineárńı funkce, jej́ımž grafem je tečná rovina. Taková lineárńı funkce
má rovnici, identickou s rovnićı tečné roviny, tj. s rovnićı (I.4.10).

Pro X = [x1, . . . , xn] “bĺızko” A tud́ıž přibližně plat́ı

(I.4.12) f(X) =̇ f(A) +
∂f

∂x1

(A) · (x1 − a1) + . . . +
∂f

∂xn
(A) · (xn − an).

Toto přibližné vyjádřeńı f(X) často zapisujeme ve tvaru

(I.4.13) f(X) =̇ f(A) + df ,

kde

(I.4.14) df =
∂f

∂x1

(A) · (x1 − a1) + . . . +
∂f

∂xn
(A) · (xn − an).

Výraz df nazýváme diferenciálem funkce f v bodě A. Vid́ıte, že diferenciál záviśı jak na
poloze bodu A, tak na rozd́ılech x1− a1, . . . , xn− an. Proto je přesněǰśı mı́sto pouhého
df psát např́ıklad df [A](x1 − a1, . . . , xn − an).

Označ́ıme-li dx1 = x1 − a1, . . . , dxn = xn − an, pak X = [x1, . . . , xn] =
[a1 + dx1, . . . , xn + dxn] a

(I.4.15) f(a1 + dx1, . . . , an + dxn) =̇ f(a1, . . . , an) + df [A](dx1, . . . , dxn),

kde

(I.4.16) df [A](dx1, . . . , dxn) =
∂f

∂x1

(A) · dx1 + . . . +
∂f

∂xn
(A) · dxn.
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Abychom zd̊uraznili, že diferenciál funkce v́ıce proměnných je, na rozd́ıl od diferen-
ciálu funkce jedné proměnné, diferenciálem “vzhledem ke všem proměnným”, nazýváme
jej též často totálńım diferenciálem.

I.4.16. Jak poznáme, že funkce je diferencovatelná. V odstavćıch I.4.9–I.4.15
jste viděli, že diferencovatelnost funkce f v bodě A je d̊uležitou vlastnost́ı, která má
řadu d̊usledk̊u. Otázkou však je, jak jednoduše poznáme, zda daná funkce f je v daném
bodě A diferencovatelná. Ověřováńı podmı́nky (I.4.8) z definice diferencovatelné funkce
by totiž př́ılǐs jednoduché nebylo. Odpověd’ poskytuje následuj́ıćı věta. Část a) se týká
diferencovatelnosti funkce f v bodě A, část b) obsahuje postačuj́ıćı podmı́nku pro difer-
encovatelnost funkce f v otevřené množině M .

Věta. Předpokládejme, že f je funkce n proměnných.

a) Má-li funkce f spojité parciálńı derivace podle všech proměnných v bodě A ∈ En,
pak je diferencovatelná v bodě A.

b) Je-li M otevřená množina v En a funkce f má spojité parciálńı derivace podle
všech proměnných v množině M , pak je diferencovatelná v množině M .

I.4.17. Př́ıklad. f(x1, x2) = 2 ln x1 − x2
2

Je funkce f diferencovatelná v bodě A = [1, 3]? Pokud ano, napǐste rovnici tečné roviny
ke grafu f v bodě P = [1, 3, f(1, 3)]. Napǐste, jak vypadá diferenciál funkce f v bodě
A. Pomoćı diferenciálu přibližně vypoč́ıtejte hodnotu f(1.2, 3.2).

Ř e š e n ı́ : Funkce f má parciálńı derivace

∂f

∂x1

=
2

x1

,
∂f

∂x2

= −2x2 .

Obě parciálńı derivace jsou spojitými funkcemi v bodě A. Funkce f je tud́ıž (podle věty
I.4.16) diferencovatelná v bodě A. Funkce f a jej́ı parciálńı derivace maj́ı v bodě A
hodnoty:

f(1, 3) = −9,
∂f

∂x1

(1, 3) = 2,
∂f

∂x2

(1, 3) = −6.

Rovnici tečné roviny v bodě P = [1, 3,−9] źıskáme dosazeńım do rovnice (I.4.9):

y = −9 + 2 (x1 − 1) − 6 (x2 − 3).

(Souřadnice v E3 jsou značeny x1, x2 a y.) Diferenciál źıskáme dosazeńım do (I.4.15):

df [1, 3](dx1, dx2) = 2 dx1 − 6 dx2 .

Přibližnou hodnotu f(1.1, 3.2) vypoč́ıtáme pomoćı vzorce (I.4.15), který použijeme
s hodnotami dx1 = 0.1 a dx2 = 0.2:

f(1.1, 3.2) =̇ f(1, 3) + df [1, 3](dx1, dx2) = −9 + 2 · 0.1− 6 · 0.2 = −10.

I.4.18. Shrnut́ı d̊uležitých vět. Předpokládejme, že f je funkce n proměnných a
A ∈ En. Věta I.4.16 ř́ıká, že ze spojitosti parciálńıch derivaćı funkce f v bodě A plyne
diferencovatelnost f v bodě A. Z diferencovatelnosti pak plyne spojitost funkce f v bodě
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A (věta I.4.11) a celá řada daľśıch vlastnost́ı. Následuj́ıćı schéma symbolicky shrnuje tyto
a některé daľśı d̊uležité věty. Body 4. a 5. budou probrány až v kapitole I.5, v zájmu
úplnosti schématu je však zařazujeme i zde.

Funkce f má spojité parciálńı
derivace podle všech proměnných
v bodě A.www� (Věta I.4.16.)

f je diferencovatelná v bodě A. =⇒



1. f je spojitá v bodě A. (Věta I.4.11.)

2. Existuje tečná rovina ke grafu funkce
f v bodě A. Jej́ı rovnice je (I.4.9)
nebo obecněji (I.4.10).

3. Existuje diferenciál funkce f v bodě A.
Diferenciál je dán rovnićı (I.4.16).

4. Derivace f ve směru daném nenulovým
vektorem u existuje a lze ji vypoč́ıtat
pomoćı formule (I.5.2). (Věta I.5.5.)

5. Gradient funkce f v bodě A má geo-
metrický a fyzikálńı význam, popsaný
v odstavci I.5.7.

I.5. Derivace v daném směru. Gradient. Parciálńı derivace
vyšš́ıch řád̊u. Parciálńı derivace složené funkce.

I.5.1. Derivace v daném směru. V odstavćıch I.4.1 a I.4.2 je vysvětlena a definována
parciálńı derivace funkce f , n proměnných, v bodě A ∈ En. Připomı́náme, že parciálńı
derivace f podle xi v bodě A vyjadřuje mı́ru změny hodnot f(X), když “proměnný”
bod X procháźı bodem A směrem, shodným s orientaćı osy xi. Tento směr je definován
jednotkovým vektorem ei. Přirozená potřeba vyjádřeńı mı́ry, s jakou se měńı hodnoty
f(X), procháźı-li X bodem A směrem, definovaným nějakým obecným jednotkovým
vektorem u0 (který nemuśı být shodný s žádným z vektor̊u e1, . . . , en) vede k následuj́ıćı
definici:

Předpokládejme, že f je funkce n proměnných, A ∈ D(f) a u0 je jednotkový vektor
v En. Existuje-li konečná limita

(I.5.1) lim
h→0

f(A+ hu0)− f(A)

h
,

pak jej́ı hodnotu nazýváme derivaćı funkce f ve směru u0 v bodě A (nebo také
směrovou derivaćı f v bodě A podle u0) a označujeme ji

∂f

∂u0
(A).

I.5.2. Poznámka. Definici derivace funkce f v daném směru můžeme snadno rozš́ı̌rit
i na př́ıpad, kdy směr je definován obecným nenulovým vektorem, který nemuśı být
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jednotkový: Jestliže u je nenulový vektor v En, pak jednotkovým vektorem ve směru u
je vektor u0 = u/‖u‖. Derivaci f v bodě A ve směru u definujeme rovnost́ı

∂f

∂u
(A) =

∂f

∂u0
(A).

(Derivace na pravé straně už je známá z odstavce I.5.1.)

V odstavci I.5.5 uvid́ıte, že postačuj́ıćı podmı́nkou pro existenci derivace funkce f
v daném směru v bodě A je diferencovatelnost funkce f v bodě A. V tomto odstavci se
také dozv́ıte, jak je možné derivaci funkce v daném směru jednoduše vypoč́ıtat. Vzorec,
který budeme při výpočtu použ́ıvat, obsahuje tzv. gradient funkce. S t́ımto pojmem se
proto nyńı seznámı́me.

I.5.3. Gradient. Předpokládejme, že f je funkce n proměnných x1, . . . , xn a A je bod
v En, ve kterém má funkce f parciálńı derivace podle všech proměnných. Gradientem
funkce f v bodě A nazýváme vektor, který znač́ıme grad f(A) a pro který plat́ı:

grad f(A) =

(
∂f

∂x1

(A), . . . ,
∂f

∂xn
(A)

)
,

nebo v souladu s označeńım, zavedeným v odstavci I.2.12,

grad f(A) =
∂f

∂x1

(A) e1 + . . . +
∂f

∂xn
(A) en .

Vektorovou funkci, která každému bodu X ∈ D(f), ve kterém má funkce f parciálńı
derivace podle všech proměnných, přǐrazuje vektor grad f(X), nazýváme krátce gradien-
tem funkce f . Znač́ıme ji grad f . Je patrné, že D(grad f) ⊂ D(f).

I.5.4. Př́ıklad. f(x, y, z) = 3xy + e−(x2+y2+z2) Vypoč́ıtejte grad f .

Funkce f má parciálńı derivace:

∂f

∂x
= 3y − 2x e−(x2+y2+z2),

∂f

∂y
= 3x− 2y e−(x2+y2+z2),

∂f

∂z
= −2z e−(x2+y2+z2).

Gradientem f je vektorová funkce

grad f =
(
3y − 2x e−(x2+y2+z2), 3x− 2y e−(x2+y2+z2), −2z e−(x2+y2+z2)

)
Gradientem f ve zvoleném bodě A, např́ıklad A = [0, 1,−1], je vektor

grad f(0, 1,−1) =
(
3, −2e−2, 2e−2

)
.

I.5.5. Existence a výpočet derivace funkce ve směru u. Za předpokladu, že
funkce f je diferencovatelná v bodě A a u = (u1, . . . , un) je nenulový vektor v En, je
možné dokázat, že derivace f ve směru u v bodě A existuje a

∂f

∂u
(A) =

1

‖u‖
·
(
∂f

∂x1

(A) · u1 + . . . +
∂f

∂xn
(A) · un

)
.

Tuto formuli lze zapsat jednodušš́ım zp̊usobem pomoćı gradientu funkce f v bodě
A. Výsledek je tak d̊uležitý, že jej zaṕı̌seme jako samostatnou větu:
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Věta. Předpokládejme, že funkce f (n proměnných) je diferencovatelná v bodě A ∈ En.
Předpokládejme dále, že u je nenulový vektor v En. Pak derivace funkce f v bodě A ve
směru u existuje a je možné ji vypoč́ıtat pomoćı formule

(I.5.2)
∂f

∂u
(A) =

grad f(A) · u
‖u‖

(
= grad f(A) · u0, kde u0 =

u

‖u‖

)
.

I.5.6. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme derivaci funkce f(x, y) = 3x2 + 5xy + y2 v bodě A =
[1,−1] ve směru, definovaném vektorem u = (3, 2) (pokud derivace existuje).

Ř e š e n ı́ : Parciálńı derivace funkce f jsou:

∂f

∂x
= 6x+ 5y,

∂f

∂y
= 5x+ 2y.

Obě parciálńı derivace jsou spojité v celém E2, funkce f je tud́ıž (podle věty I.4.16)
diferencovatelná v celém E2. Pro nás je podstatné, že je diferencovatelná v bodě A.
Hledaná derivace tud́ıž existuje. Gradientem f v bodě A je vektor

grad f(1,−1) =

(
∂f

∂x
(1,−1),

∂f

∂y
(1,−1)

)
=
(
6x+ 5y, 5x+ 2y

)∣∣∣
[x,y]=[1,−1]

= (1, 3).

Pomoćı vzorce (I.5.2) dostáváme:

∂f

∂u
(1,−1) =

(1, 3) · u
‖u‖

=
(1, 3) · (3, 2)√

32 + 22
=

9√
13

.

I.5.7. Geometrický a fyzikálńı význam gradientu. Předpokládejme, že funkce
f (n proměnných) je diferencovatelná v bodě A. Předpokládejme dále, že grad f(A) je
nenulový vektor. Ptejme se: V jakém směru má funkce f nejvěťśı derivaci? Označ́ıme-li
α úhel, který sv́ıraj́ı vektory grad f(A) a u, pak z formule (I.5.2) plyne:

∂f

∂u
(A) =

‖grad f(A)‖ ‖u‖ cos α

‖u‖
= ‖grad f(A)‖ cos α.

výraz na pravé straně má maximálńı možnou hodnotu, je-li α = 0. (Pak cos α = 1.)
Můžeme tedy učinit závěr: Funkce f má v bodě A největš́ı derivaci ve směru, defi-
novaném vektorem grad f(A). Jinými slovy: vektor grad f(A) udává směr maximálńıho
r̊ustu funkce f v bodě A. Odtud též plyne, že vektor grad f(A) je kolmý k izokřivce
(pro n = 2) nebo k izoploše (pro n = 3), která procháźı bodem A.

Ukažme jednu možnou fyzikálńı interpretaci odvozeného výsledku: Předpokládej-
me, že T (x1, x2, x3) je pole teplot v tělese V ⊂ E3 a A ∈ V . Vektor gradT (A) udává
směr, ve kterém je v bodě A r̊ust teploty maximálńı. Naopak, −gradT (A) udává směr
maximálńıho poklesu teploty v bodě A. Toto má velmi d̊uležitý d̊usledek v termomechan-
ice: dle tzv. Fourierova zákona se teplo š́ı̌ŕı právě směrem maximálńıho poklesu teploty
a tzv. tepelný tok je tud́ıž vektor, rovný −k gradT . (Součinitel k záviśı na materiálu
tělesa a nazývá se koeficient tepelné vodivosti .)

I.5.8. Tečna a normála k izokřivce. Př́ıklad. Jaká je rovnice tečny a normály ke
křivce, definované v E2 rovnićı x2 + 3y2 − 2xy + 3x− 2y = 1, v bodě A = [−1, 1]?
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Ř e š e n ı́ : Množina bod̊u [x, y] ∈ E2, vyhovuj́ıćıch rovnici x2 +3y2−2xy+3x−2y = 1,
je izokřivkou funkce f(x, y) = x2 + 3y2 − 2xy + 3x− 2y.

Vyřešme problém nejprve na obecné úrovni. Předpokládejme, že funkce f(x1, x2) je
diferencovatelná v bodě A = [a1, a2], grad f(A) je nenulový vektor a izokřivka f(x1, x2)
= k procháźı bodem A, tj. f(a1, a2) = k. Vektor grad f(A) je kolmý k izokřivce (=
vrstevnici) funkce f v bodě A. (Viz odstavec I.5.7.) Proto je také kolmý k př́ımce, která
je tečnou k izokřivce funkce f v bodě A. Bod X = [x1, x2] tud́ıž lež́ı na tečně k izokřivce
právě když vektor X−A je kolmý ke grad f(A), tj. právě když grad f(A) · (X−A) = 0.
Rozepsáńım tohoto skalárńıho součinu źıskáme rovnici tečny:

(I.5.3)
∂f

∂x1

(A) · (x1 − a1) +
∂f

∂x2

(A) · (x2 − a2) = 0.

Normálou k izokřivce v bodě A je př́ımka, která procháźı bodem A a je v něm kolmá
k izokřivce, tj. kolmá k tečně. Jej́ı rovnićı (jak plyne z analytické geometrie v E2) proto
je:

(I.5.4)
∂f

∂x2

(A) · (x1 − a1) − ∂f

∂x1

(A) · (x2 − a2) = 0.

(Směrovým vektorem normály je grad f(A).)

Nyńı se vrat’me k zadané funkci f(x, y) = x2 + 3y2 − 2xy + 3x − 2y a k označeńı
proměnných x, y mı́sto x1, x2. Funkce f má v bodě bodě [−1, 1] parciálńı derivace:

∂f

∂x
(−1, 1) = (2x− 2y + 3)

∣∣∣
x=−1
y=1

= −1,
∂f

∂y
(−1, 1) = (6y − 2x− 2)

∣∣∣
x=−1
y=1

= 6.

Dosazeńım do obecné rovnice (I.5.3) źıskáme rovnici tečny k izokřivce x2 + 3y2− 2xy+
3x− 2y = 1 v bodě [−1, 1]:

−(x+ 1) + 6 (y − 1) = 0.

Dosazeńım do rovnice (I.5.4) obdrž́ıme rovnici normály k téže izokřivce v bodě [−1, 1]:

6 (x+ 1) + (y − 1) = 0.

I.5.9. Tečná rovina a normála k izoploše. V odstavci I.4.13 jsme se seznámili
s rovnićı tečné roviny k ploše v E3, která je grafem funkce dvou proměnných. Jaká je však
rovnice tečné roviny a normály k ploše v E3, která je dána obecnou rovnićı f(x1, x2, x3) =
k, v bodě A = [a1, a2, a3]? (V souladu s terminologíı, zavedenou v odstavci I.2.6, se jedná
o izoplochu funkce f .) Předpokládáme, že souřadnice bodu A uvedené rovnici vyhovuj́ı,
funkce f je v bodě A diferencovatelná a jej́ım gradientem v bodě A je nenulový vektor.

Analogický problém, pouze “o jednu dimenzi ńıže”, jsme řešili v odstavci I.5.8. Po-
moćı podobných úvah můžeme i zde odvodit, že tečná rovina má rovnici

(I.5.5)
∂f

∂x1

(A) · (x1 − a1) +
∂f

∂x2

(A) · (x2 − a2) +
∂f

∂x3

(A) · (x3 − a3) = 0.

Normálou v bodě A je př́ımka v E3, která procháźı bodem A a je k zadané ploše,
tj. také k tečné rovině (I.5.5), kolmá. Směrovým vektorem normály je tud́ıž vektor
grad f(A). Parametrická rovnice normály je:
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(I.5.6.) X = A + t · grad f(A); t ∈ R.

Rozepsáno do souřadnic:

x1 = a1 + t · ∂f
∂x1

(A), x2 = a2 + t · ∂f
∂x2

(A), x3 = a1 + t · ∂f
∂x3

(A), t ∈ R.

I.5.10. Parciálńı derivace vyšš́ıch řád̊u. Předpokládejme, že f je funkce n pro-
měnných x1, . . . , xn a i ∈ {1; . . . ;n}. Připomeňme, že funkce ∂f/∂xi je parciálńı derivace
f podle xi.

Je-li j ∈ {1; . . . ;n}, pak parciálńı derivaci podle xj funkce ∂f/∂xi nazýváme parciál-
ńı derivaćı 2. řádu (nebo druhou parciálńı derivaćı) funkce f podle xj a xi. Označujeme
ji

∂2f

∂xj ∂xi

(
př́ıpadně

∂2f

∂x2
i

pokud j = i

)
.

Pro definičńı obory plat́ı inkluze D

(
∂2f

∂xj ∂xi

)
⊂ D

(
∂f

∂xi

)
⊂ D(f).

Parciálńı derivace třet́ıho, čtvrtého a daľśıch řád̊u jsou definovány obdobně.

I.5.11. Př́ıklad. f(x, y, z) = 5x2 + 2y3 + xy2 cos z

Vypoč́ıtejme parciálńı derivace
∂2f

∂y ∂x
,

∂2f

∂z ∂x
a

∂2f

∂x ∂y
.

Ř e š e n ı́ :
∂f

∂x
= 10x+ y2 cos z a

∂f

∂y
= 6y2 + 2xy cos z.

Proto plat́ı:

∂2f

∂y ∂x
=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
= 2y cos z,

∂2f

∂z ∂x
=

∂

∂z

(
∂f

∂x

)
= −y2 sin z,

∂2f

∂x ∂y
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
= 2y cos z.

I.5.12. Záměna pořad́ı parciálńıch derivaćı. V př́ıkladu I.5.11 vycháźı, že

(I.5.7)
∂2f

∂y ∂x
=

∂2f

∂x ∂y
.

Druhá parciálńı derivace funkce f podle x a y tedy vyšla stejná, když jsme funkci f
nejprve derivovali podle x a potom podle y, nebo naopak. Je přirozené se ptát, zda je to
náhoda, nebo zda to tak muśı vyj́ıt vždy. Správná odpověd’ je někde uprostřed: Rovnost
(I.5.7) obecně platná neńı – viz následuj́ıćı př́ıklad. Na druhé straně, pro “dostatečně
rozumné” funkce f rovnost (I.5.7) plat́ı – viz věta I.5.13.

Př́ıklad. Zde ukážeme př́ıklad funkce f , pro kterou rovnost (I.5.7) neplat́ı. Necht’

f(x, y) = |x|+ y. Je patrné, že
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∂f

∂y
= 1 pro [x, y] ∈ E2 a

∂f

∂x
=

{
1 pro [x, y] ∈ E2, x > 0,

−1 pro [x, y] ∈ E2, x < 0.

Parciálńı derivace f podle x neexistuje v bodech typu [0, y], tj. na ose y. Odtud plyne,
že

∂2f

∂x ∂y
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
= 0 pro [x, y] ∈ E2 ,

∂2f

∂y ∂x
=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
= 0 pro [x, y] ∈ E2, x 6= 0.

Vid́ıte, že např́ıklad v bodě O = [0, 0] derivace ∂2f/∂x ∂y existuje a je rovna nule,
zat́ımco derivace ∂2f/∂y ∂x neexistuje.

Následuj́ıćı věta ukazuje, že pro širokou tř́ıdu funkćı f nicméně rovnost (I.5.7) plat́ı.
Větu objevil a dokázal francouzský matematik A. Clairaut (1713–1765).

I.5.13. Věta (o záměně pořad́ı parciálńıch derivaćı). Předpokládejme, že f je
funkce n proměnných x1, . . . , xn a i, j ∈ {1; . . . ;n}. Jestliže obě druhé parciálńı derivace
∂2f/∂xi ∂xj a ∂2f/∂xj ∂xi existuj́ı v bodě X = [x1, . . . , xn] a alespoň jedna z nich je
v bodě X spojitá, pak

(I.5.8)
∂2f

∂xi ∂xj
(X) =

∂2f

∂xj ∂xi
(X).

I.5.14. Parciálńı derivace složené funkce – motivace. Představme si, že v oblasti
D ⊂ E3 funkce p(x1, x2, x3) udává tlak v bodě [x1, x2, x3]. V D se pohybuje sonda,
přičemž jej́ı poloha v časovém okamžiku t je [x1(t), x2(t), x3(t)]. Jaká je změna (tj. derivace
podle času) tlaku, naměřeného př́ıstrojem umı́stěným v sondě?

Předpokládejme, že všechny funkce jsou diferencovatelné ve všech uvažovaných bodech.
(p(x1, x2, x3) je diferencovatelná ve všech bodech oblasti D a x1(t), x2(t), x3(t) jsou difer-
encovatelné ve všech uvažovaných časových okamžićıch t.)

Označme ps tlak, naměřený př́ıstrojem v sondě. ps záviśı na poloze sondy a ta
záviśı prostřednictv́ım funkćı x1(t), x2(t), x3(t) na čase t. ps je proto funkćı t: ps(t) =
p(x1(t), x2(t), x3(t)). Máme vyjádřit derivaci ps(t) podle t.

Jsou-li všechny funkce explicitně známé, jedná se o jednoduchý problém. Je-li např́ı-
klad

(I.5.9) p(x1, x2, x3) = e−(x2
1+x2

2+x2
3) + 100− x3, x1(t) = x2(t) = ct, x3(t) = 2ct

(kde c je konstanta), pak dosazeńım x1(t), x2(t) a x3(t) do p(x1, x2, x3) źıskáme explicitńı
vyjádřeńı funkce ps(t):

ps(t) = p(x1(t), x2(t), x3(t)) = e−6c2t2 + 100− 2ct.

Odtud plyne, že

(I.5.10)
dps
dt

(t) = −12c2t e−6c2t2 − 2c.
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Neznáme-li explicitńı vyjádřeńı funkćı p(x1, x2, x3), x1(t), x2(t) a x3(t), pak jde
o to, jak můžeme alespoň na obecné úrovni vyjádřit derivaci složené funkce ps(t) =
p(x1(t), x2(t), x3(t)). Lze dokázat, že plat́ı vzorec

(I.5.11)
dps
dt

(t) =
3∑
i=1

∂p

∂xi

(
x1(t), x2(t), x3(t)

)
· dxi
dt

(t).

Slovy: Derivaci složené funkce podle t obdrž́ıme tak, že vněǰśı funkci postupně derivu-
jeme podle všech proměnných, každou derivaci násob́ıme derivaćı př́ıslušné proměnné po-
dle t a všechny takto źıskané členy sečteme. Přesvědčte se sami, že maj́ı-li všechny funkce
p(x1, x2, x3), x1(t), x2(t) a x3(t) konkrétńı tvar (I.5.9), pak použit́ım vzorce (I.5.11) vyjde
derivace funkce ps(t) stejně, jako v (I.5.10).

Zobecněńı vzorce (I.5.11) obsahuje následuj́ıćı věta:

I.5.15. Věta (o parciálńı derivaci složené funkce). Předpokládejme, že y =
f(x1, . . . , xn) je funkce n proměnných a

(I.5.12) x1 = ϕ1(t1, . . . , tk), . . . , xn = ϕn(t1, . . . , tk)

jsou funkce k proměnných. Derivaci složené funkce

y = f(ϕ1(t1, . . . , tk), . . . , ϕn(t1, . . . , tk))

podle proměnné tj (kde j ∈ {1; . . . ; k}) lze vyjádřit formuĺı

(I.5.13)
∂y

∂tj
=

∂f

∂x1

· ∂ϕ1

∂tj
+ . . . +

∂f

∂xn
· ∂ϕn
∂tj

=
n∑
i=1

∂f

∂xi
· ∂ϕi
∂tj

.

Formule plat́ı za předpokladu, že vněǰśı funkce f je diferencovatelná v bodě X =
[x1, . . . , xn], vnitřńı funkce ϕ1, . . . , ϕn jsou diferencovatelné v bodě T = [t1, . . . , tk]
a souřadnice bod̊u X a T jsou svázány rovnicemi (I.5.12). Parciálńı derivace funkce f
jsou uvažovány v bodě X, parciálńı derivace funkćı ϕ1, . . . , ϕn jsou uvažovány v bodě
T .

Vzorec (I.5.13) lze zapsat i t́ımto zp̊usobem:

(I.5.14)
∂y

∂tj
=

∂y

∂x1

· ∂x1

∂tj
+ . . . +

∂y

∂xn
· ∂xn
∂tj

=
n∑
i=1

∂y

∂xi
· ∂xi
∂tj

(pro j ∈ {1; . . . ; k}).

I.5.16. Př́ıklad. Předpokládejme, že f je diferencovatelná funkce dvou proměnných
v E2 a g(s, t) = f(s2 − t2, t2 − s2) pro [s, t] ∈ E2. Ukažme, že funkce g vyhovuje v E2

rovnici

t
∂g

∂s
+ s

∂g

∂t
= 0.

Označme x = s2 − t2 a y = t2 − s2. Pak g(s, t) = f(x, y). Podle věty I.5.15 plat́ı:

∂g

∂s
=

∂f

∂x
· ∂x
∂s

+
∂f

∂y
· ∂y
∂s

=
∂f

∂x
· (2s) +

∂f

∂y
· (−2s),
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∂g

∂t
=

∂f

∂x
· ∂x
∂t

+
∂f

∂y
· ∂y
∂t

=
∂f

∂x
· (−2t) +

∂f

∂y
· (2t).

Odtud plyne, že

t
∂g

∂s
+ s

∂g

∂t
=

(
2st

∂f

∂x
− 2st

∂f

∂y

)
+

(
−2st

∂f

∂x
+ 2st

∂f

∂y

)
= 0.

I.6. Extrémy funkćı v́ıce proměnných.

I.6.1. Lokálńı extrémy. Necht’ f je funkce n proměnných a A ∈ D(f). Ř́ıkáme,
že funkce f má v bodě A lokálńı maximum, existuje-li prstencové okoĺı P(A) ⊂ D(f)
takové, že ∀X ∈ P(A) : f(X) ≤ f(A).

Podobně, funkce f má v bodě A lokálńı minimum, existuje-li prstencové okoĺı P(A)
takové, že ∀X ∈ P(A) : f(X) ≥ f(A).

Lokálńı maximum a lokálńı minimum se souhrnně nazývaj́ı lokálńı extrémy .

Změńıme-li nerovnosti v definici lokálńıch extrémů na ostré, źıskáme definici tzv.
ostrých lokálńıch extrém̊u:

Ř́ıkáme, že funkce f má v bodě A ostré lokálńı maximum (respektive ostré lokálńı
minimum), existuje-li prstencové okoĺı P(A) ⊂ D(f) takové, že ∀X ∈ P(A) : f(X) <
f(A) (respektive ∀X ∈ P(A) : f(X) > f(A)).

I.6.2. Poznámka. Umı́te si představit, jak vypadá graf funkce dvou proměnných v okoĺı
bodu, ve kterém má funkce ostré lokálńı maximum? Např́ıklad tak, že grafem je plocha
v E3, podobaj́ıćı se zemskému povrchu v okoĺı vrcholu nějaké hory. Tento vrchol může
být lokálńım maximem, nikoliv však nutně celkovým, absolutńım maximem, protože
o kus dále se mohou nacházet vyšš́ı hory.

I.6.3. Nutná podmı́nka pro lokálńı extrém – úvaha. Předpokládejme nejprve
pro jednoduchost, že y = f(x1, x2) je diferencovatelná funkce dvou proměnných. Jej́ım
grafem je plocha v E3. Rozvinete-li trochu představu, popsanou v předcházej́ıćı poznámce
I.6.2, pak vás nepřekvaṕı zjǐstěńı, že funkce f může mı́t lokálńı extrém pouze v těch
bodech, ve kterých je tečná rovina vodorovná (tj. rovnoběžná s rovinou x1, x2). Slova
“může mı́t” a “pouze” jsou podstatná: Sděluj́ı, že v jiných bodech, než v těch ve kterých
je tečná rovina vodorovná, lokálńı extrém existovat nemůže. Zároveň však netvrd́ı, že
v každém bodě, ve kterém je tečná rovina vodorovná, muśı funkce f nutně mı́t lokálńı
extrém. To by nebyla pravda: Jistě znáte mı́sto, kterému se na horách ř́ıká “sedlo”.
V takovém mı́stě je tečná rovina k zemskému povrchu vodorovná, ale žádné lokálńı
maximum nebo lokálńı minimum tam neńı.

Rovnićı tečné roviny ke grafu funkce y = f(x1, x2) v bodě A = [a1, a2] je rovnice
(I.4.9). Tečná rovina je vodorovná, jsou-li obě parciálńı derivace f podle x1 i x2 v bodě
A nulové. Jinými slovy: tečná rovina (I.6.1) je vodorovná, je-li gradient funkce f v bodě
A nulový vektor.

Dospěli jsme k závěru: Diferencovatelná funkce f může mı́t (nikoliv muśı, ale může!)
lokálńı extrémy pouze v bodech, ve kterých má všechny parciálńı derivace nulové, neboli
jej́ı gradient je nulový vektor. V následuj́ıćı větě je tento d̊uležitý poznatek znovu for-
mulován.
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I.6.4. Věta (nutná podmı́nka pro lokálńı extrém). Necht’ funkce f , n proměnných,
je diferencovatelná v bodě A. Má-li f v bodě A lokálńı extrém, pak

(I.6.1) grad f(A) = 0.

I.6.5. Poznámka. Jinými slovy: diferencovatelná funkce f m̊uže mı́t v bodě A lokálńı
extrém pouze tehdy, plat́ı-li (I.6.1).

Z Matematiky I znáte nutnou podmı́nku pro to, aby funkce y = f(x), která má
derivaci v bodě a, mohla mı́t v bodě a lokálńı extrém. Nutnou podmı́nkou je rovnost
f ′(a) = 0. Podmı́nka (I.6.1) je zcela analogická. Funkce f je ovšem nyńı funkćı n
proměnných a podmı́nka (I.6.1) vyjadřuje, že

(I.6.2)
∂f

∂x1

(A) = 0, . . . ,
∂f

∂xn
(A) = 0.

I.6.6. Kritický (stacionárńı) bod. Zahrneme-li do našich úvah i funkce, které nejsou
v bodě A diferencovatelné, můžeme konstatovat: Funkce f (n proměnných) m̊uže mı́t
v bodě A ∈ En lokálńı extrém pouze v př́ıpadě, že

i) f je diferencovatelná v bodě A a grad f(A) = 0,

ii) nebo f neńı diferencovatelná v bodě A.

Bod A, který vyhovuje podmı́nce i) nebo podmı́nce ii), se nazývá kritický bod funkce f .
(V literatuře se též často použ́ıvá název stacionárńı bod .)

I.6.7. Postačuj́ıćı podmı́nka pro lokálńı extrém – úvaha a označeńı. Jistě si
pamatujete, že pro funkci jedné proměnné je rovnost y = f ′(a) pouze podmı́nkou nutnou,
nikoliv však postačuj́ıćı pro to, aby funkce měla v bodě a lokálńı extrém. (Viz [5], str. 71.)
Podobně, ani pro funkci f n proměnných neńı rovnost (I.6.1) (nebo rovnosti (I.6.2))
postačuj́ıćı pro existenci lokálńıho extrému v bodě A. Toto lze dokumentovat na př́ıkladu
již zmı́něného sedla – viz odstavec I.6.3. Vzniká otázka: Co je postačuj́ıćı podmı́nkou pro
lokálńı extrém? Odpověd’ ukážeme v jednodušš́ım př́ıpadě funkce dvou proměnných:
y = f(x1, x2). Použijme ještě jednou analogii s funkćı jedné proměnné: V př́ıpadě funkce
y = f(x) je postačuj́ıćı pro lokálńı extrém současná platnost podmı́nek f ′(a) = 0 a
f ′′(a) > 0 (ostré lokálńı minimum) nebo f ′(a) = 0 a f ′′(a) < 0 (ostré lokálńı maximum).
(Viz [5], str. 75.) U funkce dvou proměnných je situace komplikovaněǰśı, protože druhých
parciálńıch derivaci má funkce f v bodě A v́ıce. Můžeme z nich sestavit matici, kterou
označ́ıme M:

M =


∂2f

∂x2
1

(A),
∂2f

∂x1 ∂x2

(A)

∂2f

∂x2 ∂x1

(A),
∂2f

∂x2
2

(A)

 .

Označme dále

∆1(A) =
∂2f

∂x2
1

(A), ∆2(A) = det M =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2f

∂x2
1

(A),
∂2f

∂x1 ∂x2

(A)

∂2f

∂x2 ∂x1

(A),
∂2f

∂x2
2

(A)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Lze dokázat, že plat́ı věta:

I.6.8. Věta (postačuj́ıćı podmı́nky pro lokálńı extrémy). Předpokládejme, že
y = f(x1, x2) je funkce dvou proměnných, která má prvńı i druhé parciálńı derivace
spojité v bodě A a grad f(A) = 0. Pak plat́ı:

a) Jestliže ∆1(A) > 0 a ∆2(A) > 0, má funkce f v bodě A ostré lokálńı minimum.

b) Jestliže ∆1(A) < 0 a ∆2(A) > 0, má funkce f v bodě A ostré lokálńı maximum.

c) Je-li ∆2(A) < 0, pak f nemá v bodě A lokálńı extrém.

I.6.9.∗ Poznámka. Nerovnosti ∆1(A) > 0 a ∆2(A) > 0 zajǐst’uj́ı, že matice M je
tzv. pozitivně definitńı, tj. pro každý nenulový vektor z v E2, který si představujeme
jako sloupec (matici typu 2× 1), plat́ı: (M · z) · z > 0. (Druhá tečka označuje skalárńı
součin sloupcových vektor̊u M· z a z.) Tvrzeńı a) věty I.6.8 lze tedy formulovat takto:
Je-li A kritickým bodem funkce y = f(x1, x2) a matice M je pozitivně definitńı, má f
v bodě A ostré lokálńı minimum.

Bez podrobněǰśıho vysvětlováni pouze konstatujme, že tvrzeńı b) věty I.6.8 lze také
formulovat takto: Je-li A kritickým bodem funkce y = f(x1, x2) a maticeM je negativně
definitńı, má f v bodě A ostré lokálńı maximum.

Nerovnost ∆2(A) < 0, spolu s předpokladem, že A je kritický bod funkce f , zajǐst’uj́ı,
že graf funkce f v okoĺı bodu A vytvář́ı tzv. sedlo. (Viz též odstavec I.6.3.) Funkce f
tedy v bodě A nemá lokálńı extrém.

Pokud je ∆2(A) = 0 nebo ∆2(A) > 0 a ∆1(A) = 0, pak podle věty I.6.8 nemůžeme
rozhodnout o tom, zda funkce f má nebo nemá v bodě A lokálńı extrém a př́ıpadně
jakého typu extrém je. (Věta totiž v takovém př́ıpadě netvrd́ı nic.)

I.6.10. Postup hledáńı lokálńıch extrémů funkce f dvou proměnných.

1. Najdeme všechny body, ve kterých je funkce f diferencovatelná a má tam obě
parciálńı derivace rovny nule.

(O diferencovatelnosti lze rozhodnout pomoćı věty I.4.16.)

2. Vypoč́ıtáme druhé parciálńı derivace funkce f a zjist́ıme, jaké hodnoty ve všech
nalezených bodech maj́ı výrazy ∆1 a ∆2. O existenci a typu lokálńıho extrému pak
rozhodneme pomoćı věty I.6.8.

Postup v bodě 2. je možný pouze tehdy, jsou-li splněny předpoklady věty I.6.8. Je-li
A kritický bod funkce f a předpoklady věty I.6.8 v bodě A (př́ıpadně žádná z podmı́nek
a), b), c) této věty) splněny nejsou, pak rozhodnut́ı o existenci a typu lokálńıho extrému
je obecně složitěǰśım problémem, který lze řešit pouze podrobněǰśı analýzou konkrétńı
funkce f .

I.6.11. Př́ıklad. Najděme lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x4 + y4 − 4xy + 1.

Ř e š e n ı́ : Prvńı parciálńı derivace funkce f jsou:

∂f

∂x
= 4x3 − 4y,

∂f

∂y
= 4y3 − 4x.

Obě parciálńı derivace jsou spojité v E2, funkce f je tud́ıž diferencovatelná v E2.
Polož́ıme-li parciálńı derivace rovny nule, obdrž́ıme soustavu dvou rovnic pro dvě nezná-
mé x a y:
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4x3 − 4y = 0, 4y3 − 4x = 0.

Vyjádř́ıme-li z prvńı rovnice y (y = x3) a dosad́ıme-li toto do druhé rovnice, dostaneme:
4x9 − 4x = 0, neboli x9 − x = 0. Výraz x9 − x můžeme rozložit:

x9 − x = x (x8 − 1) = x (x4 + 1) (x4 − 1) = x (x4 + 1) (x2 + 1) (x2 − 1)

= x (x4 + 1) (x2 + 1) (x+ 1) (x− 1).

Odtud je patrné, že rovnice x9 − x = 0 má reálné kořeny: x1 = 0, x2 = −1, x3 = 1.
Odpov́ıdaj́ıćı hodnoty y jsou: y1 = 0, y2 = −1, y3 = 1. Funkce f má tud́ıž tři kritické
body: [0, 0], [−1,−1] a [1, 1]. f může mı́t lokálńı extrémy pouze v těchto bodech. Ke
stanoveńı, ve kterém z nich skutečně je lokálńı extrém a jedná-li se o lokálńı maximum
nebo lokálńı minimum, použijeme větu I.6.8. Druhé parciálńı derivace funkce f jsou:

∂2f

∂x2
= 12x2,

∂2f

∂x ∂y
=

∂2f

∂y ∂x
= −4,

∂2f

∂y2
= 12y2.

Nyńı snadno vypoč́ıtáme, že ∆1(0, 0) = 0, ∆2(0, 0) = −16, ∆1(−1,−1) = 12,
∆2(−1,−1) = 128, ∆1(1, 1) = 12 a ∆2(1, 1) = 128. Body [−1,−1] a [1, 1] vyhovuj́ı
předpoklad̊um v části a) věty I.6.8. (∆1 i ∆2 jsou kladné.) Proto f má v obou těchto
bodech ostré lokálńı minimum. Bod [0, 0] splňuje předpoklad v části c) věty I.6.8.
V tomto bodě tud́ıž funkce f nemá ani lokálńı maximum, ani lokálńı minimum. (Jedná
se o “sedlový bod”.)

I.6.12. Maximum a minimum funkce na množině. Necht’ f je funkce n proměnných
a M ⊂ D(f). Ř́ıkáme, že f nabývá v bodě A ∈M svého maxima na množině M , jestliže
∀X ∈ M : f(X) ≤ f(A). Ṕı̌seme: f(A) = max

X∈M
f(X) nebo jenom f(A) = max

M
f , re-

spektive f(A) = maxM f .

Maximum funkce f na celém svém definičńım oboru znač́ıme krátce max f .

Analogicky můžeme definovat i minimum funkce f na množině M . Znač́ıme je
min
X∈M

f(X) nebo jenom min
M

f , respektive minM f . Minimum funkce f na celém definičńım

oboru D(f) znač́ıme krátce min f .

Maximum a minimum funkce f na množině M nazýváme souhrnně extrémy funkce
f na množině M . Abychom tyto extrémy odlǐsili od lokálńıch extrémů, použ́ıváme též
často názvy absolutńı extrémy nebo globálńı extrémy .

Podobně, jako je tomu u funkćı jedné proměnné, i v př́ıpadě funkce v́ıce proměnných
se může stát, že některý z extrémů (nebo dokonce oba) neexistuje.

I.6.13. Př́ıklad. Funkce f : z = x2 − y2 neńı ani zdola, ani shora omezená v E2.
V žádném bodě E2 tud́ıž nenabývá svého maxima ani minima.

V otevřeném kruhu K = {[x, y] ∈ E2; x2 + y2 < 1} funkce f je omezená, nebot’ pro
[x, y] ∈ K plat́ı:

(I.6.3) |f(x, y)| = |x2 − y2| ≤ x2 + y2 < 1.

Nicméně, maximum ani minimum f na K neexistuje. Ukažme to např́ıklad pro max-
imum: Předpokládejme, že maxK f existuje. Ukážeme, že tento předpoklad vede ke
sporu. Vzhledem k (I.6.3) muśı být hodnota maxima menš́ı, než 1. (maxK f je největš́ı
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funkčńı hodnotou f na K a jsou-li všechny funkčńı hodnoty menš́ı, než 1, muśı být i
maximum menš́ı, než 1.) Zvolme bod [x, y] ∈ K na ose x. Jeho y–ová souřadnice je tud́ıž
nulová, tj. [x, y] = [x, 0]. Předpokládejme, že se zvolený bod bĺıž́ı k bodu [1, 0], který
lež́ı na hranici K. Pak x→ 1 a f(x, 0) = x2 → 1. Odtud je patrné, že funkce f nabývá
v K hodnot, jakkoliv bĺızkých č́ıslu 1. Jej́ı maximum v K proto nemůže být menš́ı, než
1. To je však spor s t́ım, že maxK f < 1.

V uzavřeném kruhu K = {[x, y] ∈ E2; x2 + y2 ≤ 1} již maximum i minimum funkce
f existuj́ı: maxK f = f(1, 0) = f(−1, 0) = 1 a minK f = f(0, 1) = f(0,−1) = −1.

Vyšetřeńı extrémů funkce v́ıce proměnných na dané množině (tj. jejich existence,
polohy a hodnot) patř́ı mezi nejd̊uležitěǰśı okruhy problémů, kterými se diferenciálńı
počet funkćı v́ıce proměnných zabývá. Hledáńı polohy extrémů funkce na dané množině
jsou věnovány odstavce I.6.15–I.6.16. Následuj́ıćı věta obsahuje postačuj́ıćı podmı́nky
pro existenci extrému. Jej́ı d̊uležitost spoč́ıvá v tom, že jsou-li podmı́nky splněny, pak
se nám při hledáńı extrému nemůže stát to, že hledáme něco, co neexistuje.

I.6.14. Věta (o existenci absolutńıch extrémů funkce na dané množině). Je-li
M ⊂ En neprázdná, omezená a uzavřená množina a je-li funkce f spojitá na M , pak
v množině M existuj́ı body X1 a X2 takové, že f(X1) = maxM f a f(X2) = minM f .

Jinými slovy: spojitá funkce na neprázdné množině M , která je omezená a uzavřená,
nabývá maxima a minima.

I.6.15. Postup hledáńı absolutńıch extrémů. Předpokládejme, že už jsme se
přesvědčili (např́ıklad pomoćı věty I.6.14), že maximum i minimum funkce f n proměn-
ných na množině M ∈ En existuj́ı a řeš́ıme problém, jak tyto extrémy naj́ıt. Podobně,
jako je tomu u funkce jedné proměnné, funkce f může svých absolutńıch extrémů na
množině M nabývat

a) v bodech X ∈ M◦, ve kterých je f diferencovatelná a má tam všechny parciálńı
derivace rovny nule,

b) nebo v bodech X ∈M◦, ve kterých funkce f neńı diferencovatelná,

c) nebo v bodech X ∈ ∂M .

(M◦ je vnitřek a ∂M je hranice množiny M . Body, vyhovuj́ıćı podmı́nkám a) a b), jsou
kritické body funkce f v M◦.) Odtud vycháźı postup hledáńı absolutńıch extrémů f na
množině M :

1. Najdeme body X ∈ M◦, ve kterých je funkce f diferencovatelná a má nulové
parciálńı derivace.

(Znovu připomı́náme, že o diferencovatelnosti lze rozhodnout pomoćı věty I.4.16.)

2. Najdeme body X ∈M◦, ve kterých funkce f neńı diferencovatelná.

(Tj. body X ∈M◦, ve kterých neexistuje tečná rovina ke grafu f .)

3. Vyšetř́ıme, ve kterých bodech X ∈ ∂M m̊uže nabývat funkce f svých absolutńıch
extrém̊u na hranici množiny M .

(Možný postup je ukázán v př́ıkladu I.6.16.)

4. Nakonec vypoč́ıtáme hodnoty funkce f ve všech źıskaných bodech. Nejvěťśı hodnota
je rovna maxM f a nejmenš́ı hodnota je rovna minM f .
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I.6.16. Př́ıklad. Vyšetřeme absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 − 2xy + 2y

na obdélńıku M = 〈0, 3〉 × 〈0, 2〉 = {[x, y] ∈ E2; 0 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ 2}. (Vyšetřeńım
extrémů se mı́ńı vyšetřeńı jejich existence, polohy a hodnoty.)

Ř e š e n ı́ : Funkce f je spojitou funkćı na neprázdné, omezené, uzavřené množině M .
Proto podle věty I.6.14 maxM f a minM f existuj́ı. f má parciálńı derivace:

∂f

∂x
= 2x− 2y,

∂f

∂y
= −2x+ 2.

Obě parciálńı derivace jsou spojitými funkcemi v celém E2, tud́ıž také v množině M◦.
Funkce f je proto (podle věty I.4.11) diferencovatelná v M◦.

Polož́ıme-li obě parciálńı derivace rovny nule, źıskáme soustavu dvou rovnic pro
neznámé x a y:

2x− 2y = 0, −2x+ 2 = 0.

Tato soustava má jediné řešeni x = 1, y = 1. Bod [1, 1] je jediným kritickým bodem
funkce f . Tento bod lež́ı v M◦, proto je pro nás zaj́ımavý.

Nyńı vyšetř́ıme extrémy funkce f na hranici obdélńıku M . Hranice ∂M je sjedno-
ceńım čtyř úseček: AB, BC, CD a DA. (Viz obr. 7.)

Obr. 7

-
x

6y

r

r

r

rr
r

A = [0, 0] B = [3, 0]

C = [3, 2]D = [0, 2]

[1, 1]

[2, 2]

M

Na AB je y = 0 a f(x, 0) = x2 pro
0 ≤ x ≤ 3. Funkce f(x, 0), proměnné
x, je rostoućı, proto má minimum (rov-
né 0) v bodě x = 0 a maximum (rovné
9) v bodě x = 3. Poznamenejme si tedy,
že maxAB f = f(3, 0) = 9 a minAB =
f(0, 0) = 0.

Na BC je x = 3 a f(3, y) = 9 − 4y pro 0 ≤ y ≤ 2. Funkce f(3, y), proměnné y,
je klesaj́ıćı, proto má maximum (rovné 9) v bodě y = 0 a minimum (rovné 5) v bodě
y = 2. Zjistili jsme tedy, že maxBC f = f(3, 0) = 9 a minBC f = f(3, 2) = 5.

Na CD je y = 2 a f(x, 2) = x2 − 4x + 4 pro 0 ≤ x ≤ 3. Zp̊usobem, který znáte
z Matematiky I, snadno zjist́ıme, že maxCD f = f(0, 2) = 4 a minCD f = f(2, 2) = 0.
(Také je to patrné z toho, že f(x, 2) = (x− 2)2.)

Na DA je x = 0 a f(0, y) = 2y pro 0 ≤ y ≤ 2. Opět snadno zjist́ıme, že maxDA f =
f(0, 2) = 4 a minDA f = f(0, 0) = 0.

Největš́ı ze všech hodnot funkce f na ∂M je tedy 9 = f(3, 0) a nejmenš́ı je 0 =
f(0, 0) = f(2, 2). Porovnáme-li tyto hodnoty s hodnotou funkce f v kritickém bodě
[1, 1] (f(1, 1) = 1), vid́ıme, že největš́ı hodnotou z̊ustává 9 a nejmenš́ı hodnotou z̊ustává
0. Můžeme tedy učinit závěr:

maxM f = f(3, 0) = 9 a minM f = f(0, 0) = f(2, 2) = 0.

I.6.17.∗ Vázané extrémy. Lagrange̊uv multiplikátor. Představte si, že hledáte
extrémy funkce f(x, y) = x2 + 2y2 na jednotkové kružnici x2 + y2 = 1. K této úloze se
vrát́ıme poté, až na obecněǰśı úrovni ukážeme, jak ji lze řešit.
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Obecná úloha zńı: Hledáme maximum nebo minimum funkce y = f(x1, . . . , xn) za
podmı́nky, že

(I.6.4) g(x1, . . . , xn) = 0.

Podmı́nce (I.6.4) se ř́ıká vazba a extrémy funkce f v množině bod̊u, vyhovuj́ıćıch podmı́nce
(I.6.4), se nazývaj́ı vázané extrémy .

Pro jednoduchost předpokládejme, že f i g jsou diferencovatelné funkce v oblasti
D ⊂ En. Utvořme funkci

(I.6.5) F (x1, . . . , xn, λ) = f(x1, . . . , xn) + λ g(x1, . . . , xn).

Proměnné λ se ř́ıká Lagrange̊uv multiplikátor . Lze dokázat, že plat́ı:

Funkce f m̊uže mı́t, za podmı́nky (I.6.4), extrémy pouze v těch bodech [x1, . . . , xn] ∈ D,
ke kterým existuje hodnota λ ∈ R taková, že [x1, . . . , xn, λ] je kritickým bodem F .

Kritickými body funkce F jsou (vzhledem k předpokládané diferencovatelnosti fun-
kćı f i g) ty body, ve kterých jsou všechny parciálńı derivace F podle x1, . . . , xn a λ
rovny nule. To znamená body, ve kterých jsou splněny rovnice

∂f

∂x1

(x1, . . . , xn) + λ
∂g

∂x1

(x1, . . . , xn) = 0,

(I.6.6)
...

∂f

∂xn
(x1, . . . , xn) + λ

∂g

∂xn
(x1, . . . , xn) = 0,

g(x1, . . . , xn) = 0.

Toto je soustava n + 1 rovnic pro n + 1 neznámých: x1, . . . , xn a λ. Vyřešeńım této
soustavy źıskáme souřadnice bod̊u, ve kterých funkce f může mı́t vázaný extrém. Ve
kterém z těchto bod̊u se vázaný extrém skutečně nacháźı a jedná-li se o maximum nebo
minimum, rozhodneme podle povahy konkrétńı úlohy.

Nyńı se vrat’me k úloze, formulované na začátku tohoto odstavce. Předně: funkce
f(x, y) = x2 + 2y2 je spojitá na jednotkové kružnici x2 + y2 = 1, která je neprázdnou,
uzavřenou a omezenou množinou v E2. Podle věty I.6.14 vázané absolutńı extrémy f na
zmı́něné jednotkové kružnici existuj́ı. Funkce F má tvar:

F (x, y, z, λ) = x2 + 2y2 + λ (x2 + y2 − 1)

a soustavou rovnic (I.6.6) je

2x+ λ · 2x = 0, 4y + λ · 2y = 0, x2 + y2 − 1 = 0.

Všechna řešeńı této soustavy jsou: a) x = 0, y = ±1, λ = −2, b) x = ±1, y = 0, λ = −1.
Funkce f tedy může mı́t své vázané extrémy na kružnici x2 + y2 = 1 pouze v bodech
[0, 1], [0,−1], [1, 0] a [−1, 0]. Výpočtem a porovnáńım hodnot funkce f v těchto bodech
zjist́ıme, že

max
x2+y2=1

f(x, y) = f(0,±1) = 2 a min
x2+y2=1

f(x, y) = f(±1, 0) = 1.

Podobným zp̊usobem lze řešit i úlohy na vázané extrémy, které obsahuj́ı v́ıce vazebńıch
podmı́nek typu (I.6.4), než jednu. Výklad př́ıslušné metody můžete naj́ıt např́ıklad
v knize [2], str. 97–102.
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I.7. Implicitńı funkce.

I.7.1. Implicitńı funkce – motivace. Jsme zvykĺı na to, že funkce jedné proměnné
y = f(x) je zadána rovnićı, např́ıklad y = 3x2+1. Někdy se ale stává, že funkce y = f(x)
je výsledkem nějakých výpočt̊u a mı́sto explicitńıho (tj. výslovného, zjevného) vyjádřeńı
y v závislosti na x obdrž́ıme rovnici, která vypadá např́ıklad takto:

(I.7.1) 2y − 3x2y + 2x3 + 4 = 0

nebo

(I.7.2) y5 − 7xy2 + 2y − 28x2 − 11 = 0.

Je přirozené se ptát:

Je rovnićı (I.7.1) nebo (I.7.2) jednoznačně definovaná nějaká funkce y = f(x)?
Pokud ano, jakou má tato funkce derivaci?

K rovnićım (I.7.1) a (I.7.2) se ještě vrát́ıme. Zat́ım však řešme tento problém na obecné
úrovni, kdy mı́sto rovnice (I.7.1) nebo (I.7.2) máme rovnici

(I.7.3) F (x, y) = 0,

kde F je funkce dvou proměnných. Předpokládejme, že funkce F je spojitá. Otázka
z̊ustává stejná:

(O) Je rovnićı (I.7.3) jednoznačně definována nějaká funkce y = f(x)? Pokud ano,
jakou má tato funkce derivaci?

Je-li odpověd’ na prvńı otázku kladná, pak ř́ıkáme, že rovnićı (I.7.3) je funkce y = f(x)
definována implicitně. (Implicitně znamená nevýslovně, skrytě.) Funkci y = f(x) pak
nazýváme krátce implicitńı funkćı.

Otázku (O) je možné interpretovat geometricky: Body [x, y] ∈ E2, vyhovuj́ıćı rovnici
(I.7.3) jsou body, ve kterých graf funkce z = F (x, y) (plocha v E3) prot́ıná rovinu x, y.
Otázka tedy zńı: Je tento pr̊unik křivkou v rovině x, y, která je grafem nějaké funkce
y = f(x)?

Je-li možné rovnici (I.7.3) vyřešit vzhledem k y a źıskat jednoznačné vyjádřeńı y
v závislosti na x, pak je problém jednoduchý. Př́ıkladem je rovnice (I.7.1): z rovnice
(I.7.1) snadno vypoč́ıtáte, že

(I.7.4) y =
2x3 + 4

3x2 − 2
pro x 6= ±

√
2
3
.

Rovnićı (I.7.4) je funkce y = f(x) zadána zjevně, tj. explicitně, a jej́ı vlastnosti již umı́me
vyšetřit známými metodami. Rovnice (I.7.2) však představuje složitěǰśı problém, nebot’

y se z ńı vyjádřit nedá.

Na obecné úrovni, kdy rovnice (I.7.3) může být jakkoliv složitá a y z ńı vypoč́ıtat
nelze, vyčerpávaj́ıćı odpověd’ na otázku (O) neexistuje. Nicméně, matematická analýza
zná větu, která umožňuje źıskat alespoň “lokálně platnou” odpověd’. Tato věta zhruba
řečeno ř́ıká, že je-li rovnice (I.7.3) splněna v bodě [x0, y0] a jsou-li splněny některé daľśı
předpoklady, pak v jistém okoĺı bodu x0 je definovaná funkce y = f(x), jej́ıž graf v okoĺı
bodu [x0, y0] splývá s pr̊unikem grafu funkce F (x, y) s rovinou x, y. Neboli, dosad́ıme-li
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do (I.7.3) za y = f(x), je rovnice (I.7.3) (tj. F (x, f(x)) = 0) splněna pro x v okoĺı bodu
x0. Věta neř́ıká ani jak funkce y = f(x) explicitně vypadá, ani jak velká jsou zmı́něná
okoĺı bod̊u x0 a [x0, y0]. Na druhé straně však ř́ıká, jakou má funkce y = f(x) v okoĺı
bodu x0 derivaci:

I.7.2. Věta (o implicitńı funkci). Předpokládejme, že

a) funkce F (x, y) má spojité obě parciálńı derivace v nějakém okoĺı bodu [x0, y0],

b) F (x0, y0) = 0,

c)
∂F

∂y
(x0, y0) 6= 0.

Pak existuj́ı č́ısla δ > 0 a ε > 0 a jediná funkce y = f(x), definovaná v intervalu
(x0 − δ, x0 + δ), pro kterou plat́ı:

1. y0 = f(x0),

2. ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) : y = f(x) ∈ (y0 − ε, y0 + ε) a F (x, f(x)) = 0,

3. funkce f je spojitá a má spojitou derivaci f ′ v intervalu (x0 − δ, x0 + δ),

4. ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) : f ′(x) = −∂F
∂x

(x, f(x))

/
∂F

∂y
(x, f(x)).

I.7.3. Poznámka. Abychom větu př́ılǐs nekomplikovali, doplňme pouze v této poznámce,
že za obecněǰśıho předpokladu, že funkce F má v nějakém okoĺı bodu [x0, y0] spojité
parciálńı derivace až do řádu k, je možné dokázat, že i implicitně definovaná funkce
(kterou krátce nazýváme ,,implicitńı funkce”) y = f(x) má v okoĺı bodu x0 spojité
derivace do řádu k.

Formuli v tvrzeńı 4. věty I.7.2 lze snadno odvodit. Na y v rovnici (I.7.3) hled́ıme
jako na funkci proměnné x a rovnici derivujeme podle x. Levou stranu rovnice (I.7.3)
derivujeme podle pravidla o derivováni složené funkce (věta I.5.14). Obdrž́ıme:

(I.7.5)
∂F

∂x
+
∂F

∂y
· y′ = 0.

Vyjádř́ıme-li odtud y′ a uvědomı́me-li si, že y = f(x) a y′ = f ′(x), dostaneme žádaný
vzorec. Použijeme-li zjednodušené označeńı

Fx =
∂F

∂x
, Fy =

∂F

∂y
,

můžeme vzorec zapsat ve tvaru

(I.7.6) y′ = −Fx
Fy

,

kde y′ je uvažováno v bodě x a Fx a Fy v bodě [x, f(x)].

Obdobným zp̊usobem lze źıskat i vyjádřeńı druhé derivace funkce y = f(x). Předpo-
kládejme, že funkce F má spojité druhé parciálńı derivace. Rovnici (I.7.5) derivujeme
ještě jednou podle x. Označujeme-li pro jednoduchost parciálńı derivace funkce F i
nadále pouze indexy, obdrž́ıme:

Fxx + Fyx y
′ + Fxy y

′ + Fyy y
′2 + Fy y

′′ = 0.
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Využijeme-li rovnosti Fxy = Fyx (viz věta I.5.12) a dosad́ıme-li sem vyjádřeńı y′ z (I.7.6),
dostaneme:

y′′ = f ′′(x) = −
Fxx F

2
y − 2Fxy Fx Fy + Fyy F

2
x

F 3
y

,

kde y′′ je uvažováno v bodě x a všechny derivace funkce F v bodě [x, f(x)]. Tuto formuli
si nemuśıte pamatovat. Je však dobré si pamatovat postup, který k ńı vede. To znamená,
že rovnici (I.7.3) derivujeme dvakrát podle x a poté vyjádř́ıme y′′.

I.7.4. Př́ıklad. Vrat’me se k rovnici (I.7.2). Funkce na levé straně je

F (x, y) = y5 − 7xy2 + 2y − 28x2 − 11.

Dosazeńım do rovnice (I.7.2) můžete ověřit, že rovnice je splněná např́ıklad v bodě [2, 3].
Tj. F (2, 3) = 0. F , jakožto polynom dvou proměnných, je funkćı, která je spojitá a má
spojité i parciálńı derivace všech řádu v celém E2. Parciálńı derivace F podle y v bodě
[2, 3] je:

∂F

∂y
(2, 3) = (5y4 − 14xy + 2)

∣∣∣
x=2
y=3

= 323 6= 0.

Podle věty I.7.2 existuje jediná funkce y = f(x), definovaná v okoĺı bodu x0 = 2, která
pro všechna x z tohoto okoĺı vyhovuje rovnici (I.7.2). Tato funkce je rovnićı (I.7.2) v okoĺı
bodu x0 = 2 implicitně definovaná. Explicitńı tvar této funkce neznáme, věta I.7.2 pouze
poskytuje informaci o existenci takové funkce. Kromě toho, pomoćı věty I.7.2 můžeme
vypoč́ıtat i derivaci této funkce v bodě x0 = 2:

y′(2) = f ′(2) = −Fx
Fy

∣∣∣∣
x=2
y=3

= − −7y2 − 56x

5y4 − 14xy + 2

∣∣∣∣
x=2
y=3

= −−166

323
=̇ 0.51 .

Vypoč́ıtejte nyńı sami, pomoćı postupu popsaného v odstavci I.7.3, hodnotu y′′(2).

I.7.5. Zobecněńı věty o implicitńı funkci. Mı́sto rovnice (I.7.3) se můžeme zabývat
rovnićı

(I.7.7) F (x, y, z) = 0

a ptát se, za jakých podmı́nek je touto rovnićı definovaná implicitně funkce z = f(x, y).
Následuj́ıćı věta dává “lokálńı” odpověd’:

Věta. Předpokládejme, že

a) funkce F (x, y, z) má spojité parciálńı derivace v nějakém okoĺı bodu [x0, y0, z0],

b) F (x0, y0, z0) = 0,

c)
∂F

∂z
(x0, y0, z0) 6= 0.

Pak existuj́ı č́ısla δ > 0 a ε > 0 a jediná funkce z = f(x, y), definovaná v okoĺı Uδ(x0, y0)
bodu [x0, y0], pro kterou plat́ı:

1. z0 = f(x0, y0),

2. ∀ [x, y] ∈ Uδ(x0, y0) : z = f(x, y) ∈ (z0 − ε, z0 + ε) a F (x, y, f(x, y)) = 0,
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3. funkce f je spojitá a má spojité parciálńı derivace podle x a podle y v okoĺı
Uδ(x0, y0),

4. ∀ [x, y] ∈ Uδ(x0, y0) :
∂f

∂x
= −∂F

∂x

/
∂F

∂z
,

∂f

∂y
= −∂F

∂y

/
∂F

∂z
,

přičemž parciálńı derivace funkce f jsou uvažovány v bodě [x, y] a parciálńı deri-
vace funkce F v bodě [x, y, f(x, y)].

Zkuste nyńı sami, pomoćı postupu popsaného v odstavci I.7.3, vypoč́ıtat, jak budou
vypadat druhé parciálńı derivace ∂2f/∂x2, ∂2f/∂x ∂y a ∂2f/∂y2.

I.8. Cvičeńı.

1. Určete definičńı obory a obory hodnot daných funkćı. (Viz odstavec I.2.2.)

a) f(x, y) = e16−x2−y2

b) f(x, y) =
1

x(y + 3)
c) f(x, y) = ln(e2 + x2 + y2)

d) f(x, y) = 4
√
y − x e) f(x, y) =

√
y − x2 f) f(x, y) = cos(3x2 − 2y + 5)

g) f(x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2 − 1 h) f(x, y, z) = yz ln x

i) f(x, y, z) =
1

x2 + y2 + z2
j) f(x, y, z) = arctg(x+ y + z)

2. Vypoč́ıtejte následuj́ıćı limity, pokud existuj́ı. (Viz odstavce I.3.2–I.3.12.)

a) lim
[x,y]→[0,0]

3x2 − y2 + 5

x2 + y2 + 2
b) lim

[x,y]→[0,0]

x4

x4 + y2
c) lim

[x,y]→[0,0]

ey sin x

x

d)∗ lim
[x,y]→[0,0]

x6=0

ey sin x

x
e)∗ lim

[x,y]→[2,2]
x+y 6=4

x+y−4√
x+y−2

f)∗ lim
[x,y]→[0,0]

x6=y

x+ y

x− y

3. Na jakých množinách M ⊂ E2 jsou následuj́ıćı funkce spojité? (Viz odstavce
I.3.14–I.3.20.)

a) f(x, y) =
x+ y

x− y
b) f(x, y) =

x2 + y4 + 1

x2 + x− 12
c) f(x, y) =

1

x2 − 2y

d) f(x, y) = ln
y

x
e) f(x, y) = cos(x2 + xy) f) f(x, y) = e1/(x+y)

4. Na jakých množinách M ⊂ E3 jsou následuj́ıćı funkce spojité? (Viz odstavce
I.3.14–I.3.20.)

a) f(x, y, z) =
1

x2 + z2 − 4
b) f(x, y, z) = ln(xyz) c) f(x, y, z) = ez sin(x+ y)

d) f(x, y, z) =
x+ y

x− y
e) f(x, y, z) = ln

1

xyz
f) f(x, y, z) =

1

|xy|+ |z|

g) f(x, y, z) =
1

ln
√
x2 + y2 + z2

h) f(x, y, z) =
y + 4

x2y − xy + 4x2 − 4x
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5. Vypoč́ıtejte parciálńı derivace podle x a podle y. (Viz odstavce I.4.1–I.4.7.)

a) f(x, y) = x2 − 7xy b) f(x, y) = (x+ 2)2y c) f(x, y) = x2(3y − 5)7

d) f(x, y) = x sin(xy) e) f(x, y) = ln(x2y) f) f(x, y) =
2x

x− sin y

g) f(x, y) =
x+ y

x− y
h) f(x, y) = ln (x2 − 2y) i) f(x, y) =

√
x2 + y2

j) f(x, y) = ex ln y k) f(x, y) =
1

tg(y/x)
l) f(x, y) = y ex

2y

6. Vypoč́ıtejte parciálńı derivace podle x, y a z. (Viz odstavce I.4.1–I.4.7.)

a) f(x, y, z) =
x5y2

z3
b) f(x, y, z) = x−

√
y2 + z2

c) f(x, y, z) = arctg(x+ y + z) d) f(x, y, z) = xy + yz + zx

e) f(x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2 f) f(x, y, z) =

1√
(x2 + y2 + z2)

g) f(x, y, z) = x2 sin2 y cos z2 h) f(x, y, z) =
x2√
y2 + z2

7. Vypoč́ıtejte parciálńı derivace druhého řádu následuj́ıćıch funkćı. (Viz odstavce
I.5.9–I.5.12.)

a) f(x, y) = x2y + cos y + y sin x b) f(x, y) = x ey + y + x5y4 − 13

c) f(x, y) = ex+3y+ x ln y + y lnx+ 3 d) f(x, y) = y + x2y + 4y3x− ln(y2+ x)

e) f(x, y) = y2 + y(sin x− x4) f) f(x, y) = x2+ 5xy + sin(xy) + x ey
2/2

8. Vypoč́ıtejte gradient funkce f v bodě A a směrovou derivaci ∂f/∂s(A). (Viz
odstavce I.5.3–I.5.6.)

a) f(x, y) = x2 + 2xy − 3y2, A = [1, 1], s = (3, 4)

b) f(x, y, z) = x2 + 2y2 − 3z3 − 17, A = [1, 1, 1], s = (1, 1, 1)

c) f(x, y, z) = cos(xy) + eyz + ln(zx), A = [1, 0, 0.5], s = (1, 2, 2)

9. Napǐste rovnici tečné roviny a normály v bodě [x0, y0, f(x0, y0)] k ploše, která je
grafem funkce z = f(x, y). (Viz odstavec I.4.13.)

a) f(x, y) = 2x+ y2, x0 = 1, y0 = 2 b) f(x, y) = sin(x− y), x0 = 0, y0 = π

c) f(x, y) =
√
x− y, x0 = 4, y0 = 1 d) f(x, y) = ln(x+ y), x0 = 1, y0 = 0

10. Napǐste rovnici tečné roviny a normály v bodě A k ploše, která je daná rovnici
f(x, y, z) = 0. (Viz odstavec I.5.10.)

a) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 3 = 0, A = [1, 1, 1]

b) f(x, y, z) = cos(πx)− x2y + exz + yz − 4 = 0, A = [0, 1, 2]
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11. Vyšetřete lokálńı extrémy daných funkćı. (Viz odstavce I.6.1–I.6.11.)

a) f(x, y) = 2xy − 5x2 − 2y2 + 4x+ 4y b) f(x, y) = x2 + xy + 3x+ 2y + 5

c) f(x, y) = 5xy − 7x2 + 3x− 6y + 2 d) f(x, y) = x2 − 4xy + y2 + 6y + 2

e) f(x, y) = 2x2 + 3xy + 4y2 − 5x+ 2y f) f(x, y) = x2 − y2 − 2x+ 4y + 6

g) f(x, y) = x3 + y3 + 3x2 − 3y2 − 8 h) f(x, y) = 2x3+ 2y3−9x2+3y2−12y

i) f(x, y) = 4xy − x4 − y4 − 11 j) f(x, y) = x4 + y4 + 4xy + 7

12. Vyšetřete existenci, polohu a hodnotu absolutńıch extrémů daných funkćı na
daných množinách. (Viz odstavce I.6.12–I.6.16.)

a) f(x, y) = 2x2 − 4x+ y2 − 4y + 2, M = {[x, y]; x ≥ 0, y ≤ 2, y ≥ 2x}

b) f(x, y) = x2 − xy + y2 + 7, M = {[x, y]; x ≥ 0, y ≤ 4, y ≥ x}

c) f(x, y) = x2 + xy + y2 − 6x+ 2, M = {[x, y]; 0 ≤ x ≤ 5, −3 ≤ y ≤ 3}

d) f(x, y) = x2 + xy + y2 − 6x, M = {[x, y]; 0 ≤ x ≤ 5, −3 ≤ y ≤ 0}

e) f(x, y) = 48xy − 32x3 − 24y2, M = {[x, y]; 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}

f) f(x, y) = x2 − y2, M = {[x, y]; x ≥ −1, y ≥ −1, x+ 2y ≤ 2}

13. Ukažte, že rovnićı F (x, y) = 0 je v okoĺı bodu [x0, y0] ∈ E2 implicitně definovaná
funkce y = f(x). Vypoč́ıtejte derivaci této funkce v bodě x0 a napǐste rovnici tečny
k jej́ımu grafu v bodě [x0, y0]. (Viz odstavce I.7.1–I.7.4.)

a) F (x, y) = x3 + y3 − 6xy + 4, [x0, y0] = [1, 1]

b) F (x, y) = x2 − 3xy + 5xy2 − 6y2 − 32, [x0, y0] = [2, 3]

c) F (x, y) = x ey/x − e5, [x0, y0] = [1, 5]

d) F (x, y) = arctg(2x+ y), [x0, y0] = [0, 0]

14. Ukažte, že rovnićı F (x, y, z) = 0 je v okoĺı bodu [x0, y0, z0] ∈ E3 implicitně defi-
novaná funkce z = f(x, y). Vypoč́ıtejte jej́ı parciálńı derivace v bodě [x0, y0] a
napǐste rovnici tečné roviny k jej́ımu grafu v bodě [x0, y0, z0]. (Viz odstavec I.7.5.)

a) F (x, y, z) = z3 − xy + yz + y3 − 2 = 0, [x0, y0, z0] = [1, 1, 1]

b) F (x, y, z) = x2 − 2y2 + z2 − 4x+ 2z − 5 = 0, [x0, y0, z0] =
[
−1,

√
3
2
, 1
]

c) F (x, y, z) = xz2 − x2y + y2z + 2x− y = 0, [x0, y0, z0] = [0, 1, 1]

d) F (x, y, z) = sin(x+ y) + sin(y + z) + sin(x+ z) = 0, [x0, y0, z0] = [π, π, π]
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II. Riemann̊uv integrál funkćı dvou a tř́ı proměnných

II.1. Dvojný integrál – motivace a definice. Dvourozměrná
Jordanova mı́ra a měřitelné množiny v E2.

II.1.1. Děleńı obdélńıku a jeho norma. Necht’ 〈a, b〉 je uzavřený interval na ose
x a 〈c, d〉 je uzavřený interval na ose y. Pak kartézský součin O = 〈a, b〉 × 〈c, d〉 je
obdélńıkem v E2, jehož strany jsou rovnoběžné se souřadnými osami x nebo y.

Obdélńık O můžeme rozdělit pravoúhlou śıt́ı úseček rovnoběžných s osou x nebo
s osou y na n d́ılč́ıch obdélńık̊u O1, . . . , On. Systém těchto obdélńık̊u se nazývá děleńı
obdélńıku O. Nazveme-li popsané děleńı D, pak maximum délek stran všech d́ılč́ıch
obdélńık̊u O1, . . . , On označujeme ‖D‖ a nazýváme norma děleńı D. Jsou-li délky stran
d́ılč́ıch obdélńık̊u O1, . . . , On rovny ∆x1, ∆y1, . . . , ∆xn, ∆yn (viz obr. 8), pak zřejmě
plat́ı:

‖D‖ = max {∆x1; ∆y1; . . . ; ∆xn; ∆yn}.

II.1.2. Fyzikálńı motivace. Představme si, že tenká deska má tvar obdélńıku O =
〈a, b〉×〈c, d〉 v rovině xy. Deska nemuśı být homogenńı a jej́ı plošná hustota (tj. hmotnost
vztažená k jednotce plošného obsahu – označme ji ρ(x, y)) se může měnit v závislosti
na poloze bodu [x, y]. Chceme vypoč́ıtat hmotnost m desky.

Je-li deska homogenńı a jej́ı plošná hustota ρ je tud́ıž konstantńı, jedná se o jedno-
duchý problém: m je rovno součinu ρ a obsahu desky, tj. m = ρ · (b− a) · (d− c).

V obecném př́ıpadě, kdy ρ nemuśı být konstantńı, můžeme obdélńık O rozdělit
děleńım D na mnoho menš́ıch obdélńık̊u O1, . . . , On. Označme ∆xi a ∆yi délky stran
i–tého obdélńıku Oi (pro i = 1 . . . , n). Je-li děleńı D “dostatečně jemné” (tj. norma ‖D‖
je “dosti malá”), pak neuděláme velkou chybu, když funkci ρ na každém z obdélńık̊u
O1, . . . , On nahrad́ıme konstantou. “Vhodnou” konstantou na Oi je hodnota ρ(Zi),

-
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x

y

O1 O2

On−1 On

Z1
q Z2
q

Zn−1
q Znq

∆y1

∆x1 ∆x2

∆xn−1 ∆xn

∆yn

y = d

y = c

x = a x = b

q q q q

q q q q

O

Obr. 8

kde Zi je nějaký zvolený bod (značka) v Oi. (Viz obr. 8.) Hmotnost mi části desky,
pokrývaj́ıćı obdélńık Oi, je pak přibližně rovna součinu ρ(Zi) a obsahu Oi: mi =̇ ρ(Zi) ·
∆xi ∆yi. Hmotnost celé desky O lze přibližně vyjádřit:
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(II.1.1) m =
n∑
i=1

mi =̇
n∑
i=1

ρ(Zi) ·∆xi ∆yi .

Je přirozené očekávat, že je-li funkce ρ “dostatečně rozumná”, např́ıklad spojitá, bude
se součet na pravé straně bĺıžit k přesné hodnotě hmotnosti desky O, budeme-li O dělit
na stále větš́ı počet menš́ıch část́ı O1, . . . , On (tj. n→ +∞), přičemž délky jejich stran
se budou bĺıžit k nule (tj. ‖D‖ → 0).

II.1.3. Geometrická motivace. Představme si, že z = f(x, y) je nezáporná funkce na
množině M ⊂ E2. Chceme definovat a vypoč́ıtat objem V množiny Q, shora omezené
grafem funkce f a zdola omezené rovinou xy. (Viz obr. 9a.) Přesný popis množiny
Q je: Q = {[x, y, z] ∈ E3; [x, y] ∈ M, 0 ≤ z ≤ f(x, y)}. Předpokládejme dále pro
jednoduchost, že M je obdélńıkem O = 〈a, b〉 × 〈c, d〉. (Obr. 9b.)
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Je-li funkce f konstantńı na O, je množina Q kvádrem, jehož hrany maj́ı délky b−a,
d− c a f . Objem množiny Q tud́ıž je: V = f · (b− a) · (d− c).

V obecném př́ıpadě, kdy funkce f nemuśı být konstantńı, můžeme obdélńık O
děleńım D rozdělit na n menš́ıch obdélńık̊u O1, . . . , On. Jsou-li obdélńıky O1, . . . ,
On “velmi malé”, pak při výpočtu objemu Vi množiny “nad” obdélńıkem Oi neuděláme
velkou chybu, když v Oi zvoĺıme bod Zi a funkci f na Oi nahrad́ıme konstantou, rovnou
f(Zi). Pro Vi pak přibližně plat́ı: Vi =̇ f(Zi) ·∆xi ∆yi, kde ∆xi a ∆yi jsou délky stran
obdélńıku Oi. Objem celé množiny Q mezi grafem funkce f a rovinou xy lze přibližně
vyjádřit:

(II.1.2) V =
n∑
i=1

Vi =̇
n∑
i=1

f(Zi) ·∆xi ∆yi .

Za přesnou hodnotu objemu V množiny Q je přirozené považovat limitu součt̊u na pravé
straně pro n→ +∞ a ∆xi → 0, ∆yi → 0 (tj. pro ‖D‖ → 0), pokud tato limita existuje.

Oba součty (II.1.1) a (II.1.2) jsou stejné a obě úlohy, popsané v odstavćıch II.1.2
a II.1.3, vedou k limitě součt̊u (II.1.1) a (II.1.2) pro ‖D‖ → 0. V daľśıch odstavćıch
podáme přesnou definici této limity. Můžeme již na tomto mı́stě předeslat, že pokud
limita bude existovat, jej́ı hodnotu budeme nazývat dvojným integrálem funkce ρ (nebo
f) na obdélńıku O.
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II.1.4. Riemannovy součty a jejich limita. Předpokládejme, že f(x, y) je omezená
funkce na obdélńıku O = 〈a, b〉 × 〈c, d〉 v E2. Necht’ D je děleńı O na d́ılč́ı obdélńıky
O1, . . . , On, jejichž strany maj́ı délky ∆x1, ∆y1, . . . , ∆xn, ∆yn. Označme V systém
vybraných bod̊u Zi ∈ Oi (i = 1, 2, . . . , n). (Viz obr. 9.) Pak Riemannovým součtem
funkce f na obdélńıku O, odpov́ıdaj́ıćım děleńı D a systému bod̊u V , nazýváme

(II.1.3) s(f,D,V) =
n∑
i=1

f(Zi) ·∆xi ∆yi .

Ř́ıkáme, že č́ıslo S je limitou Riemannových součt̊u s(f, P, V ) pro ‖D‖ → 0+,
jestliže ke každému danému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé děleńı D obdélńıku
O a pro každý zvolený systém V plat́ı:

‖D‖ < δ =⇒ |s(f,D,V)− S| < ε.

Ṕı̌seme:

(II.1.4) lim
‖D‖→0+

s(f,D,V) = S.

II.1.5. Dvojný integrál na obdélńıku. Jestliže limita (II.1.4) existuje, pak č́ıslo S
nazýváme dvojným integrálem funkce f na obdélńıku O. Integrál obvykle znač́ıme∫∫

O

f(x, y) dx dy nebo

∫∫
O

f dx dy.

Jestliže limita (II.1.4) existuje, ř́ıkáme, že “dvojný integrál
∫∫

O
f dx dy existuje”

nebo že “funkce f je integrovatelná na obdélńıku O”.

II.1.6. Dvojný integrál na obecné omezené množině v E2. Předpokládejme, že
M je omezená množina v E2 a f(x, y) je omezená funkce na M . Necht’ O = 〈a, b〉×〈c, d〉
je obdélńık, ve kterém je množina M obsažena. Definujme

f∗(x, y) =

{
f(x, y) pro [x, y] ∈M,

0 pro [x, y] ∈ O −M.

Pak dvojným integrálem funkce f na množině M rozumı́me dvojný integrál funkce f∗
na obdélńıku O (pokud tento integrál existuje). Dvojný integrál f na M znač́ıme∫∫

M

f(x, y) dx dy nebo

∫∫
M

f dx dy.

Vid́ıte, že dvojný integrál funkce f na obecné omezené množině M je definován
pomoćı dvojného integrálu funkce f∗ (tj. funkce f , rozš́ı̌rené nulou vně množiny M)
na obdélńıku O. Dvojný integrál na obdélńıku je již známý z odstavce II.1.5. Lze
ukázat, že existence ani hodnota dvojného integrálu

∫∫
O
f∗ dx dy nezáviśı na tom, který

z nekonečně mnoha obdélńık̊u v E2, obsahuj́ıćıch množinu M , zvoĺıme a označ́ıme O. Je
to dáno t́ım, že rozš́ı̌rená funkce f∗ je vně množiny M nulová.

Pokud integrál
∫∫

O
f∗ dx dy existuje, pak ř́ıkáme, že také “dvojný integrál∫∫

M
f dx dy existuje” nebo že “funkce f je integrovatelná na množině M”. Množinu M

nazýváme integračńı obor nebo obor integrace a integrovanou funkci f často nazýváme
integrand .
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II.1.7. Fyzikálńı a geometrický význam dvojného integrálu. Z odstavce II.1.2
a z definice dvojného integrálu je patrný jeden z mnoha fyzikálńıch významů dvojného
integrálu: Je-li M omezená množina (tenká deska) v E2 a ρ(x, y) je plošná hustota
desky (v kg/m2), pak

∫∫
M
ρ dx dy vyjadřuje celkovou hmotnost desky M . S daľśımi

aplikacemi dvojného integrálu ve fyzice se seznámı́te v kapitole II.4.

Z odstavce II.1.3 a z definice dvojného integrálu rovněž plyne, že je-li f(x, y) nezá-
porná a integrovatelná funkce na množině M ∈ E2, pak integrálem

∫∫
M
f dx dy můžeme

definovat objem množiny Q mezi rovinou xy a grafem funkce f na M . (Viz obr. 9a.)
V kapitolách II.5–II.7 uvid́ıte, že tento objem a také objem obecněǰśıch útvar̊u v E3 lze
definovat a vypoč́ıtat i pomoćı tzv. trojného integrálu.

II.1.8. Historický př́ıstup. Dvojný integrál býval v minulosti zaváděn (nikoliv defi-
nován, protože o přesnou definici se nejedná) následuj́ıćım zp̊usobem: Představme
si pro jednoduchost, že M je opět omezená množina (tenká deska) v E2 a ρ(x, y) je
plošná hustota desky M . Stejně jako v odstavci II.1.2 chceme vypoč́ıtat celkovou hmot-
nost této desky. Rozdělme M na nekonečně mnoho nekonečně malých obdélńık̊u typu
〈x, x + dx〉 × 〈y, y + dy 〉. Na každém z těchto obdélńık̊u lze ρ považovat za konstantńı
funkci, maj́ıćı hodnotu ρ(x, y). (Obdélńık 〈x, x+dx〉×〈y, y+dy 〉 vlastně d́ıky tomu, že je
“nekonečně malý”, s bodem [x, y] splývá.) Hmotnost obdélńıku 〈x, x+dx〉×〈y, y+dy 〉 je
tud́ıž dm = ρ(x, y) ·dx dy. Sečteńım všech hmotnost́ı dm přes celou množinu M źıskáme
celkovou hmotnost m uvažované desky. Součet znač́ıme

∫∫
M
ρ dx dy a nazýváme dvojný

integrál funkce ρ na množině M .

Tento př́ıstup je však nepřesný, protože se oṕırá o pojmy “nekonečně malý obdélńık”
a “součet nekonečně mnoha nekonečně malých č́ısel” dm. Představa o existenci “neko-
nečně malého obdélńıku” odporuje současnému pojet́ı geometrie v E2 a rovněž pojem
“součtu nekonečně mnoha nekonečně malých č́ısel” je bez přesné definice zcela nejasný.
Vývoj matematiky i potřeby aplikaćı dvojného integrálu si proto vynutily pozděǰśı vznik
přesné definice a teorie dvojného integrálu. Nicméně, představa o tom, že integrál je
součtem nekonečně mnoha nekonečně malých č́ısel dm = ρ(x, y) · dx dy se stále,
např́ıklad v mechanice při odvozováńı r̊uzných vzorc̊u (viz kapitolu II.4), použ́ıvá.

II.1.9. Měřitelná množina v E2 a jej́ı Jordanova mı́ra. Pojem omezené množiny
v E2 je pro praktické účely př́ılǐs obecný. Např́ıklad lze ukázat, že existuj́ı omezené
množiny M ∈ E2 tak komplikovaných tvar̊u, že na nich ani konstantńı funkce f(x, y) = 1
neńı integrovatelná. (Př́ıkladem je množina všech bod̊u čtverce 〈0, 1〉×〈0, 1〉, jejichž obě
souřadnice jsou racionálńı č́ısla.) Abychom odlǐsili tyto “umělé” množiny, které v tech-
nických aplikaćıch nemaj́ı velký význam, od “rozumných” množin, zavád́ıme pojem
tzv. měřitelné množiny.

Předpokládejme, že M je omezená množina v E2. Ř́ıkáme, že tato množina je
měřitelná (v Jordanově smyslu), jestliže dvojný integrál konstantńı funkce f(x, y) = 1
na M existuje. V tomto př́ıpadě nazýváme č́ıslo

µ2(M) =

∫∫
M

dx dy

dvourozměrnou Jordanovou mı́rou množiny M .
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µ2(M) má názornou geometrickou interpretaci – definuje a poskytuje návod jak
vypoč́ıtat plošný obsah (nebo jenom krátce obsah) množiny M . Až se nauč́ıte dvojné
integrály poč́ıtat, budete se moci sami přesvědčit o tom, že má-li množina M jednoduchý
tvar (čtverec, obdélńık, trojúhelńık, kruh atd.), je µ2(M) v souladu se vzorci, které pro
výpočet obsah̊u znáte ze základńı školy.

Jednoduché omezené množiny (čtverec, obdélńık, trojúhelńık, kruh, kruhová výseč
atd.) jsou měřitelné. Lze dodat, že prakticky všechny daľśı omezené množiny, se kterými
se setkáte v technických aplikaćıch, jsou také měřitelné. Kritérium, pomoćı něhož to
dokážeme poznat, najdete v odstavci II.1.12. Nejdř́ıve se však zmı́ńıme o některých
měřitelných množinách, o kterých umı́me ukázat, že jejich mı́ra je nulová.

II.1.10. Př́ıklady množin, jejichž dvourozměrná mı́ra je rovna nule.

a) Prázdná množina a všechny množiny, sestávaj́ıćı z konečného počtu bod̊u nebo
úseček.

b) Grafy spojitých funkćı jedné proměnné y = ϕ(x) nebo x = ψ(y) na omezených
uzavřených intervalech.

c) Tzv. jednoduché hladké křivky nebo jednoduché po částech hladké křivky v E2

(viz kapitolu III.1).

Následuj́ıćı věta uvád́ı některé poměrně zřejmé vlastnosti množin v E2, jejichž
dvourozměrná Jordanova mı́ra je nulová (krátce: množin mı́ry nula).

II.1.11. Věta. a) Sjednoceńı konečně mnoha množin mı́ry nula je množina mı́ry nula.

b) Je-li N množina mı́ry nula a M ⊂ N , pak M je také množina mı́ry nula.

II.1.12. Věta. (Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro to, aby množina v E2 byla
měřitelná.) Množina M ⊂ E2 je měřitelná (v Jordanově smyslu) právě tehdy, je-li
omezená a µ2(∂M) = 0.

II.2. Existence a vybrané vlastnosti dvojného integrálu.

Připomı́náme, že výroky “f je integrovatelná funkce na množině M” a “dvojný
integrál

∫∫
M
f dx dy existuje” maj́ı stejný význam. Bylo by naivńı si myslet, že dvojný

integrál jakékoliv funkce f na jakékoliv množině M vždy existuje (neboli jinými slovy, že
pro jakoukoliv funkci f na jakékoliv množině M konstrukce, popsaná v odstavćıch II.1.4–
II.1.6, vždy vede k jediné hodnotě limity Riemannových součt̊u (II.1.3)). Předevš́ım je
třeba mı́t na paměti, že konstrukce dvojného integrálu požaduje, aby integračńı obor M
byl omezenou množinou a rovněž aby funkce f byla na množině M omezená. Nicméně,
ani omezenost M i f sama o sobě ještě existenci integrálu nezaručuje. Je to dáno t́ım,
že pojmy omezené množiny a omezené funkce jsou stále ještě př́ılǐs obecné a zahrnuj́ı
mnoho množin i funkćı velmi “podivných” tvar̊u. Těmto př́ıpad̊um se však v tomto
textu věnovat nechceme. V následuj́ıćım odstavci uvád́ıme jednoduchou postačuj́ıćı
podmı́nku pro existenci dvojného integrálu, se kterou v technických aplikaćıch většinou
zcela vystač́ıme.
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II.2.1. Věta. (Postačuj́ıćı podmı́nka pro existenci dvojného integrálu.)
Necht’ M je měřitelná množina v E2 a f je omezená a spojitá funkce na M . Pak dvojný
integrál

∫∫
M
f dx dy existuje.

Z věty I.6.14 plyne, že spojitá funkce na omezené uzavřené množině je omezená.
Větu II.2.1 je tud́ıž možné pozměnit. Lze požadovat o něco v́ıce na množině M , totiž
uzavřenost, a za to lze vynechat předpoklad o omezenosti funkce f , nebot’ tu zaručuje
věta I.6.14. Zformulujte a napǐste si sami př́ıslušnou pozměněnou větu.

Věta II.2.1 z̊ustane v platnosti, nahrad́ıme-li předpoklad o spojitosti funkce f na
množině M slabš́ım předpokladem o spojitosti f na M “až na množinu mı́ry nula”
(který připoušt́ı nespojitosti funkce f , ale pouze na množině mı́ry nula v M).

II.2.2. Některé d̊uležité vlastnosti dvojného integrálu.

a) Linearita dvojného integrálu. Jsou-li funkce f a g integrovatelné na množině
M ⊂ E2 a α ∈ R, pak funkce f + g a αf jsou také integrovatelné na množině M
a plat́ı ∫∫

M

(f + g) dx dy =

∫∫
M

f dx dy +

∫∫
M

g dx dy,

∫∫
M

α · f dx dy = α ·
∫∫

M

f dx dy.

b) Aditivita dvojného integrálu vzhledem k oboru integrace. Jsou-li M1 a
M2 měřitelné množiny, jejichž pr̊unik má mı́ru nula (tj. M1 a M2 se překrývaj́ı
nejvýše na množině mı́ry nula) a f je integrovatelná funkce na M1 a na M2, pak
f je integrovatelná funkce i na sjednoceńı M1 ∪M2 a∫∫

M1

f dx dy +

∫∫
M2

f dx dy =

∫∫
M1∪M2

f dx dy.

c) Je-li funkce f integrovatelná na množině M ∈ E2 a funkce g je omezená a lǐśı se
od f nejvýše na množině mı́ry nula, pak funkce g je také integrovatelná v M a∫∫

M

g dx dy =

∫∫
M

f dx dy.

d) Je-li f omezená funkce na množině M ∈ E2 mı́ry nula, pak f je integrovatelná na
M a ∫∫

M

f dx dy = 0.

e) Jsou-li f a g integrovatelné funkce na množině M ⊂ E2 takové, že f(x, y) ≥ g(x, y)
pro všechny body [x, y] ∈M , pak∫∫

M

f dx dy ≥
∫∫

M

g dx dy.

Speciálně, je-li f(x, y) ≥ 0 pro všechny body [x, y] ∈M , pak∫∫
M

f dx dy ≥ 0.
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Z tvrzeńı c) vyplývá, že změńıme-li hodnoty funkce f v M na množině mı́ry nula v M
(ovšem tak, že změněná funkce z̊ustává omezená), pak hodnota integrálu

∫∫
M
f dx dy

se nezměńı. Při výpočtu integrálu lze dokonce množinu mı́ry nula vynechat (tj. mı́sto
na M poč́ıtat integrál na množině M − N , kde µ2(N) = 0) a hodnota integrálu bude
stejná. Jinými slovy: chováńı integrované funkce na množinách mı́ry nula (pokud funkce
z̊ustává omezená) nemá na existenci ani hodnotu dvojného integrálu žádný vliv. T́ım
také odpov́ıdáme na často se vyskytuj́ıćı dotaz: “Je d̊uležité, zda do oboru integrace
zahrnujeme nebo nezahrnujeme jeho hranici?” (Např́ıklad: “Je rozd́ıl mezi t́ım, zda
integrujeme na uzavřeném obdélńıku 〈a, b〉×〈c, d〉 nebo na otevřeném obdélńıku (a, b)×
(c, d)?”) Odpověd’ je: NE. Pokud hranice oboru integrace má mı́ru nula a integrovaná
funkce je na ńı omezená, pak je jedno, jestli ji do oboru integrace zahrnujeme, nebo ne.

II.3. Výpočet dvojného integrálu – Fubiniho věta a transformace
do polárńıch souřadnic.

Fubiniho věta převád́ı výpočet dvojného integrálu na výpočet dvou jednoduchých
(rozumějte: jednorozměrných) integrál̊u. Je možné ji použ́ıt při integraci na tzv. ele-
mentárńıch oborech integrace. Větu poprvé publikoval v roce 1907 Guido Fubini (1879–
1943).

II.3.1. Elementárńı obor integrace v E2. a) Necht’ y = φ1(x) a y = φ2(x) jsou
spojité funkce v intervalu 〈a, b〉 a necht’ φ1(x) ≤ φ2(x) pro všechna x ∈ 〈a, b〉. Pak
množinu

M =
{

[x, y] ∈ E2; a ≤ x ≤ b, φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x)
}

nazýváme elementárńım oborem integrace vzhledem k ose x. (Viz obr. 10a.)

b) Necht’ x = ψ1(y) a x = ψ2(y) jsou spojité funkce v intervalu 〈c, d〉 a necht’ ψ1(y) ≤
ψ2(y) pro všechna y ∈ 〈c, d〉. Pak množinu

M =
{

[x, y] ∈ E2; c ≤ y ≤ d, ψ1(y) ≤ x ≤ ψ2(y)
}

nazýváme elementárńım oborem integrace vzhledem k ose y. (Viz obr. 10b.)

-
x

6y

a b

qP y = φ1(x)

qQ y = φ2(x)

M

Obr. 10a

-
x

6y

c

d

x = ψ1(y) x = ψ2(y)

M

Obr. 10b
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Elementárńı obory integrace jsou měřitelné množiny v E2. Nyńı vysvětĺıme myšlenku
výpočtu dvojného integrálu funkce f(x, y) na elementárńım oboru integrace vzhledem
k ose x. (Viz obr. 10a.) Představte si, že obor integrace rozřežete na nekonečně mnoho
nekonečně tenkých svislých pruh̊u. Jeden takový pruh je úsečkou PQ na obr. 10a. Ne-
jprve integrujeme f(x, y) na každé takové úsečce jakožto funkci proměnné y – obdrž́ıme

F (x) =
∫ φ2(x)

φ1(x)
f(x, y) dy. Výsledek záviśı na x, protože poloha úsečky PQ záviśı na x.

Pak integrujeme F (x) jakožto funkci proměnné x od a do b. T́ımto zp̊usobem źıskáme
vzorec (II.3.1) v odstavci II.3.2.

V následuj́ıćı větě přesně formulujeme předpoklady, za kterých můžeme integrál
poč́ıtat popsaným zp̊usobem. Věta se také zabývá př́ıpadem, kdy oborem integrace je
elementárńı obor vzhledem k ose y.

II.3.2. Fubiniho věta pro dvojný integrál. a) Necht’ M je elementárńı obor inte-
grace vzhledem k ose x, popsaný v odstavci II.3.1. Necht’ funkce f(x, y) je spojitá v M .
Pak

(II.3.1)

∫∫
M

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ φ2(x)

φ1(x)

f(x, y) dy

)
dx.

b) Necht’ M je elementárńı obor integrace vzhledem k ose y, popsaný v odstavci II.3.1.
Necht’ funkce f(x, y) je spojitá v M . Pak

(II.3.2)

∫∫
M

f(x, y) dx dy =

∫ d

c

(∫ ψ2(y)

ψ1(y)

f(x, y) dx

)
dy.

II.3.3. Poznámka. Integrál̊um na pravých stranách (II.3.1) a (II.3.2) se, na rozd́ıl od
dvojných integrál̊u na levých stranách, často ř́ıká “dvojnásobné integrály”.

Je-li M obdélńıkem 〈a, b〉× 〈c, d〉 a funkce f je spojitá na M , pak z obou část́ı věty
II.3.2 snadno vyplývá tento vzorec:∫∫

M

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy.

II.3.4. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme integrál
∫∫

M
(2x + 3y + 5) dx dy, kde M je množina,

omezená křivkami y = 2x, y = 1/x a x =
√

2.

Ř e š e n ı́ : Dané křivky děĺı rovinu xy na r̊uzné části (nakreslete si obrázek!), pouze
jedna z nich však je omezená a to je právě M . Množinu M můžeme popsat jako množina
bod̊u [x, y] ∈ E2 takových, že

√
2/2 ≤ x ≤

√
2 a 1/x ≤ y ≤ 2x.

M je elementárńı obor integrace vzhledem k ose x. Funkce f je spojitá na M . Užit́ım
Fubiniho věty II.3.2 dostáváme:∫∫

M

(2x+ 3y + 5) dx dy =

∫ √2

√
2/2

(∫ 2x

1/x

(2x+ 3y + 5) dy

)
dx

=

∫ √2

√
2/2

[
2xy + 3

2
y2 + 5y

] y=2x

y=1/x
dx =

∫ √2

√
2/2

(
4x2 + 6x2 + 10x− 2− 3

2x2
− 5

x

)
dx

=

[
10x3

3
+ 5x2 − 2x+

3

2x
− 5 ln x

]√2

√
2/2

=
79

12

√
2 + 7.5− 5 ln 2.
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Z teorie jednorozměrného integrálu si pamatujete, že účinnou metodou integrace
je substitučńı metoda. Tuto metodu můžeme použ́ıt i při výpočtu dvojného integrálu.
Při jej́ım použit́ı obvykle ř́ıkáme, že integrál transformujeme do jiných souřadnic. Ne-
jpouž́ıvaněǰśı jiné (než kartézské) souřadnice v E2 jsou tzv. polárńı (nebo zobecněné
polárńı) souřadnice.

II.3.5. Polárńı souřadnice v E2.
Polohu bodu X ∈ E2 můžeme jed-
noznačně určit jeho polárńımi sou-
řadnicemi r, ϕ, které maj́ı tento ge-
ometrický význam: r je vzdálenost
X od počátku O a ϕ je úhel mezi
kladnou část́ı osy x a úsečkou OX
(měřený od osy x k úsečce OX).
(Viz obr. 11.) Vztah mezi kartézský-
mi souřadnicemi x, y a polárńımi sou-
řadnicemi r, ϕ je dán rovnicemi

-
x

6

y

��
��
�
��
��
��
��*

O

Xq
r

ϕ

Obr. 11

(II.3.3) x = r cos ϕ, y = r sin ϕ.

Z geometrického významu polárńıch souřadnic vyplývá, že r ≥ 0 a ϕ lze brát z kterého-
koliv intervalu, jehož délka nepřesáhne 2π (např́ıklad z intervalu 〈0, 2π 〉).

II.3.6. Transformace dvojného integrálu do polárńıch souřadnic. Představte
si, že poč́ıtáme integrál

∫∫
M
f(x, y) dx dy. Pomoćı rovnic (II.3.3) můžeme nahradit x,

y výrazy r cos ϕ a r sin ϕ. Kromě toho je však třeba

a) popsat obor integrace M v polárńıch souřadnićıch a starý popis (v kartézských
souřadnićıch) zaměnit novým popisem (v polárńıch souřadnićıch),

b) dosadit vhodný výraz do dvojného integrálu za dx dy (podobně, jako když při
substituci x = g(t) v jednorozměrném integrálu dosazujeme dx = g′(t) dt).

Množina M odpov́ıdá nějaké množině M ′ v polárńıch souřadnićıch. (Pod M ′ si
můžete představovat popis M v polárńıch souřadnićıch.) V optimálńım př́ıpadě každému
bodu [x, y] ∈ M odpov́ıdá právě jeden bod [r, ϕ] ∈ M ′ (takový, že x = r cos ϕ a y =
r sin ϕ). Množiny mı́ry nula však nehraj́ı žádnou roli a proto vzájemná jednoznačnost
přǐrazeńı mezi body [x, y] ∈M a body [r, ϕ] ∈M ′ může být porušena na množině mı́ry
nula.

Výraz dx dy je třeba při transformaci do polárńıch souřadnic nahradit takto:

(II.3.4) dx dy = r dr dϕ.

Činitel r na pravé straně je tzv. “jakobián” (zkratka pro “Jacobiho determinant”). Vı́ce
se o něm dozv́ıte v kapitole II.9.

Transformace dvojného integrálu do polárńıch souřadnic má smysl tehdy, pokud
vede ke zjednodušeńı integrované funkce (viz př́ıklad II.3.8) nebo ke zjednodušeńı popisu
oboru integrace (viz př́ıklad II.3.7).

II.3.7. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme integrál
∫∫

M
(x+ y) dx dy, kde

M = {[x, y] ∈ E2; x > 0, y > 0, x2 + y2 < 4}.
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Ř e š e n ı́ : M je pr̊unikem kruhu (se středem v počátku a poloměrem 2) s prvńım
kvadrantem. Odpov́ıdá oblasti M ′ = {[r, ϕ] ∈ E2; 0 < r < 2, 0 < ϕ < π/2} v oboru
polárńıch souřadnic [r, ϕ]. Užit́ım rovnic (II.3.3) a (II.3.4) dostaneme:∫∫

M

(x+ y) dx dy =

∫∫
M ′

(r cos ϕ+ r sin ϕ) r dr dϕ

= 1)

∫ 2

0

(∫ π/2

0

r2 (cos ϕ+ sin ϕ) dϕ

)
dr =

∫ 2

0

r2
[
sin ϕ− cos ϕ

]ϕ=π/2

ϕ=0
dr

=

∫ 2

0

2r2 dr =
16

3
.

1) Použili jsme Fubiniho větu.

II.3.8. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme integrál
∫∫

M
(x2 + y2)−1/2 dx dy, kde M je trojúhelńık

s vrcholy [0, 0], [1, 0], [1, 1].

Ř e š e n ı́ : M lze definovat jako množinu bod̊u [x, y] ∈ E2 takových, že 0 < x < 1 a
0 < y < x. Transformujeme-li tyto nerovnosti do polárńıch souřadnic, obdrž́ıme:

(II.3.5) 0 < r cos ϕ < 1, 0 < r sin ϕ < r cos ϕ.

Ze druhé nerovnosti plyne: 0 < sin ϕ < cos ϕ, což znamená, že 0 < ϕ < π/4.
Z prvńı nerovnosti v (II.3.5) vyplývá: 0 < r < 1/ cos ϕ. M tud́ıž odpov́ıdá množině
M ′ = {[r, ϕ] ∈ E2; 0 < ϕ < π/4, 0 ≤ r ≤ 1/ cos ϕ} v oboru polárńıch souřadnic. Užit́ım
transformaćı (II.3.3), (II.3.4) a následným použit́ım Fubiniho věty dostaneme:∫∫

M

1√
x2 + y2

dx dy =

∫∫
M ′

1

r
r dr dϕ =

∫ π/4

0

(∫ 1/ cos ϕ

0

dr

)
dϕ

=

∫ π/4

0

1

cos ϕ
dϕ =

∫ π/4

0

cos ϕ

1− sin2 ϕ
dϕ = 2)

∫ √2/2

0

dt

1− t2

=
1

2

∫ √2/2

0

(
1

1− t
+

1

1 + t

)
dt = 1

2

[
− ln (1− t) + ln (1 + t)

]√2/2

0
=

1

2
ln

2 +
√

2

2−
√

2
.

2) Použili jsme substituci sin ϕ = t a odtud plynoućı rovnost cos ϕ dϕ = dt.

II.3.9. Zobecněné polárńı souřadnice v E2. Tyto souřadnice budeme opět označovat
r, ϕ. Maj́ı podobný geometrický význam, jako polárńı souřadnice, avšak jejich počátek
nemuśı být stejný jako počátek v kartézských souřadnićıch a rovněž nejsou “izotropńı”,
tj. mı́ra změny r ve směru osy x a ve směru osy y se může lǐsit. Vztahy mezi kartézskými
souřadnicemi x, y a zobecněnými polárńımi souřadnicemi r, ϕ jsou:

(II.3.6) x = x0 + ar cos ϕ, y = y0 + br sin ϕ,

přičemž [x0, y0] je zvolený bod v E2 a a, b jsou zvolené kladné konstanty.

Lze dokázat, že při transformaci dvojného integrálu do zobecněných polárńıch sou-
řadnic je třeba výraz dx dy transformovat takto:

(II.3.7) dx dy = rab dr dϕ.

Činitel rab na pravé straně se opět nazývá “jakobián” a odvozeńı jeho tvaru lze nalézt
v kapitole II.9.
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Transformaćı dvojného integrálu do zobecněných polárńıch souřadnic obvykle doćı-
ĺıme zjednodušeńı integrované funkce, pokud tato obsahuje výrazy typu (x− x0)2/a2 +
(y − y0)2/b2. Popis oboru integrace se zjednoduš́ı, pokud je j́ım např́ıklad celý vnitřek
nebo pouze výseč elipsy (x− x0)2/a2 + (y − y0)2/b2 = 1.

II.3.10. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme integrál
∫∫

M
x dx dy, kde

M = {[x, y] ∈ E2; (x− 2)2 + (y − 1)/42 ≤ 1}.

Ř e š e n ı́ : Je patrné, že pokud použijeme transformaci

(II.3.8) x = 2 + r cos ϕ, y = 1 + 2r sin ϕ,

pak body [x, y] vyplňuj́ı obor M právě když body [r, ϕ] vyplňuj́ı obor M ′ = {[r, ϕ] ∈
E2; 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ < 2π}. Užit́ım transformace (II.3.8), rovnosti dx dy = 2r dr dϕ
(plynoućı z (II.3.7)) a rovněž následným použit́ım Fubiniho věty obdrž́ıme:∫∫

M

x dx dy =

∫∫
M ′

(2 + r cos ϕ) 2r dr dϕ =

∫ 2π

0

(∫ 1

0

(4r + 2r2 cos ϕ) dr

)
dϕ

=

∫ 2π

0

[
2r2 + 2

3
r3 cos ϕ

]1

r=0
dϕ =

∫ 2π

0

(2 + 2
3

cos ϕ) dϕ = 4π.

II.3.11. Poznámka. Jistě jste si všimli, že transformace (II.3.8) v př́ıkladu II.3.10 neńı
vzájemně jednoznačným zobrazeńım množiny M ′ na množinu M . Vzájemně jednoznačné
přǐrazeńı mezi body [x, y] a [r, ϕ] je porušeno v podmnožině M ′

0 = {[r, ϕ] ∈ E2; r =
0, 0 ≤ ϕ < 2π} množiny M ′. To je zřejmé, nebot’ transformace (II.3.8) přǐrazuje všem
bod̊um, lež́ıćım v M ′

0, jeden bod [2, 1] v M . Bod [2, 1] v M má tud́ıž nekonečně mnoho
vzor̊u v M ′ – jsou jimi všechny body [r, ϕ] ∈ M ′

0. Jelikož však µ2(M ′
0) = 0, toto nemá

vliv ani na existenci, ani na hodnotu integrálu.

II.4. Některé fyzikálńı aplikace dvojného integrálu.

Předpokládejme, že tenká hmotná deska je umı́stěna v rovině xy tak, že přesně
pokrývá měřitelnou množinu M . Deska nemuśı být homogenńı. To znamená, že plošná
hustota desky (tj. hmotnost vztažená k jednotce plošného obsahu) nemuśı být kon-
stantńı (např́ıklad vlivem toho, že se měńı tloušt’ka desky nebo materiál, ze kterého je
vyrobena). Označme tuto plošnou hustotu ρ(x, y) a předpokládejme, že ρ(x, y) je udána
v kg ·m−2. Dvojný integrál umožňuje definovat a vypoč́ıtat některé základńı mechanické
charakteristiky desky:

hmotnost desky . . . . . . . . . . . . . m =

∫∫
M

ρ(x, y) dx dy [kg],

statický moment

vzhledem k ose x . . . . . . . . . mx =

∫∫
M

y · ρ(x, y) dx dy [kg ·m],

vzhledem k ose y . . . . . . . . . my =

∫∫
M

x · ρ(x, y) dx dy [kg ·m],
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souřadnice těžǐstě . . . . . . . xT =
my

m
, yT =

mx

m
[m],

moment setrvačnosti

vzhledem k ose x . . . . . . Jx =

∫∫
M

y2 · ρ(x, y) dx dy [kg ·m2],

vzhledem k ose y . . . . . . Jy =

∫∫
M

x2 · ρ(x, y dx dy [kg ·m2],

vzhledem k počátku . . . J0 =

∫∫
M

(x2 + y2) · ρ(x, y) dx dy [kg ·m2].

Navrhněte sami vzorec, kterým můžeme definovat a rovněž podle něj vypoč́ıtat moment
setrvačnosti vzhledem k obecné př́ımce v E2, dané rovnićı ax+ by + c = 0.

II.5. Trojný integrál – motivace a definice. Tř́ırozměrná
Jordanova mı́ra a měřitelné množiny v E3.

Teorie trojného integrálu je skoro stejná, jako teorie dvojného integrálu. Hlavńı
rozd́ıl spoč́ıvá v tom, že integrujeme funkce tř́ı proměnných a obory integrace jsou část́ı
E3. Teorii trojného integrálu proto uvád́ıme pouze stručně a nevysvětlujeme mnoho
podrobnost́ı.

Na druhé straně, jedna dimenze nav́ıc znamená, že integrované funkce a předevš́ım
obory integrace mohou být podstatně rozmanitěǰśı. Ačkoliv metody integrace jsou opět
založeny zejména na Fubiniho větě a transformaci integrálu do jiných souřadnic, tyto
metody jsou obvykle technicky komplikovaněǰśı, než v př́ıpadě dvojného integrálu.

II.5.1. Děleńı kvádru a jeho norma. Necht’ 〈a, b〉, 〈c, d〉 a 〈r, s〉 jsou postupně
uzavřené intervaly na souřadných osách x, y a z. Pak kartézský součin K = 〈a, b〉 ×
〈c, d〉 × 〈r, s〉 je kvádrem v E3, jehož hrany jsou rovnoběžné se souřadnými osami x, y
nebo z.

Kvádr K lze rozdělit śıt́ı rovin rovnoběžných s rovinami xy, xz nebo yz na n d́ılč́ıch
kvádr̊u K1, . . . , Kn. Systém těchto kvádr̊u nazýváme děleńı kvádru K. Pojmenujeme-li
popsané děleńı D, pak normou děleńı D nazýváme délku nejdeľśı ze všech hran kvádr̊u
K1, . . . , Kn. Normu děleńı D znač́ıme ‖D‖. Jsou-li délky hran d́ılč́ıch kvádr̊u K1, . . . ,
Kn rovny ∆x1, ∆y1, ∆z1, . . . , ∆xn, ∆yn, ∆zn, můžeme normu ‖D‖ vyjádřit:

‖D‖ = max {∆x1; ∆y1; ∆z1; . . . ; ∆xn; ∆yn; ∆zn}.

II.5.2. Fyzikálńı motivace. Představme si, že chceme vypoč́ıtat hmotnost m tělesa,
které má tvar kvádruK = 〈a, b〉×〈c, d〉×〈r, s〉 a ve kterém je hmota rozložena s hustotou
ρ(x, y, z). Hustota může být proměnná, kvádr tud́ıž nemuśı být homogenńı.

Ve speciálńım př́ıpadě, kdy hustota ρ je konstantńı, je m = ρ ·(b−a) ·(d−c) ·(s−r).
(Proč?)

V obecném př́ıpadě, kdy hustota nemuśı být konstantńı, můžeme K rozdělit děleńım
D na n d́ılč́ıch kvádr̊u K1, . . . , Kn. Jsou-li d́ılč́ı kvádry “velmi malé”, pak neuděláme
velkou chybu, když hustotu ρ na každém z nich považujeme za konstantńı a postupně
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rovnou ρ(Z1), . . . , ρ(Zn), kde Z1, . . . , Zn jsou zvolené body v K1, . . . , Kn. Hmotnost
kvádru Ki (pro i = 1, . . . , n) je pak přibližně rovna mi=̇ρ(Zi) ·∆xi ∆yi ∆zi, kde ∆xi,
∆yi a ∆zi jsou délky hran kvádru Ki. Hmotnost celého tělesa K lze přibližně vyjádřit:

(II.5.1) m =
n∑
i=1

mi =̇
n∑
i=1

ρ(Zi) ·∆xi ∆yi ∆zi.

Pokud funkce ρ má “rozumné vlastnosti”, pak je přirozené očekávat, že přesnou hodnotu
m obdrž́ıme jako limitu součt̊u na pravé straně, jestliže n→ +∞ a č́ısla ∆xi, ∆yi, ∆zi
se bĺıž́ı k nule (tj. jestliže ‖D‖ → 0).

II.5.3. Riemannovy součty a jejich limita. Předpokládejme, že f(x, y, z) je omezená
funkce na kvádru K = 〈a, b〉×〈c, d〉×〈r, s〉. Necht’ D je děleńı kvádru K na d́ılč́ı kvádry
K1, . . . , Kn, popsané v odstavci II.5.1. Označme délky hran kvádr̊u K1, . . . , Kn pos-
tupně ∆x1, ∆y1, ∆z1, . . . , ∆xn, ∆yn, ∆zn. Necht’ V je systém zvolených bod̊u Zi ∈ Ki

(i = 1, . . . , n). Riemannovým součtem funkce f na kvádru K, odpov́ıdaj́ıćım děleńı D a
systému V vybraných bod̊u Z1, . . . , Zn, nazýváme součet

(II.5.2) s(f,D,V) =
n∑
i=1

f(Zi) ·∆xi ∆yi ∆zi.

Ř́ıkáme, že č́ıslo S je limitou Riemannových součt̊u s(f,D,V) pro ‖D‖ → 0+,
jestliže ke každému zvolenému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé děleńı D
kvádru K a pro každý zvolený systém V plat́ı:

‖D‖ < δ =⇒ |s(f,D,V)− S| < ε.

Ṕı̌seme:

(II.5.3) lim
‖D‖→0+

s(f,D,V) = S.

II.5.4. Trojný integrál na kvádru. Jestliže limita (II.5.3) existuje, pak jej́ı hodnotu
S nazýváme trojným integrálem funkce f na kvádru K. Tento integrál obvykle znač́ıme∫∫∫

K

f(x, y) dx dy dz nebo

∫∫∫
K

f dx dy dz.

Jestliže limita (II.5.3) existuje, ř́ıkáme, že “trojný integrál
∫∫∫

K
f dx dy dz existuje”

nebo že “funkce f je integrovatelná na kvádru K”.

II.5.5. Trojný integrál na obecné omezené množině v E3. Předpokládejme,
že M je omezená množina v E3 a f(x, y, z) je omezená funkce na M . Necht’ K =
〈a, b〉 × 〈c, d〉 × 〈r, s〉 je kvádr, ve kterém je množina M obsažena. Definujme

f∗(x, y, z) =

{
f(x, y, z) pro [x, y, z] ∈M,

0 pro [x, y, z] ∈ K −M.

Pak trojným integrálem funkce f na množině M rozumı́me trojný integrál funkce f∗ na
kvádru K (pokud tento integrál existuje). Trojný integrál f na M znač́ıme∫∫∫

M

f(x, y) dx dy dz nebo

∫∫∫
M

f dx dy dz.
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Lze ukázat, že existence ani hodnota trojného integrálu
∫∫∫

K
f∗ dx dy dz nezáviśı

na konkrétńı volbě kvádru K, ve kterém je množina M obsažena. (Je to dáno t́ım, že
rozš́ı̌rená funkce f∗ je nulová vně množiny M .)

V literatuře se mı́sto “trojný integrál” někdy použ́ıvá název objemový integrál .

Pokud integrál
∫∫∫

K
f∗ dx dy dz existuje, pak také ř́ıkáme, že “trojný integrál∫∫∫

M
f dx dy dz existuje” nebo že “funkce f je integrovatelná na množině M”. Množinu

M nazýváme integračńı obor nebo obor integrace a integrovanou funkci f nazýváme
integrand . Jednoduchou postačuj́ıćı podmı́nku pro existenci integrálu najdete v odstavci
II.6.1.

II.5.6. Fyzikálńı význam trojného integrálu. Z odstavce II.5.2 a z definice trojného
integrálu je patrný fyzikálńı význam trojného integrálu: Je-li M omezená množina
(těleso) v E3 a ρ(x, y, z) je hustota tělesa M , pak

∫∫∫
M
ρ dx dy dz vyjadřuje celkovou

hmotnost tělesa M . S daľśımi aplikacemi trojného integrálu ve fyzice se seznámı́me
v kapitole II.8.

II.5.7. Historický př́ıstup. Trojný integrál býval v minulosti zaváděn, podobně jako
dvojný integrál, pomoćı představy o nekonečně malém kvádru o hranách délek dx, dy,
dz atd. Tento př́ıstup byl vysvětlen v odstavci II.1.8.

II.5.8. Měřitelná množina v E3 a jej́ı Jordanova mı́ra. V E3 existuj́ı množiny tak
komplikovaných tvar̊u, že na nich neexistuje ani integrál konstantńı funkce f(x, y, z) =
1. (Př́ıkladem je množina všech bod̊u krychle 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉, jejichž některá
souřadnice je racionálńı č́ıslo.) Abychom odlǐsili tyto “umělé” množiny, které v tech-
nických aplikaćıch nemaj́ı velký význam, od “rozumných” množin, zavád́ıme pojem
“měřitelné množiny”.

Předpokládejme, žeM je omezená množina v E3. Ř́ıkáme, že množinaM je měřitelná
(v Jordanově smyslu), jestliže konstantńı funkce f(x, y, z) = 1 je integrovatelná na M .
V tomto př́ıpadě nazýváme hodnotu

µ3(M) =

∫∫∫
M

dx dy dz

tř́ırozměrnou Jordanovou mı́rou množiny M .

µ3(M) má názorný geometrický význam: Definuje a poskytuje návod jak vypoč́ıtat
objem množiny M .

II.5.9. Př́ıklady množin, jejichž tř́ırozměrná Jordanova mı́ra je rovna nule.

a) Množiny, sestávaj́ıćı z konečného počtu bod̊u nebo křivek. (Co přesně mı́ńıme
křivkou je vysvětleno v odstavćıch III.1.1, III.1.2 a III.1.8.)

b) Plochy, které jsou grafy spojitých funkćı dvou proměnných z = ϕ(x, y) nebo y =
ψ(x, z) nebo x = η(y, z), definovaných na omezených uzavřených množinách v E2.

c) Tak zvané jednoduché hladké plochy a jednoduché po částech hladké plochy (viz
kapitola IV.1).

V této kapitole a v kapitolách II.6–II.8, pojednávaj́ıćıch o trojném integrálu, budeme
rčeńım “množina mı́ry nula” mı́nit množinu v E3, jej́ıž tř́ırozměrná Jordanova mı́ra je
rovna nule.
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II.5.10. Věta. a) Sjednoceńı konečně mnoha množin mı́ry nula je množina mı́ry nula.

b) Je-li N množina mı́ry nula a M ⊂ N , pak M je také množina mı́ry nula.

II.5.11. Věta. (Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro to, aby množina v E3 byla
měřitelná.) Množina M ⊂ E3 je měřitelná (v Jordanově smyslu) právě tehdy, je-li
omezená a µ3(∂M) = 0.

Z věty II.5.11 plyne, že např́ıklad tzv. elementárńı obory integrace v E3, které
poznáte v odstavci II.7.1 (viz též obr. 12), jsou měřitelné množiny. V technických ap-
likaćıch se s jinými omezenými množinami, než měřitelnými, prakticky nesetkáte.

II.6. Existence a vybrané vlastnosti trojného integrálu.

Připomı́náme, že dva výroky “funkce f je integrovatelná na množině M” a “trojný
integrál

∫∫∫
M
f dx dy dz existuje” ř́ıkaj́ı přesně totéž.

II.6.1. Věta. (Postačuj́ıćı podmı́nka pro existenci trojného integrálu.)
Necht’ M je měřitelná množina v E3 a f je omezená a spojitá funkce na M . Pak trojný
integrál

∫∫∫
M
f dx dy dz existuje.

Stejně jako analogickou větu II.2.1, i větu II.6.1 je možné pozměnit. (Lze nav́ıc
požadovat uzavřenost množiny M a za to lze vynechat předpoklad o omezenosti funkce
f .) Zformulujte a napǐste si sami př́ıslušnou pozměněnou větu.

Věta II.6.1 bude platit i tehdy, nahrad́ıme-li předpoklad o spojitosti funkce f na
množině M slabš́ım předpokladem o spojitosti f na M “až na množinu mı́ry nula”
(který připoušt́ı nespojitosti funkce f , ale pouze na množině mı́ry nula v M).

II.6.2. Některé d̊uležité vlastnosti trojného integrálu.

a) Linearita trojného integrálu. Jsou-li funkce f a g integrovatelné na množině
M ⊂ E3 a α ∈ R, pak∫∫∫

M

(f + g) dx dy dz =

∫∫∫
M

f dx dy dz +

∫∫∫
M

g dx dy dz,∫∫∫
M

α · f dx dy dz = α ·
∫∫∫

M

f dx dy dz.

b) Aditivita trojného integrálu vzhledem k oboru integrace. Jsou-li M1 a
M2 měřitelné množiny v E3, které se překrývaj́ı nejvýše na množině mı́ry nula (tj.
µ3(M1 ∩M2) = 0) a f je integrovatelnou funkćı na M1 i na M2, pak∫∫∫

M1

f dx dy dz +

∫∫∫
M2

f dx dy dz =

∫∫∫
M1∪M2

f dx dy dz.

c) Je-li funkce f integrovatelná na množině M ∈ E3 a omezená funkce g se lǐśı od f
nejvýše na množině mı́ry nula v M , pak g je také integrovatelná funkce v M a∫∫∫

M

g dx dy dz =

∫∫∫
M

f dx dy dz.
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d) Je-li f omezená funkce na množině M ∈ E3 mı́ry nula, pak f je integrovatelná na
M a ∫∫∫

M

f dx dy dz = 0.

e) Jsou-li f a g integrovatelné funkce na množině M ⊂ E3 takové, že f(x, y, z) ≥
g(x, y, z) pro všechny body [x, y, z] ∈M , pak∫∫∫

M

f dx dy dz ≥
∫∫∫

M

g dx dy dz.

Speciálně, je-li f(x, y, z) ≥ 0 pro všechny body [x, y, z] ∈M , pak∫∫∫
M

f dx dy dz ≥ 0.

Z bodu c) je patrné, že pokud integrovaná funkce je omezená, pak jej́ı chováńı na množině
mı́ry nula neovlivňuje ani existenci, ani hodnotu trojného integrálu. Trojným integrálem
funkce f na množině M se tud́ıž můžeme zabývat i v př́ıpadě, kdy funkce f je definovaná
pouze v M −N , kde N je množina mı́ry nula.

II.7. Výpočet trojného integrálu – Fubiniho věta a transformace
do cylindrických a do sférických souřadnic.

Fubiniho věta pro trojný integrál
převád́ı výpočet trojného integrálu na
výpočet jednoho dvojného integrálu
a jednoho jednoduchého (t́ım mı́ńıme
jednorozměrného) integrálu. Lze ji
použ́ıt na tzv. elementárńıch oborech
integrace v E3.

II.7.1. Elementárńı obor integrace
v E3. Necht’ Mxy je měřitelná uzavřená
množina v E2 a z = φ1(x, y) a z =
φ2(x, y) jsou spojité funkce na Mxy

takové, že φ1(x, y) ≤ φ2(x, y) pro
všechna [x, y] ∈Mxy. Pak množinu

M =
{

[x, y, z] ∈ E3; [x, y] ∈Mxy,

φ1(x, y) ≤ z ≤ φ2(x, y)
}
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Obr. 12

nazýváme elementárńı obor integrace vzhledem k rovině xy. (Viz obr. 12.)

Analogicky můžeme definovat i elementárńı obor integrace vzhledem k rovině xz
a elementárńı obor vzhledem k rovině yz. Napǐste si sami jako cvičeńı definice těchto
elementárńıch integračńıch obor̊u.
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Elementárńı obory integrace jsou měřitelnými množinami v E3. Integrace funkce
f(x, y, z) na elementárńım oboru integrace vzhledem k rovině xy je založena na této
představě: Obor integrace M rozděĺıme na nekonečně mnoho svislých úseček. Jednou
z nich je úsečka PQ na obr. 12. Nejprve integrujeme funkci f na každé z těchto úseček

jako funkci jedné proměnné z – obdrž́ıme F (x, y) =
∫ φ2(x,y)

φ1(x,y)
f(x, y, z) dz. Výsledek

záviśı na x a na y, protože poloha úsečky PQ záviśı na x a na y. Poté integrujeme
F (x, y) jakožto funkci dvou proměnných x a y na množiněMxy. T́ımto zp̊usobem źıskáme
formuli (II.7.1).

II.7.2. Fubiniho věta pro trojný integrál. Necht’ M je elementárńı obor integrace
vzhledem k rovině xy, definovaný v odstavci II.7.1. Necht’ f(x, y, z) je spojitá funkce na
M . Pak

(II.7.1)

∫∫∫
M

f(x, y, z) dx dy dz =

∫∫
Mxy

(∫ φ2(x,y)

φ1(x,y)

f(x, y, z) dz

)
dx dy.

Zformulujte sami analogické věty pro integraci na elementárńıch oborech integrace
vzhledem k rovinám xz a yz.

II.7.3. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme integrál
∫∫∫

M
(z+ 2) dx dy dz, kde M je množina v E3,

omezená plochami x2 + y2 = 2, z = −2− x a z = 2 + y.

Ř e š e n ı́ : Dané plochy děĺı E3 na v́ıce množin, pouze jedna z nich je však omezená
a to je M . M je část́ı válce x2 + y2 ≤ 2, zdola omezenou rovinou z = −2 − x a shora
omezenou rovinou z = 2 + y. Množina M je elementárńım oborem integrace vzhledem
k rovině xy, Mxy = {[x, y] ∈ E2; x2 + y2 ≤ 2} a φ1(x, y) = −2 − x, φ2(x, y) = 2 + y.
Užit́ım věty II.7.2 dostáváme:∫∫∫

M

(z + 2) dx dy dz =

∫∫
Mxy

(∫ 2+y

−2−x
(z + 2) dz

)
dx dy

=

∫∫
x2+y2≤2

[
z2/2 + 2z

]2+y

−2−x dx dy =

∫∫
x2+y2≤2

(
1
2
y2 − 1

2
x2 + 4y + 8

)
dx dy

= 1)

∫ √2

0

(∫ 2π

0

(
1
2
r2 sin2 ϕ− 1

2
r2 cos2 ϕ+ 4r sin ϕ+ 8

)
r dϕ

)
dr

=

∫ √2

0

16π r dr = 16π.

1) Dvojný integrál na Mxy transformujeme do polárńıch souřadnic.

II.7.4. Poznámka. Fubiniho věta II.7.2 rozkládá trojný integrál na dva integrály –
vněǰśı dvojný integrál a vnitřńı jednoduchý integrál. Někdy je užitečné provést roz-
klad opačně, tj. na vněǰśı jednoduchý integrál a na vnitřńı dvojný integrál. Přeskoč́ıme
př́ıslušnou teorii, protože je obdobná obsah̊um odstavc̊u II.7.1 a II.7.2, a postup ukážeme
pouze na př́ıkladu.

II.7.5. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme objem V šikmého kuželu K = {[x, y, z] ∈ E3; 0 < z <
5, (x− 2z)2 + y2 < z2}.

Ř e š e n ı́ : Pro objem V kuželu K plat́ı:
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V =

∫∫∫
K

dx dy dz =

∫ 5

0

(∫∫
(x−2z)2+y2<z2

dx dy

)
dz

= 2)

∫ 5

0

(∫ z

0

(∫ 2π

0

r dϕ

)
dr

)
dz =

∫ 5

0

π z2 dz =
125π

3
.

2) Vnitřńı dvojný integrál transformujeme z kartézských souřadnic x, y do zobec-
něných polárńıch souřadnic r, ϕ pomoćı rovnic x = 2z + r cos ϕ, y = r sin ϕ,
dx dy = r dϕ dr.

II.7.6. Cylindrické souřadnice v E3. Cylindrické souřadnice bodu X = [x, y, z] ∈ E3

jsou r, ϕ, w. Maj́ı tento geometrický význam: r, ϕ jsou polárńımi souřadnicemi bodu
[x, y] v rovině xy a w = z. Mezi kartézskými souřadnicemi a cylindrickými souřadnicemi
bodu X tud́ıž plat́ı relace:

(II.7.2) x = r cos ϕ, y = r sin ϕ, z = w.

Při transformaci trojného integrálu do cylindrických souřadnic muśıme též nahradit
výraz dx dy dz. Lze dokázat, že správná náhrada je

(II.7.3) dx dy dz = r dr dϕ dw.

(Vı́ce podrobnost́ı najdete v kapitole II.9.)
Z geometrického významu r, ϕ a w

je patrné, že r ≥ 0, ϕ lze vyb́ırat
z jakéhokoliv intervalu délky 2π a w ∈
R. Transformace trojného integrálu do
cylindrických souřadnic má smysl tehdy,
zjednoduš́ı-li se bud’ integrovaná funkce
nebo popis integračńıho oboru. Inte-
grovaná funkce se obvykle zjednoduš́ı,
pokud na x a y záviśı prostřednictv́ım
výrazu x2 + y2. (Při transformaci pak x2 +
y2 přejde v r2.) Popis oboru integrace
je obvykle v cylindrických souřadnićıch
jednodušš́ı, pokud je tento obor válcem
nebo nějakou jednoduchou část́ı válce.
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Obr. 13

Transformaćı trojného integrálu
∫∫∫

M
f dx dy dz źıskáme integrál na oboru M ′

proměnných r, ϕ, w. V optimálńım př́ıpadě je rovnicemi (II.7.2) definováno vzájemně
jednoznačné zobrazeńı M ′ na M . Nicméně, jelikož chováńı integrované funkce na mno-
žině mı́ry nula nemá vliv ani na existenci ani na hodnotu integrálu (pokud funkce je
omezená), vzájemná jednoznačnost přǐrazeńı bod̊u [r, ϕ, w] ∈ M ′ a bod̊u [x, y, z] ∈ M
může být na množině mı́ry nula porušena. Toto plat́ı i v př́ıpadě transformaćı trojného
integrálu do daľśıch (sférických, zobecněných cylindrických atd.) souřadnic, proto to již
nebudeme znovu explicitně připomı́nat.

II.7.7. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme objem tělesa M , omezeného válcovou plochou x2 + (y−
1)2 = 1, rovinou z = 0 a paraboloidem z = x2 + y2.

Ř e š e n ı́ : Objem M je identický s tř́ırozměrnou Jordanovou mı́rou oblasti M (viz
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odstavec II.5.8). Můžeme jej tud́ıž značit µ3(M). Je definován integrálem
∫∫∫

M
dx dy dz.

Tento integrál vypoč́ıtáme pomoćı transformace do cylindrických souřadnic.

M je množinou bod̊u [x, y, z] ∈ E3 takových, že 0 ≤ z ≤ x2 + y2 a x2 + (y − 1)2

≤ 1. Posledńı nerovnost lze zapsat: x2 +y2−2y ≤ 0. Dosad́ıme-li do ńı za x a y z rovnic
(II.7.2), obdrž́ıme:

r2 − 2r sin ϕ ≤ 0,

r ≤ 2 sin ϕ.

Nerovnosti 0 ≤ z ≤ x2 + y2 odpov́ıdaj́ı nerovnostem

0 ≤ w ≤ r2.

Tyto nerovnosti ukazuj́ı, v jakých meźıch je třeba integrovat podle r a podle w. Meze
pro integraci podle ϕ jsou patrné, představ́ıme-li si, jak vypadá kolmý pr̊umět M na
rovinu xy. Pr̊umětem je kruh Mxy se středem [0, 1] a poloměrem 1. Úhel, vytvořený
všemi možnými polopř́ımkami vycházej́ıćımi z počátku a mı́̌ŕıćımi do Mxy, je úhel mezi
krajńımi hodnotami ϕ = 0 a ϕ = π. Hledaný objem tud́ıž je:

µ3(M) =

∫∫∫
M

dx dy dz =

∫ π

0

(∫ 2 sin ϕ

0

(∫ r2

0

r dw

)
dr

)
dϕ =

∫ π

0

4 sin4 ϕ dϕ = 3
2
π.

Integrál
∫ π

0

(∫ 2 sin ϕ

0

(∫ r2

0
r dw

)
dr
)
dϕ se na rozd́ıl od trojného integrálu nazývá

“trojnásobný integrál”. Aby bylo okamžitě zřejmé, v jakých meźıch se podle které
proměnné integruje, zapisujeme často trojnásobný integrál v tomto tvaru:∫ π

0

(∫ 2 sin ϕ

0

(∫ r2

0

r dw

)
dr

)
dϕ =

∫ π

0

dϕ

∫ 2 sin ϕ

0

dr

∫ r2

0

r dw.

II.7.8. Sférické souřadnice v E3. Sférické
souřadnice bodu X = [x, y, z] v E3 jsou
r, ϕ a ϑ. Maj́ı tento geometrický význam:
r je vzdálenost bodu X od počátku O. ϕ
je úhel mezi úsečkou OX ′ (kde X ′ je orto-
gonálńı projekce bodu X na rovinu xy) a
kladnou část́ı osy x (měřený od osy x). ϑ
je úhel mezi úsečkou OX ′ a úsečkou OX
(měřený od úsečky OX ′). Tato geometrická
interpretace sférických souřadnic snadno vede
k následuj́ıćım rovnićım:

x = r cos ϑ cos ϕ,

(II.7.4) y = r cos ϑ sin ϕ,

z = r sin ϑ.
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Obr. 14

Při transformaci trojného integrálu z kartézských souřadnic x, y, z do sférických
souřadnic r, ϕ, ϑ je též nutné transformovat výraz dx dy dz. Je možné dokázat, že
správná náhrada tohoto výrazu je:

(II.7.5) dx dy dz = r2 cos ϑ dr dϕ dϑ.

(V kapitole II.9 se dozv́ıte v́ıce o tom, proč tomu tak je.)
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Z geometrického významu r, ϕ a ϑ vyplývá, že r ≥ 0, ϕ lze vyb́ırat z jakéhokoliv intervalu
délky 2π (např́ıklad z 〈0, 2π 〉) a ϑ lze vyb́ırat např́ıklad z intervalu 〈 − π/2, π/2〉.
Transformace trojného integrálu do sférických souřadnic obvykle vede ke zjednodušeńı
integrované funkce, pokud tato funkce záviśı na x, y, z prostřednictv́ım výrazu x2 +
y2 + z2, který při transformaci přejde v r2. Popis oboru integrace se obvykle zjednoduš́ı
tehdy, je-li t́ımto oborem koule se středem v počátku nebo nějaká jej́ı výseč.

II.7.9. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme objem tělesa M , které má tvar horńı části koule x2 +
y2 + z2 ≤ 1, odř́ıznuté kuželovou plochou z2 = 1

3
(x2 + y2).

Ř e š e n ı́ : Uvažovaná koule má ve sférických souřadnićıch r, ϕ, ϑ velmi jednoduchý
popis: r ≤ 1. Dosazeńım z rovnic (II.7.4) do rovnice kuželové plochy obdrž́ıme:

r2 sin2 ϑ = 1
3
r2 cos2 ϑ

(
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

)
,

sin2 ϑ = 1
3

cos2 ϑ,

tg ϑ = ±
√

3/3,

což znamená, že ϑ = ±π/6. Jelikož M se rozkládá nad kuželovou plochou (a na ńı),
souřadnice ϑ bod̊u v M splňuje: ϑ ∈ 〈π/6, π/2〉. Konečně, úhel ϕ prob́ıhá od 0 do 2π.
Pro objem M tedy plat́ı:

µ3(M) =

∫∫∫
M

dx dy dz =

∫ 1

0

(∫ 2π

0

(∫ π/2

π/6

r2 cos ϑ dϑ

)
dϕ

)
dr = 1

3
π.

II.7.10. Zobecněné cylindrické souřadnice v E3. Tyto souřadnice bodu [x, y, z]
∈ E3 budeme opět značit, stejně jako v př́ıpadě cylindrických souřadnic, r, ϕ a w.
Na rozd́ıl od cylindrických souřadnic však zobecněné cylindrické souřadnice nemuśı mı́t
stejný počátek O jako kartézské souřadnice a rovněž vzdálenosti v r̊uzných směrech jsou
měřeny s r̊uznou “váhou”: r a ϕ reprezentuj́ı zobecněné polárńı souřadnice bodu [x, y]
v rovině xy a w je lineárńı funkce proměnné z. Relace mezi zobecněnými cylindrickými
a kartézskými souřadnicemi tud́ıž jsou:

(II.7.6) x = x0 + ar cos ϕ, y = y0 + br sin ϕ, z = z0 + cw,

kde [x0, y0, z0] je vybraný bod v E3 (počátek zobecněného cylindrického souřadného
systému) a a, b, c jsou kladné parametry.

Analogicky rovnićım (II.7.3) a (II.7.5), když transformujeme trojný integrál do
zobecněných cylindrických souřadnic, muśıme transformovat i výraz dx dy dz, a to násle-
duj́ıćım zp̊usobem:

(II.7.7) dx dy dz = abc r dr dϕ dw.

Při transformaci trojného integrálu do zobecněných cylindrických souřadnic se ob-
vykle zjednoduš́ı integrovaná funkce, pokud na x, y a z záviśı prostřednictv́ım výrazu
(x− x0)2/a2 + (y− y0)2/b2, který při transformaci přejde v r2. Popis oboru integrace se
obvykle zjednoduš́ı, pokud je j́ım vnitřek eliptické válcové plochy (x − x0)2/a2 + (y −
y0)2/b2 = R2 nebo nějaká jeho jednoduchá část.

II.7.11. Zobecněné sférické souřadnice v E3. Tyto souřadnice bodu [x, y, z] ∈
E3 budeme značit stejně, jako sférické souřadnice, tj. r, ϕ, ϑ. Na rozd́ıl od sférických
souřadnic nemuśı mı́t zobecněné sférické souřadnice stejný počátek jako kartézské sou-
řadnice a rovněž vzdálenosti v r̊uzných směrech jsou měřeny s r̊uznou vahou. Relace
mezi kartézskými a zobecněnými sférickými souřadnicemi jsou:
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(II.7.8) x = x0 + ar cos ϑ cos ϕ, y = y0 + br cos ϑ sin ϕ, z = z0 + cr sin ϑ,

kde [x0, y0, z0] je vybraný bod v E3 (počátek zobecněného sférického souřadného systé-
mu) a a, b, c jsou kladné parametry.

Při transformaci trojného integrálu z kartézských do zobecněných sférických souřad-
nic je třeba výraz dx dy dz transformovat podle vzorce:

(II.7.9) dx dy dz = abc r2 cos ϑ dr dϕ dϑ.

Transformace trojného integrálu do zobecněných sférických souřadnic obvykle vede
ke zjednodušeńı integrované funkce, pokud tato funkce záviśı na x, y a z prostřednictv́ım
výrazu (x − x0)2/a2 + (y − y0)2/b2 + (z − z0)/c2, který při transformaci přejde v r2.
Popis oboru integrace se obvykle zjednoduš́ı, pokud t́ımto oborem je vnitřek elipsoidu
(x− x0)2/a2 + (y − y0)2/b2 + (z − z0)2/c2 = R2 nebo nějaká jeho jednoduchá část.

II.8. Některé fyzikálńı aplikace trojného integrálu.

Předpokládejme, že tř́ırozměrné těleso vyplňuje měřitelnou množinu M v E3. Těleso
nemuśı být homogenńı, což znamená, že jeho hustota nemuśı být konstantńı. Označme
hustotu ρ(x, y, z) a předpokládejme, že je udána v kg ·m−3. Trojným integrálem je
možné definovat a vypoč́ıtat tyto základńı mechanické charakteristiky tělesa:

hmotnost tělesa . . . . m =

∫∫∫
M

ρ(x, y, z) dx dy dz [kg],

statický moment

vzhledem k rovině xy . mxy =

∫∫∫
M

z · ρ(x, y, z) dx dy dz [kg ·m],

vzhledem k rovině xz . mxz =

∫∫∫
M

y · ρ(x, y, z) dx dy dz [kg ·m],

vzhledem k rovině yz . myz =

∫∫∫
M

x · ρ(x, y, z) dx dy dz [kg ·m],

souřadnice těžǐstě . . xT =
myz

m
, yT =

mxz

m
zT =

mxy

m
[m],

moment setrvačnosti

vzhledem k rovině xy . Jxy =

∫∫∫
M

z2 · ρ(x, y, z) dx dy dz [kg ·m2],

vzhledem k rovině xz . Jxz =

∫∫∫
M

y2 · ρ(x, y, z) dx dy dz [kg ·m2],
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vzhledem k rovině yz Jyz =

∫∫∫
M

x2 · ρ(x, y, z) dx dy dz [kg ·m2],

vzhledem k ose x . . . . Jx =

∫∫∫
M

(y2 + z2) · ρ(x, y, z) dx dy dz [kg ·m2],

vzhledem k ose y . . . . Jy =

∫∫∫
M

(x2 + z2) · ρ(x, y, z) dx dy dz [kg ·m2],

vzhledem k ose z . . . . Jz =

∫∫∫
M

(x2 + y2) · ρ(x, y, z) dx dy dz [kg ·m2],

vzhledem k počátku . J0 =

∫∫∫
M

(x2 + y2 + z2) · ρ(x, y, z) dx dy dz [kg ·m2].

Zkuste sami navrhnout vzorec, kterým můžeme definovat a rovněž podle něj vypoč́ıtat
moment setrvačnosti vzhledem k obecné př́ımce nebo rovině v E3.

II.9.∗ Vı́ce o substitučńı metodě výpočtu dvojného a trojného
integrálu.

Myšlenka, na které je založena obecná substitučńı metoda výpočtu dvojného a
trojného integrálu, je pro oba integrály stejná. Proto ji v této kapitole budeme vysvětlovat
současně pro dvojný i trojný integrál. Budeme použ́ıvat toto zjednodušené značeńı:

– Ek bude značit bud’ E2 (pokud k = 2) nebo E3 (pokud k = 3),

– integrál
∫

bude znamenat bud’
∫∫

(pokud k = 2) nebo
∫∫∫

(pokud k = 3),

– bod X ∈ Ek bude mı́t tvar [x1, x2] (pro k = 2) nebo [x1, x2, x3] (pro k = 3) a

– dX bude označovat bud’ dx1 dx2 (pro k = 2) nebo dx1 dx2 dx3 (pro k = 3).

Některé běžně použ́ıvané substituce již známe – jsou definovány rovnicemi
(II.3.3), (II.3.6), (II.7.2), (II.7.4), (II.7.6) a (II.7.8) a jsou nazývány transformace do
polárńıch, zobecněných polárńıch, cylindrických, sférických, zobecněných cylindrických
nebo zobecněných sférických souřadnic. V této kapitole se budeme zabývat metodou
substituce na obecné úrovni.

Předpokládejme, žeM ⊂ Ek (k = 2 nebo k = 3) a že poč́ıtáme integrál
∫
M
f(X) dX.

Pokud každý bod X ∈M lze vyjádřit ve tvaru X = F(Y ), kde body Y prob́ıhaj́ı nějakou
množinu M ′ ⊂ Ek, pak lze poč́ıtaný integrál transformovat na jiný integrál v proměnné
Y na oboru integrace M ′. Je však třeba, aby oba integrály na M a na M ′ existovaly a aby
zobrazeńı F mělo jisté vlastnosti. Požadovaným vlastnostem zobrazeńı jsou věnovány
následuj́ıćı odstavce.

II.9.1. Regulárńı zobrazeńı a jeho jakobián. Necht’ M a M ′ jsou oblasti v Ek.
Předpokládejme, že F je zobrazeńı M ′ do M , definované rovnicemi

x1 = φ1(y1, y2), x2 = φ2(y1, y2) (pro k = 2),

nebo x1 = φ1(y1, y2, y3), x2 = φ2(y1, y2, y3), x3 = φ3(y1, y2, y3) (pro k = 3).

Označme J determinant, který je definován rovnostmi
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J =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂φ1

∂y1

,
∂φ1

∂y2

∂φ2

∂y1

,
∂φ2

∂y2

∣∣∣∣∣∣∣∣ (je-li k = 2) nebo J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂φ1

∂y1

,
∂φ1

∂y2

,
∂φ1

∂y3

∂φ2

∂y1

,
∂φ2

∂y2

,
∂φ2

∂y3

∂φ3

∂y1

,
∂φ3

∂y2

,
∂φ3

∂y3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(je-li k = 3).

J se nazývá Jacobiho determinant nebo jenom krátce jakobián zobrazeńı F . Je zřejmé,
že J záviśı na Y .

Zobrazeńı F se nazývá regulárńı, maj́ı-li funkce φi (i = 1, 2 nebo i = 1, 2, 3) spojité
parciálńı derivace v oblasti M ′ a J(Y ) 6= 0 ve všech bodech Y ∈M ′.

II.9.2. Vzájemně jednoznačné zobrazeńı. Zobrazeńı F se nazývá vzájemně
jednoznačné zobrazeńı množiny M ′ na množinu M , pokud

a) je prosté (tj. pro všechna Y1, Y2 ∈M ′ plat́ı: Y1 6= Y2 =⇒ F(Y1) 6= F(Y2))

b) a je zobrazeńım na množinu M (tj. obor hodnot pokrývá celou množinu M).

II.9.3. Př́ıklad. Ověřte, že zobrazeńı, definované rovnicemi

(II.9.1) x1 = φ1(r, ϕ) = r cos ϕ, x2 = φ2(r, ϕ) = r sin ϕ

(porovnejte s rovnicemi (II.3.3)), je vzájemně jednoznačným regulárńım zobrazeńım
otevřeného obdélńıku M ′ = {[r, ϕ] ∈ E2; r ∈ (0, 2), ϕ ∈ (0, 2π)} na oblast M =
{[x1, x2] ∈ E2; x2

1 + x2
2 < 4} − {[x1, x2] ∈ E2; x1 ∈ 〈0, 2), x2 = 0}. (M je otevřený

kruh v E2 se středem v počátku, ze kterého je vyjmuta úsečka OP , kde O je počátek a
P = [2, 0].) Viz obr. 15. Vzájemně jednoznačná korespondence mezi body [x1, x2] ∈M

-
x

6y

0 2

O P

-
r

6ϕ

0 2
0

2π

M

M ′

Obr. 15

a [r, ϕ] ∈ M ′ je zřejmá. Rovněž je zřejmé, že funkce φ1 a φ2 maj́ı spojité parciálńı
derivace v M ′. K ověřeńı regularity zobrazeńı (II.9.1) tedy stač́ı vypoč́ıtat jakobián
tohoto zobrazeńı:

J(r, ϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂φ1

∂r
,
∂φ1

∂ϕ

∂φ2

∂r
,
∂φ2

∂ϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ cos ϕ, −r sin ϕ

sin ϕ, r cos ϕ

∣∣∣∣∣ = r.

Je patrné, že J(r, ϕ) 6= 0 v M ′. Zobrazeńı (II.9.1) je tud́ıž regulárńı v M ′.

II.9.4. Věta (o substituci). Necht’ X = F(Y ) je vzájemně jednoznačné regulárńı
zobrazeńı oblasti M ′ ∈ Ek na oblast M ∈ Ek. Pak
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(II.9.2)

∫
M

f(X) dX =

∫
M ′
f(F(Y )) · |J(Y )| dY ,

pokud oba integrály existuj́ı.

II.9.5. Poznámka. Přidáńı nebo odebráńı množiny mı́ry nula k oboru integrace
neovlivńı hodnotu integrálu. Větu II.9.4 můžeme proto zobecnit:

Jsou-li splněny předpoklady věty II.9.4 a A, respektive A′, jsou množiny v Ek, které
se od M , respektive M ′, lǐśı jenom o množinu mı́ry nula, pak

(II.9.3)

∫
A

f(X) dX =

∫
A′
f(F(Y )) · |J(Y )| dY ,

pokud oba integrály existuj́ı.

Z rovnost́ı (II.9.2) a (II.9.3) je patrné, že dX v integrálu na levé straně při substituci
přecháźı v |J(Y )| dY v integrálu na pravé straně. V př́ıkladu II.9.3 jsme již ukázali, že
je-li k = 2 a Y = [r, ϕ] představuje polárńı souřadnice, pak jakobián je roven r. Z obecné
rovnice

(II.9.4) dX = |J(Y )| dY

tud́ıž vyplývá, jakožto speciálńı př́ıpad, rovnice (II.3.4) (tj. dx dy = r dr dϕ). Podob-
ně, o správnosti náhrad výraz̊u dx dy a dx dy dz při transformaćıch do zobecněných
polárńıch, cylindrických a daľśıch souřadnic (viz rovnice (II.3.7), (II.7.3), (II.7.5), (II.7.7)
a (II.7.9)) se můžeme přesvědčit výpočtem jakobián̊u zobrazeńı, definovaných rovnicemi
(II.3.6), (II.7.2), (II.7.4), (II.7.6) a (II.7.8).

II.10. Cvičeńı.

1. Existuj́ı následuj́ıćı integrály? (Viz odstavce II.1.6, II.2.1, II.5.5 a II.6.1.)

a)

∫∫
M

dx dy

x+ y + 1
; M = 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉

b)

∫∫
M

sin (x2 + y2)

x2 + y2
dx dy ; M = {[x, y] ∈ E2; x2 + y2 ≤ 9}

c)

∫∫
M

x

x2 + y2
dx dy ; M = {[x, y] ∈ E2; x2 + y2 ≤ 9}

d)

∫∫
M

dx dy

(1− xy)2
; M je čtverec PQRS, kde P = [1, 2], Q = [3, 2], R = [3, 4],

S = [1, 4]

e)

∫∫∫
M

√
1− x2

4
− y2

9
− z2

16
dx dy dz ; M =

{
[x, y, z] ∈ E3;

x2

4
+
y2

9
+
z2

16
< 1
}

f)

∫∫∫
M

√
x2 + y2 + z2 dx dy dz ; M =

{
[x, y, z] ∈ E3; x2 + y2 + z2 ≤ 0

}
2. Vypoč́ıtejte obsah oblasti M v rovině xy, omezené křivkami
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a) y = 2x+ 4, y = 4− x2, b) xy = 1, y = x, x = 4,

c) y = x2, 4y = x2, y = 4, d) y2 = 4 + x, x+ 3y = 0,

e) y = ln x, x− y = 1, y = −1, f) x2 + y2 = 2x, x2 + y2 = 4x, y = x,
y = 0,

g) y = x2 (zprava), x+ y = 2 (zleva) a y = 4 (shora). (Viz II.1.9 a II.3.2.)

3. Vypoč́ıtejte objem dané oblasti M v E3. (Viz II.1.7, II.5.8 a II.7.2.)

a) M je omezená shora paraboloidem z = x2 + y2 a zdola trojúhelńıkem mezi
př́ımkami y = x, x = 0, x+ y = 2 v rovině xy,

b) M je omezená shora parabolickou válcovou plochou z = x2 a zdola oblast́ı
v rovině xy mezi parabolou y = 6− x2 a př́ımkou y = x,

c) M je oblast v poloprostoru z ≥ 0, omezená plochami x2 + y2 − z2 = 0,
z = 6− x2 − y2,

d) M je oblast v poloprostoru z ≥ 0, omezená plochami az = x2 + y2,
x2 + y2 + x2 = 2a2, (a > 0),

e) M je omezená plochami y2 = 4a2 − 3ax, y2 = ax, z = h, z = −h, (a > 0,
h > 0),

f) M je omezená plochami x2 + y2 = z, x2 + y2 = 1, z = 0.

4. Vypoč́ıtejte následuj́ıćı integrály. (Viz kapitoly II.3 a II.7.)

a)

∫∫
M

(1 + x) dx dy ; M je oblast v E2, omezená křivkami y = x2 − 4 a

y2 = 2x, y = −3x,

b)

∫∫
M

dx dy

(x+ y)2
; M = 〈3, 4〉 × 〈1, 2〉,

c)

∫∫
M

xy dx dy ; M je oblast v E2, omezená př́ımkou y = x− 4 a parabolou

y2 = 2x,

d)

∫∫∫
V

(x+ y + z) dx dy dz ; V = 〈0, 1〉 × 〈0, 2〉 × 〈0, 3〉,

e)

∫∫∫
V

x dx dy dz ; V je oblast v E3, omezená plochami x = 0, y = 0, z = 0,
y = 2, x+ z = 1,

f)

∫∫∫
V

xy2z3 dx dy dz ; V je oblast v E3, omezená plochami z = xy, y = x,
x = 1, z = 0,

g)

∫∫∫
V

x3y2z dx dy dz ; V =
{

[x, y, z] ∈ E3; 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x,

0 ≤ z ≤ xy
}

,

h)

∫∫∫
V

y cos (x+ z) dx dy dz ; V je oblast v E3, omezená plochami y =
√
x,

y = 0, z = 0, x+ z = π/2,

i)

∫∫
D

√
1− x2 − y2 dx dy ; D =

{
[x, y] ∈ E2; x2 + y2 ≤ 1

}
,

j)

∫∫
D

dx dy

(x2 + y2)2
; D je oblast v rovině xy, omezená př́ımkami y = x, y = 2x

74



a kružnicemi x2 + y2 = 4x, x2 + y2 = 8x,

k)

∫∫
D

y dx dy ; D je horńı polovina kruhu (x− a)2 + y2 ≤ a2 (a > 0),

l)

∫∫
D

x dx dy ; D je výseč kruhu x2 + y2 ≤ a2, obsahuj́ıćı body [x, y], pro

které plat́ı x ≥ 0 a −x ≤
√

3 y ≤ 1,

m)

∫∫∫
V

√
x2 + y2 + z2 dx dy dz ; V je koule x2 + y2 + z2 ≤ a2, (a > 0),

n)

∫∫∫
D

(x+ y + z)2 dx dy dz ; D je oblast v poloprostoru z ≥ 0, omezená

paraboloidem z = 1
2

(x2 + y2) a kulovou plochou

x2 + y2 + z2 = 3,

o)

∫∫∫
V

z dx dy dz ; V je oblast v E3, omezená plochami z =
√
x2 + y2 a

z = 1,

p)

∫∫∫
D

(x2 + y2) dx dy dz ; D je oblast v E3, omezená plochami

x2 + y2 = 2z a z = 2,

q)

∫∫∫
V

(x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2

)
dx dy dz ; V je vnitřek elipsoidu

x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 1, (a > 0, b > 0, c > 0).

5. Určete souřadnice těžǐstě homogenńı desky v E2, omezené křivkami

a) y = sin x, y = 0 ; x ∈ 〈0, π 〉, b) x2 + y2 = a2, y = 0 ; (y ≥ 0, a > 0),

c) y2 = ax, x = 0, y = a ; (y > 0, a > 0), d) y2 = 4x+ 4, y2 = −2x+ 4.

(Viz kapitolu II.4.)

6. Vypoč́ıtejte moment setrvačnosti vzhledem k ose x homogenńı desky v E2, omezené
př́ımkami y = x/2, y = a, x = a (a > 0). Hustota je ρ = 1.
(Viz kapitolu II.4.)

7. Vypoč́ıtejte hmotnost tělesa v E3, omezeného plochami

a) x = 0, x = a, y = 0, y = b, z = 0, z = c (a > 0, b > 0, c > 0), pokud hustota
je ρ(x, y, z) = x+ y + z,

b) 2x + z = 2a, x + z = a, y2 = ax, y = 0 (pro y > 0), pokud a > 0 a hustota
je ρ(x, y, z) = y,

c) x2 + y2 + z2 = a2, x2 + y2 + z2 = 4a2 (a > 0), pokud hustota je
ρ(x, y, z) = 2/

√
x2 + y2 + z2.

(Viz kapitolu II.8.)
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III. Křivkové integrály

III.1. Jednoduché křivky.

Křivkové integrály jsou integrály, jejichž integračńı obory jsou křivky. Uvid́ıte, že
tyto integrály maj́ı široké použit́ı. Než se však začneme křivkovými integrály zabývat,
muśıme si ujasnit, co budeme přesně rozumět pojmem “křivka”. V literatuře je možné
nalézt definice r̊uzných typ̊u křivek. V tomto textu se omeźıme na dva typy: tak zvanou
“jednoduchou hladkou křivku” a “jednoduchou po částech hladkou křivku”.

III.1.1. Jednoduchá hladká křivka – motivace a označeńı. Definice jednodu-
ché hladké křivky je založena na této představě: Bod A se pohybuje v E2 nebo v E3

v časovém intervalu 〈a, b〉 a jeho poloha v okamžiku t je P (t). Předpokládejme, že

a) bod A se v žádných dvou r̊uzných okamžićıch t1, t2 ∈ 〈a, b〉, t1 < t2 (s možnou
výjimkou př́ıpadu, kdy t1 = a a t2 = b) nenacháźı na stejném mı́stě a

b) rychlost Ṗ (t) pohybu je omezená, měńı se spojitě a je r̊uzná od nuly s možnou
výjimkou př́ıpad̊u, kdy t = a nebo t = b.

Trajektorii, kterou bod A proběhne v časovém intervalu 〈a, b〉, budeme nazývat jednodu-
chou hladkou křivkou. Polohovou funkci P budeme nazývat “parametrizace” jednoduché
hladké křivky.

V přesné definici můžeme na představu o pohybu bodu zapomenout a P prostě
považovat za zobrazeńı intervalu 〈a, b〉 do E2 (křivka v E2) nebo do E3 (křivka v E3).
Jednoduchou hladkou křivkou pak bude obor hodnot zobrazeńı P . Jelikož pro každé
pevně zvolené t ∈ 〈a, b〉 je P (t) bodem v Ek (k = 2 nebo k = 3), P (t) má dvě nebo
tři souřadnice. Označ́ıme-li je φ(t), ψ(t) (k = 2) nebo φ(t), ψ(t), ϑ(t) (k = 3), můžeme
psát:

P (t) =
[
φ(t), ψ(t)

]
je-li k = 2,

P (t) =
[
φ(t), ψ(t), ϑ(t)

]
je-li k = 3.

φ a ψ (respektive φ, ψ a ϑ) jsou funkcemi jedné proměnné t, definovanými v inter-
valu 〈a, b〉. Nazýváme je souřadnicové funkce zobrazeńı P . Proměnnou t nazýváme
parametr a derivaci podle t znač́ıme, jak je to obvyklé ve fyzice, tečkou. Derivaci funkce
P považujeme za vektorovou funkci. (Je to logické, nebot’ ve fyzice je derivaćı polohy
podle času rychlost a rychlost je vektor.) Souřadnice Ṗ (t) tud́ıž zapisujeme v kulatých
závorkách. Rovněž můžeme použ́ıt vektory i, j a k (jednotkové vektory, orientované
souhlasně s osami x, y a z – viz odstavec I.2.12) a psát:

Ṗ (t) =
(
φ̇(t), ψ̇(t)

)
= φ̇(t) i + ψ̇(t) j je-li k = 2,

Ṗ (t) =
(
φ̇(t), ψ̇(t), ϑ̇(t)

)
= φ̇(t) i + ψ̇(t) j + ϑ̇(t) k je-li k = 3.

Zobrazeńı P považujeme za spojité, jestliže všechny jeho souřadnicové funkce jsou spo-
jité. Podobně, o zobrazeńı P ř́ıkáme, že má spojitou derivaci, maj́ı-li všechny souřadnico-
vé funkce spojitou derivaci.

Nehroźı-li nedorozuměńı a záměna se značeńım souřadných os, můžeme mı́sto φ(t),
ψ(t), ϑ(t) souřadnicové funkce zobrazeńı P značit i x(t), y(t), z(t).

III.1.2. Jednoduchá hladká křivka – definice. Necht’ P je spojité zobrazeńı inter-
valu 〈a, b〉 ⊂ R do Ek (kde k = 2 nebo k = 3). Předpokládejme, že
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a) zobrazeńı P je v intervalu 〈a, b〉 prosté, s možnou výjimkou př́ıpadu, kdy
P (a) = P (b) a

b) P má omezenou, spojitou a nenulovou derivaci Ṗ v otevřeném intervalu (a, b).

Množinu všech bod̊u P (t) pro t ∈ 〈a, b〉 (tj. obor hodnot zobrazeńı P ) pak nazýváme
jednoduchá hladká křivka v Ek. Zobrazeńı P nazýváme parametrizace.

Uvedenou jednoduchou hladkou křivku nazýváme uzavřenou, je-li P (a) = P (b).

Jednoduché hladké křivky budeme většinou značit velkými ṕısmeny, např́ıklad C,
K, C1, C2, apod.

Na obr. 16a a 16b vid́ıte př́ıklady jednoduchých hladkých křivek. Naopak, křivky
na obr. 16c a 16d nejsou jednoduchými hladkými křivkami. (Křivka na obr. 16c neńı
jednoduchá a křivka na obr. 16d neńı hladká.)

q

q

q q q

q q

Obr. 16a Obr. 16b Obr. 16c Obr. 16d

Každá jednoduchá hladká křivka má nekonečně mnoho parametrizaćı. To snadno
pochoṕıme, když se vrát́ıme k představě vysvětlené na začátku odstavce III.1.1, podle
které lze jednoduchou hladkou křivku chápat jako trajektorii, proběhnutou v souladu
s jistými pravidly hmotným bodem v určitém časovém intervalu. Jednu konkrétńı trajek-
torii je zřejmě možné proběhnout v souladu s danými pravidly jedńım směrem, opačným
směrem, v mnoha r̊uzných časových intervalech a r̊uzně se měńıćı rychlost́ı. Každý
zp̊usob proběhnut́ı křivky odpov́ıdá jedné parametrizaci. Křivka může být proběhnuta
nekonečně mnoha zp̊usoby, proto má nekonečně mnoho r̊uzných parametrizaćı.

III.1.3. Tečný vektor. Orientovaná jednoduchá hladká křivka. Předpokládejme,
že P je parametrizace, definovaná v intervalu 〈a, b〉, jednoduché hladké křivky C v Ek
(kde k = 2 nebo k = 3). Pak vektor Ṗ (t) má pro každé t ∈ (a, b) tečný směr ke křivce
C. (To je opět snadno pochopitelné – je to ze stejného d̊uvodu, ze kterého má rychlost
odpov́ıdaj́ıćıho pohybu bodu v E2 nebo v E3 tečný směr ke dráze pohybu.) Vektory
±Ṗ (t)/‖Ṗ (t)‖ maj́ı oba rovněž tečný směr ke křivce C a nav́ıc maj́ı jednotkovou délku.

Jednoduchou hladkou křivku C nazveme orientovanou jednotkovým tečným
vektorem ττττ , pokud zvoĺıme

a) ττττ =
Ṗ (t)

‖Ṗ (t)‖
ve všech bodech P (t), odpov́ıdaj́ıćıch t ∈ (a, b),

b) nebo ττττ = − Ṗ (t)

‖Ṗ (t)‖
ve všech bodech P (t), odpov́ıdaj́ıćıch t ∈ (a, b).

V př́ıpadě a) ř́ıkáme, že jednoduchá hladká křivka C je orientovaná souhlasně
s parametrizaćı P . P (a) nazýváme počátečńı bod křivky C (znač́ıme p.b. C) a P (b)
nazýváme koncový bod křivky C (znač́ıme k.b. C).
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V př́ıpadě b) ř́ıkáme, že jednoduchá hladká křivka C je orientovaná nesouhlasně
s parametrizaćı P . Názvy a označeńı bod̊u P (a), P (b) jsou opačné, než v př́ıpadě a).

Pokud křivka C neńı uzavřená, pak lze jej́ı orientaci též jednoznačně definovat volbou
jednoho z bod̊u P (a) za počátečńı bod a druhého za koncový bod. (U uzavřené křivky
tuto možnost nemáme, protože oba body P (a) a P (b) splývaj́ı.)

Orientaci křivky obvykle na obrázćıch vyznačujeme šipkami – viz obr. 17a a 17b.
Křivka C1 na obr. 17a je orientována souhlasně s parametrizaćı P1, křivka na obr. 17b je
orientována nesouhlasně s parametrizaćı P2. (O obou parametrizaćıch pro jednoduchost
předpokládáme, že jsou definované na stejném intervalu 〈a, b〉.)

q
p.b. C ≡ P1(a)

qk.b. C ≡ P1(b)
C

Obr. 17a

qp.b. C ≡ P2(b)

q
k.b. C ≡ P2(a)

C

Obr. 17b

Vztah mezi orientaćı jednoduché hladké křivky C a jej́ı parametrizaćı P (defino-
vanou v intervalu 〈a, b〉) lze též přibĺıžit pomoćı již zmı́něné představy o tom, že C
je trajektorie, proběhnutá bodem A v časovém intervalu 〈a, b〉, přičemž P (t) označuje
polohu bodu A v okamžiku t. Je-li křivka C orientovaná souhlasně s parametrizaćı P ,
bod A se pohybuje po křivce C ve směru jej́ı orientace. Je-li křivka C orientovaná ne-
souhlasně s parametrizaćı P , bod A se pohybuje po křivce C proti směru jej́ı orientace.

III.1.4. Př́ıklad. Každá úsečka v Ek je jednoduchou hladkou křivkou. Např́ıklad úsečku
AB v E3, kde A = [1, 2, 4] a B = [3,−1, 7] je možné parametrizovat zobrazeńım

P (t) = A+ t · (B − A); t ∈ 〈0, 1〉.
Rozepsáńım do souřadnic źıskáme tvar souřadnicových funkćı φ, ψ a ϑ této parame-
trizace:

x = φ(t) = 1 + 2t, y = ψ(t) = 2− 3t, z = ϑ(t) = 4 + 3t; t ∈ 〈0, 1〉.
Ověřte sami, že zobrazeńı P má všechny vlastnosti, požadované v definici III.1.2.

Pokud je úsečka orientována tak, že A je jej́ı počátečńı bod a B je jej́ı koncový bod,
je orientace souhlasná s výše uvedenou parametrizaćı P .

III.1.5. Př́ıklad. Úsek paraboly y = x2 + 1 mezi body [1, 2] a [3, 10] (orientovaný od
[3, 10] k [1, 2]) je jednoduchou hladkou křivkou v E2. Ověřte sami, že jej́ı parametrizaćı
je např́ıklad zobrazeńı

P : x = φ(t) = t, y = ψ(t) = t2 + 1; t ∈ 〈1, 3〉.
Parametrizace odpov́ıdá pohybu po křivce od jej́ıho koncového bodu k jej́ımu počáteč-
ńımu bodu v časovém intervalu 〈1, 3〉. Křivka je tud́ıž orientovaná nesouhlasně v̊uči
zvolené parametrizaci.

III.1.6. Př́ıklad. Oblouk kružnice x2 + y2 = 9, x ≥ 0, y ≥ 0, orientovaný od
bodu [3, 0] k bodu [0, 3], je jednoduchou hladkou křivkou v E2. Ověřte sami, že možnou
parametrizaćı je např́ıklad zobrazeńı, definované rovnicemi
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x = φ(t) = 3 cos t, y = ψ(t) = 3 sin t; t ∈ 〈0, π/2〉.

Zadaná orientace křivky je souhlasná s touto parametrizaćı. (Ověřte sami, že zobrazeńı
x = t, y =

√
9− t2; t ∈ 〈0, 3〉 požadavky, kladené na parametrizaci, nesplňuje.)

III.1.7. Př́ıklad. Kružnice C : (x−3)2 +y2 = 4 v E2 (orientovaná proti směru hodi-
nových ručiček) je uzavřená jednoduchá hladká křivka. Ověřte sami, že jej́ı parametrizaćı
je např́ıklad zobrazeńı, definované rovnicemi

x = φ(t) = 3 + 2 cos t, y = ψ(t) = 2 sin t; t ∈ 〈0, 2π 〉.

Daná orientace křivky C je souhlasná s touto parametrizaćı.

III.1.8. Jednoduchá po částech hladká křivka. Předpokládejme, že C1, . . . , Cn
jsou jednoduché hladké křivky v Ek (k = 2 nebo k = 3) takové, že

a) k.b. C1 = p.b. C2, k.b. C2 = p.b. C3, . . . , k.b. Cn−1 = p.b. Cn,

b) kromě bod̊u zmı́něných v a) a kromě možného př́ıpadu, kdy p.b. C1 = k.b. Cn,
nemaj́ı žádné dvě z křivek C1, . . . , Cn žádný daľśı společný bod.

Pak sjednoceńı C = ∪ni=1 Ci nazýváme jednoduchou po částech hladkou křivkou v Ek.
(Zápis často zkracujeme na “jednoduchá p.č. hladká křivka”.)

Orientace jednoduché p.č. hladké křivky C je dána orientaćı jej́ıch jednotlivých
hladkých část́ı C1, . . . , Cn. Pokládáme p.b. C = p.b. C1 (počátečńı bod C) a k.b. C =
k.b. Cn (koncový bod C).

Křivku, která se od C lǐśı pouze orientaćı, označujeme −C.

Jednoduchá p.č. hladká křivka C se nazývá uzavřená, jestliže p.b. C = k.b. C.

q
p.b. C

C1

C2

q
C3

k.b. C
C

Obr. 18a

q C1
C2

C3

C4

p.b. C

= k.b. C

C

Obr. 18b

Na obr. 18a a 18b vid́ıte př́ıklady jednoduchých p.č. hladkých křivek. Křivka na
obr. 18b je uzavřená.

Pojem jednoduché p.č. hladké křivky je zobecněńım pojmu jednoduché hladké křivky.
Jednoduchá p.č. hladká křivka v Ek (k = 2 nebo k = 3) je omezenou měřitelnou
množinou v Ek, jej́ıž k–rozměrná mı́ra je rovna nule.
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III.2. Křivkový integrál skalárńı funkce.
(Křivkový integrál 1. druhu.)

III.2.1. Fyzikálńı motivace. Představme si, že struna nebo drát má tvar jednoduché
hladké křivky C v Ek (k = 2 nebo k = 3). Struna nemuśı být homogenńı, jej́ı délková
hustota ρ (tj. hmotnost vztažená k jednotce délky) je funkćı dvou proměnných x, y (je-li
k = 2) nebo tř́ı proměnných x, y, z (je-li k = 3). Chceme vypoč́ıtat celkovou hmotnost
struny.

K vyjádřeńı a výpočtu hmotnosti křivky C bychom mohli dospět cestou děleńı křivky
na mnoho menš́ıch část́ı, přes Riemannovy součty a úvahy o limitě Riemannových součt̊u
při zjemňováńı děleńı. (Analogickým zp̊usobem jsme v odstavćıch II.1.1 a II.1.7 dospěli
k vyjádřeńı hmotnosti desky dvojným integrálem a v odstavćıch II.5.1 a II.5 6 k vyjádřeńı
hmotnosti tělesa trojným integrálem.) Zvolme však jiný př́ıstup. Tento odstavec má
pouze motivačńı charakter a tak si zde můžeme dovolit použit́ı “archaizmů”, které nejsou
přesně a jasně vymezenými pojmy. Máme na mysli “nekonečně malé” kladné č́ıslo dt a
představu o rozděleńı křivky C na nekonečně mnoho “nekonečně krátkých” úsek̊u. (Na
tomto mı́stě doporučujeme vrátit se ke skriptu [5] a přeč́ıst si odstavce V.1.3 a V.1.4.)
Je-li P parametrizace křivky C definovaná v intervalu 〈a, b〉, pak typickým “nekonečně
krátkým” úsekem křivky C je úsečka s koncovými body P (t) a P (t+dt), kde t ∈ 〈a, b) a
dt je “nekonečně malé” kladné č́ıslo. Hustotu lze na této úsečce považovat za konstantńı
a rovnou ρ(P (t)). Hmotnost úsečky je tud́ıž dm = ρ(P (t)) · ds, kde ds je délka úsečky.
Jelikož úsečka je “nekonečně krátká”, lze jej́ı délku vyjádřit: ds = ‖P (t+ dt)−P (t)‖ =
‖Ṗ (t)‖ dt. Celkovou hmotnost křivky C źıskáme sečteńım hmotnost́ı všech nekonečně
krátkých úsek̊u, na které jsme křivku C rozdělili:

m =

∫
C

dm =

∫ b

a

ρ(P (t)) · ‖Ṗ (t)‖ dt.

Toto vyjádřeńı nyńı použijeme jako základ definice tzv. křivkového integrálu skalárńı
funkce. V definici budeme mı́sto ρ integrovanou funkci značit f . V souladu s úmluvou
z odstavce I.2.12 budeme mı́sto “skalárńı funkce” většinou použ́ıvat pouze název “funkce”.

III.2.2. Křivkový integrál skalárńı funkce na jednoduché hladké křivce. Necht’

C je jednoduchá hladká křivka v E2 nebo v E3 a P je jej́ı parametrizace, definovaná
v intervalu 〈a, b〉. Necht’ f je funkce, která je definovaná a omezená na křivce C. Existuje-

li Riemann̊uv integrál
∫ b
a
f(P (t)) ·‖Ṗ (t)‖ dt, pak o funkci f ř́ıkáme, že je integrovatelná

na křivce C. Křivkový integrál skalárńı funkce f na křivce C pak označujeme
∫
C
f ds

a definujeme jej rovnićı

(III.2.1)

∫
C

f ds =

∫ b

a

f(P (t)) · ‖Ṗ (t)‖ dt.

K výpočtu integrálu vpravo se vrát́ıme v odstavci III.2.7 a výpočet budeme rovněž
ilustrovat na př́ıkladech v odstavćıch III.2.8 a III.2.9.

Výroky “funkce f je integrovatelná na křivce C” a “křivkový integrál f na C
existuje” budeme mı́nit přesně totéž.

III.2.3. Poznámka – nezávislost na volbě parametrizace. Integrovatelnost funkce
f na jednoduché hladké křivce C i křivkový integrál f na C jsou definovány pomoćı
parametrizace P křivky C. Křivka C však má nekonečně mnoho r̊uzných parametrizaćı
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(viz odstavec III.1.2). Vzniká otázka: Může integrovatelnost funkce f na křivce C
nebo hodnota křivkového integrálu f na C záviset na konkrétńı volbě parametrizace
nebo jsou tyto pojmy na volbě parametrizace nezávislé? Odpověd’ je: Lze dokázat, že
jak existence, tak hodnota křivkového integrálu f na C nezáviśı na volbě parametri-
zace křivky C.

III.2.4. Křivkový integrál skalárńı funkce na jednoduché p.č. hladké křivce.
Necht’ C je jednoduchá p.č. hladká křivka v E2 nebo v E3, která je složena z jednodu-
chých hladkých křivek C1, . . . , Cn (viz odstavec III.1.8). Necht’ f je skalárńı funkce, která
je definovaná a omezená na křivce C. Je-li funkce f integrovatelná na každé z křivek C1,
. . . , Cn, pak ř́ıkáme, že je integrovatelná na křivce C. Křivkový integrál skalárńı funkce
f na křivce C pak definujeme rovnićı

(III.2.2)

∫
C

f ds =
n∑
i=1

∫
Ci

f ds.

(Křivkové integrály na pravé straně jsou křivkovými integrály funkce f na jednoduchých
hladkých křivkách, které jsou již známé z definice III.2.2.)

Mı́sto “křivkový integrál skalárńı funkce” se často použ́ıvá název křivkový integrál
1. druhu.

Mı́sto
∫
C
f ds můžeme např́ıklad psát

∫
C
f(x, y) ds (je-li C ⊂ E2 a f je funkce

dvou proměnných) nebo
∫
C
f(x, y, z) ds (je-li C ⊂ E3 a f je funkćı tř́ı proměnných).

Mı́sto symbolu ds na konci integrálu se často použ́ıvá i dl, dr, apod.

III.2.5. Délka křivky. Je-li C jednoduchá p.č. hladká křivka v E2 nebo v E3, pak
integrálem

∫
C
ds definujeme délku křivky C. Znač́ıme ji l(C).

Z (III.2.1) plyne, že ve speciálńım př́ıpadě, kdy C je jednoduchá hladká křivka a P
je jej́ı parametrizace definovaná v intervalu 〈a, b〉, můžeme délku křivky C vyjádřit:

(III.2.3) l(C) =

∫
C

ds =

∫ b

a

‖Ṗ (t)‖ dt.

III.2.6. Některé d̊uležité vlastnosti křivkového integrálu skalárńı funkce. Je-
likož křivkový integrál skalárńı funkce je definován pomoćı jednorozměrného Rieman-
nova integrálu, většina vlastnost́ı obou integrál̊u je stejná. Zmiňme se proto pouze
o některých z nich:

a) Postačuj́ıćı podmı́nka pro existenci křivkového integrálu skalárńı funkce.
Je-li funkce f spojitá na jednoduché p.č. hladké křivce C, pak je na křivce C
integrovatelná (tj. integrál

∫
C
f ds existuje).

b) Linearita křivkového integrálu. Jsou-li f a g integrovatelné funkce na křivce
C a α ∈ R, pak f + g a αf jsou také integrovatelné funkce na C a∫

C

(f + g) ds =

∫
C

f ds +

∫
C

g ds,∫
C

α · f ds = α ·
∫
C

f ds.

c) Je-li f integrovatelná funkce na křivce C a funkce g se lǐśı od f nejvýše v konečně
mnoha bodech, pak g je také integrovatelná funkce na křivce C a

81



∫
C

g ds =

∫
C

f ds.

d) Je-li f integrovatelná funkce na křivce C, pak je také integrovatelnou funkćı na
křivce −C a ∫

−C
f ds =

∫
C

f ds.

e) Jsou-li f a g integrovatelné funkce na křivce C takové, že f(X) ≥ g(X) ve všech
bodech X ∈ C, pak ∫

C

f ds ≥
∫
C

g ds.

Speciálně, je-li f(X) ≥ 0 ve všech bodech X ∈M , pak

∫
C

f ds ≥ 0.

Tvrzeńı a) je možné zobecnit: Je-li C jednoduchá p.č. hladká křivka a f je spojitá
funkce na každé z jej́ıch hladkých část́ı, pak f je integrovatelná funkce na C.

Tvrzeńı d) ř́ıká, že ani existence, ani hodnota křivkového integrálu skalárńı
funkce nezáviśı na orientaci křivky.

III.2.7. Výpočet křivkového integrálu skalárńı funkce. Předpokládejme, že P =
[φ, ψ, ϑ] je parametrizace jednoduché hladké křivky C, definovaná v intervalu 〈a, b〉.
Křivkový integrál funkce f na jednoduché hladké křivce C pak můžeme vypoč́ıtat po-
moćı vzorce (III.2.1). f(P (t)) źıskáme tak, že do funkce f za proměnné x, y, z dosad́ıme

(III.2.4) x = φ(t), y = ψ(t), z = ϑ(t),

za ds dosad́ıme

(III.2.5) ds = ‖Ṗ (t)‖ dt =
∥∥(φ̇(t), ψ̇(t), ϑ̇(t)

)∥∥ dt =

√
φ̇(t)2 + ψ̇(t)2 + ϑ̇(t)2 dt

a integrujeme podle parametru t na intervalu 〈a, b〉, na kterém je definovaná parametri-
zace křivky C.

Křivkový integrál funkce f na jednoduché p.č. hladké křivce, složené z jednodu-
chých hladkých křivek C1, . . . , Cn, vypoč́ıtáme tak, že nejprve vypoč́ıtáme integrály na
křivkách C1 . . . , Cn (např́ıklad pomoćı jejich parametrizaćı) a výsledky pak sečteme.
(Viz formule (III.2.2).)

III.2.8. Př́ıklad. C je sjednoceńı úseček C1 = OP a C2 = PQ, kde O = [0, 0, 0],
P = [1, 1, 0] a Q = [1, 1, 1]. Vypoč́ıtejme křivkový integrál funkce f(x, y, z) = x−3y2 +z
na křivce C.

Ř e š e n ı́ : Nejjednodušš́ı parametrizace úseček C1 a C2 jsou:

C1 : P1(t) = O + (P −O) t = [t, t, 0]; t ∈ 〈0, 1〉,
C2 : P2(t) = P + (Q− P ) t = [1, 1, t]; t ∈ 〈0, 1〉.

Odtud plyne, že Ṗ1(t) = (1, 1, 0), Ṗ2(t) = (0, 0, 1) a ‖Ṗ1(t)‖ =
√

2, ‖Ṗ2(t)‖ = 1.
Užit́ım formuĺı (III.2.1) a (III.2.2) obdrž́ıme:∫

C

(x− 3y2 + z) ds =

∫
C1

(x− 3y2 + z) ds +

∫
C2

(x− 3y2 + z) ds

=

∫ 1

0

(t− 3t2)
√

2 dt +

∫ 1

0

(t− 2) dt = −
√

2 + 3

2
.
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III.2.9. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme křivkový integrál
∫
C

(x2 + y) ds, kde C je kružnice
x2 + (y − 5)2 = 4. Orientace kružnice neńı zadaná, protože na existenci ani hodnotu
křivkového integrálu skalárńı funkce nemá vliv.

Ř e š e n ı́ : C je uzavřenou jednoduchou hladkou křivkou, která může být parametri-
zována např́ıklad zobrazeńım

x = φ(t) = 2 cos t, y = ψ(t) = 5 + 2 sin t; t ∈ 〈0, 2π 〉.

Výpočet ‖Ṗ (t)‖: ‖Ṗ (t)‖ =
∥∥(−2 sin t, 2 cos t)

∥∥ =
√

4 sin2 t+ 4 cos2 t = 2.
Pomoćı formule (III.2.1) dostáváme:∫

C

(x2 + y) ds =

∫ 2π

0

(4 cos2 t+ 5 + 2 sin t) · 2 dt = 28π.

III.3. Některé fyzikálńı aplikace křivkového integrálu skalárńı
funkce.

Křivkový integrál skalárńı funkce má mnoho aplikaćı. V tomto textu se omeźıme na
aplikace v mechanice.

Předpokládejme, že drát nebo struna má tvar křivky C v Ek (k = 2 nebo k = 3). Na
křivce je rozložena hmota s délkovou hustotou ρ(x, y) (je-li k = 2) nebo ρ(x, y, z) (je-li
k = 3). (ρ je hmotnost, vztažená k jednotce délky. Je udána v kg ·m−1.) Křivkovým
integrálem skalárńı funkce můžeme definovat a vypoč́ıtat některé základńı mechanické
charakteristiky křivky C.

I. k = 2

celková hmotnost m =

∫
C

ρ(x, y) ds [kg],

statický moment

vzhledem k ose x mx =

∫
C

y · ρ(x, y) ds [kg ·m],

vzhledem k ose y . . my =

∫
C

x · ρ(x, y) ds [kg ·m],

souřadnice těžǐstě . . xT =
my

m
, yT =

mx

m
[m],

moment setrvačnosti

vzhledem k ose x . . . . . Jx =

∫
C

y2 · ρ(x, y) ds [kg ·m2],

vzhledem k ose y . . . . . Jy =

∫
C

x2 · ρ(x, y) ds [kg ·m2],

vzhledem k počátku . . J0 =

∫
C

(x2 + y2) · ρ(x, y) ds [kg ·m2].
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II. k = 3

celková hmotnost . . m =

∫
C

ρ(x, y, z) ds [kg],

statický moment

vzhledem k rovině xy . mxy =

∫
C

z · ρ(x, y, z) ds [kg ·m],

vzhledem k rovině xz . mxz =

∫
C

y · ρ(x, y, z) ds [kg ·m],

vzhledem k rovině yz . myz =

∫
C

x · ρ(x, y, z) ds [kg ·m],

souřadnice těžǐstě . . xT =
myz

m
, yT =

mxz

m
zT =

mxy

m
[m],

moment setrvačnosti

vzhledem k rovině xy . Jxy =

∫
C

z2 · ρ(x, y, z) ds [kg ·m2],

vzhledem k rovině xz . Jxz =

∫
C

y2 · ρ(x, y, z) ds [kg ·m2],

vzhledem k rovině yz . Jyz =

∫
C

x2 · ρ(x, y, z) ds [kg ·m2],

vzhledem k ose x . . . . . Jx =

∫
C

(y2 + z2) · ρ(x, y, z) ds [kg ·m2],

vzhledem k ose y . . . . . Jy =

∫
C

(x2 + z2) · ρ(x, y, z) ds [kg ·m2],

vzhledem k ose z . . . . . Jz =

∫
C

(x2 + y2) · ρ(x, y, z) ds [kg ·m2],

vzhledem k počátku . . J0 =

∫
C

(x2 + y2 + z2) · ρ(x, y, z) ds [kg ·m2].

Navrhněte sami formuli, j́ıž by bylo možné definovat a vypoč́ıtat moment setrvačnosti
vzhledem k obecné př́ımce nebo rovině v E3.
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III.4. Křivkový integrál vektorové funkce.
(Křivkový integrál 2. druhu.)

Pojem vektorové funkce je vysvětlen v odstavci I.2.12. V této kapitole se omeźıme na
vektorové funkce v E2 a vektorové funkce v E3. Vektorové funkce v E3 budeme většinou
zapisovat:

f(x, y, z)

=
(
U(x, y, z), V (x, y, z), W (x, y, z)

)
= U(x, y, z) i + V (x, y, z) j +W (x, y, z) k

nebo jenom f = (U, V,W ) = U i + V j +W k.

(U , V a W jsou souřadnicové funkce vektorové funkce f .) Připomı́náme, že mı́sto “vek-
torová funkce” často použ́ıváme název “vektorové pole”.

Vektorové funkce v E2 budeme zapisovat podobně, pouze budeme vždy mı́t o jednu
proměnnou a o jednu komponentu méně.

O vektorové funkci f v Ek (k = 2 nebo k = 3) ř́ıkáme, že je spojitá v množině
M ⊂ Ek, jestliže všechny jej́ı souřadnicové funkce jsou spojité v množině M .

III.4.1. Fyzikálńı motivace. Představme si, že těleso se pohybuje po křivce C vlivem
śıly f . Chceme vypoč́ıtat práci A, kterou śıla f vykoná p̊usobeńım po celé trajektorii C
pohybu tělesa. Použijme opět představu o možnosti rozděleńı křivky C na nekonečně
mnoho “nekonečně malých” úsek̊u, podobně jako v odstavci III.2.1. Typický úsek má
polohu [x, y, z], jeho délka je ds a jednotkovým tečným vektorem ke křivce C v bodě
[x, y, z] je ττττ(x, y, z). Uvažovaný úsek lze považovat za “nekonečně krátkou” úsečku a
práce dA, kterou śıla f na něm vykoná, je dA = f(x, y, z) · ττττ(x, y, z) ds. Celková práce
śıly f podél celé křivky C pak je:

A =

∫
C

f(x, y, z) · ττττ(x, y, z) ds.

Součin f(x, y, z) · ττττ(x, y, z) je skalár. Integrál na pravé straně je tud́ıž křivkovým in-
tegrálem skalárńı funkce, který je již známý z kapitoly III.2.

III.4.2. Křivkový integrál vektorové funkce. Necht’ C je jednoduchá p.č. hladká
křivka v Ek (kde k = 2 nebo k = 3) a f je vektorová funkce, která je definovaná a
omezená na křivce C. Ř́ıkáme, že vektorová funkce f je integrovatelná na křivce C, je-li
skalárńı funkce f · ττττ integrovatelná na C (ve smyslu vysvětleném v odstavćıch III.2.2
a III.2.4). Integrál

∫
C

f · ττττ ds nazýváme křivkovým integrálem vektorové funkce f na
křivce C a označujeme jej kratš́ım zp̊usobem

∫
C

f · ds.

Mı́sto “křivkový integrál vektorové funkce” se často použ́ıvá název křivkový inte-
grál 2. druhu.

Vid́ıte, že křivkový integrál vektorové funkce f na křivce C vlastně neńı nič́ım novým.
Je jenom křivkovým integrálem skalárńı funkce f · ττττ , tj. pr̊umětu vektorové funkce f do
směru tečného ke křivce C. Pamatujte si formuli, kterou je křivkový integrál vektorové
funkce definován:

(III.4.1)

∫
C

f · ds =

∫
C

(f · ττττ) ds.
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III.4.3. Fyzikálńı význam křivkového integrálu vektorové funkce. Z odstavce
III.4.1 je patrné, že je-li f śıla, pak křivkový integrál

∫
C

f · ds definuje práci, kterou
vykoná śıla f p̊usobeńım po dráze C.

III.4.4. Poznámka. Jednotkový tečný vektor ττττ nemuśı existovat v těch bodech jedno-
duché p.č. hladké křivky C, ve kterých se stýkaj́ı jednotlivé hladké křivky, ze kterých je
p.č. hladká křivka C složena. Takových bod̊u je však konečně mnoho a křivkový integrál
na chováńı integrované funkce v konečně mnoha bodech nezáviśı.

III.4.5. Poznámka – r̊uzné zápisy křivkového integrálu vektorové funkce.
Křivkový integrál vektorové funkce můžeme značit a zapisovat r̊uznými zp̊usoby. Je
velmi d̊uležité těmto zp̊usob̊um rozumět a vždy dobře rozpoznat, co se kterým zápisem
přesně mı́ńı. Jeden zp̊usob zápisu již známe – je j́ım integrál na levé straně formule
(III.4.1). V tomto odstavci se seznámı́me s jinou možnost́ı zápisu křivkového integrálu
vektorové funkce.

Porovnáńım obou integrál̊u ve formuli (III.4.1) źıskáme formálńı rovnost ττττ ds = ds.
Člen na pravé straně můžeme chápat jako “nekonečně krátký” tečný vektor ke křivce
C, jehož složky jsou dx, dy a dz. Můžeme tud́ıž psát:

ττττ ds = ds = (dx, dy, dz) = i dx+ j dy + k dz.

Je-li f = (U, V,W ), můžeme skalárńı součin f · ds vyjádřit:

f · ds = (U, V,W ) · (dx, dy, dz) = U dx+ V dy +W dz

a křivkový integrál vektorové funkce f lze zapsat:

(III.4.2)

∫
C

f · ds =

∫
C

(
U dx+ V dy +W dz

)
.

Křivkový integrál “rovinné” vektorové funkce na křivce C v E2 lze zapsat podobně.
(Na pravé straně je pouze třeba vynechat W dz.)

III.4.6. Př́ıklad. V souladu s označeńım a zápisem integrálu (viz odstavec III.4.5) je
integrál

∫
C

(2x2 + 3y) dz křivkovým integrálem vektorové funkce (0, 0, 2x2 + 3y):∫
C

(2x2 + 3y) dz =

∫
C

0 · dx+ 0 · dy + (2x2 + 3y) dz =

∫
C

(
0, 0, 2x2 + 3y

)
· ds.

III.4.7. Poznámka. Křivkový integrál vektorové funkce f je definován pomoćı křivko-
vého integrálu skalárńı funkce f · ττττ a proto základńı vlastnosti křivkového integrálu
vektorové funkce a křivkového integrálu skalárńı funkce jsou stejné. Body a), b) a c)
odstavce III.2.6 můžeme prostě přepsat se skalárńı funkćı f ·ττττ a źıskáme platná tvrzeńı
o křivkovém integrálu vektorové funkce.

Nicméně, mezi křivkovým integrálem skalárńı funkce a křivkovým integrálem vek-
torové funkce je jeden velký rozd́ıl: Křivkový integrál vektorové funkce záviśı na
orientaci křivky. Přesněji řečeno:

III.4.8. Věta. Je-li vektorová funkce f integrovatelná na křivce C, pak je integrovatelná
i na křivce −C a ∫

−C
f · ds = −

∫
C

f · ds.

Tato věta vyplývá bezprostředně z definice křivkového integrálu vektorové funkce.
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Integrál
∫
C

f · ds je roven integrálu
∫
C

f · ττττ ds, kde ττττ je jednotkový tečný vektor.
Tento vektor ukazuje směr orientace křivky C. Změńıme-li orientaci křivky, jednotkový
tečný vektor změńı své znaménko a toto vede ke změně znaménka celého integrálu.

III.4.9. Výpočet křivkového integrálu vektorové funkce. Křivkový integrál vek-
torové funkce f = (u, v, w) na jednoduché hladké křivce C můžeme vypoč́ıtat pomoćı
parametrizace. Předpokládejme, že P je parametrizace křivky C definovaná v intervalu
〈a, b〉. Předpokládejme dále, že křivka C je orientována souhlasně s parametrizaćı P .
Jednotkový tečný vektor v každém bodě P (t) křivky C, odpov́ıdaj́ıćım t ∈ (a, b) (tedy
až na krajńı body křivky C) lze vyjádřit: ττττ = Ṗ (t)/‖Ṗ (t)‖. Použijeme-li nyńı formule
(III.4.1) a (III.2.1) (př́ıpadně (III.2.5)), obdrž́ıme:∫

C

f · ds =

∫
C

f · ττττ ds =

∫ b

a

f(P (t)) · Ṗ (t)

‖Ṗ (t)‖
‖Ṗ (t)‖ dt,

(III.4.3)

∫
C

f · ds =

∫ b

a

f(P (t)) · Ṗ (t) dt.

f(P (t)) źıskáme opět tak, že do funkce f (respektive do všech jej́ıch souřadnicových
funkćı U , V a W ) dosad́ıme za x, y a z vyjádřeńı (III.2.4): x = φ(t), y = ψ(t),
z = ϑ(t). Výpočtem skalárńıho součinu vektorových funkćı f = (U, V,W ) a Ṗ (t) =(
φ̇(t), ψ̇(t), ϑ̇(t)

)
v integrálu na pravé straně (III.4.3) źıskáváme daľśı vzorec:

(III.4.4)

∫
C

f · ds =

∫ b

a

[
U φ̇(t) + V ψ̇(t) +W ϑ̇(t)

]
dt,

kde U = U
(
φ(t), ψ(t), ϑ(t)

)
, V = V

(
φ(t), ψ(t), ϑ(t)

)
a W = W

(
φ(t), ψ(t), ϑ(t)

)
.

Formuli (III.4.4) můžeme formálně odvodit i z tvaru integrálu (III.4.2) použit́ım sub-
stitućı x = φ(t), y = ψ(t), z = ϑ(t) a odtud plynoućıch náhrad výraz̊u dx, dy a dz:
dx = φ̇(t) dt, dy = ψ̇(t) dt, dz = ϑ̇(t) dt.

Užit́ı vzorc̊u (III.4.3) a (III.4.4) na konkrétńıch př́ıkladech uvid́ıte v odstavćıch
III.4.10 a III.4.12.

Je-li křivka C orientována opačně v̊uči parametrizaci P , pak formule (III.4.3) i
(III.4.4) plat́ı se znaménkem “−” před integrálem na pravé straně.

Vzorec (III.4.3) je platný i pro křivkový integrál vektorové funkce v E2. Vzorec
(III.4.4) lze snadno modifikovat (vynecháńım členu W ϑ̇(t)) tak, že je také platný i pro
křivkový integrál vektorové funkce v E2.

Je-li C jednoduchá p.č. hladká křivka, která je sjednoceńım jednoduchých hladkých
křivek C1, . . . , Cn, pak křivkový integrál vektorové funkce na C můžeme vypoč́ıtat
tak, že nejprve vypoč́ıtáme integrály na jednoduchých hladkých křivkách C1 . . . , Cn
(např́ıklad pomoćı parametrizaćı těchto hladkých křivek), a poté výsledky sečteme.

Nakonec poznamenejme, že křivkový integrál vektorové funkce můžeme někdy vypo-
č́ıtat i pomoćı Greenovy věty, Stokesovy věty (pokud křivka je uzavřená) nebo v př́ıpadě,
že f je tzv. potenciálńım polem, i pomoćı formule (V.1.3). Podrobnosti najdete v odstav-
ćıch III.5.4, IV.5.10 a V.1.5.

III.4.10. Př́ıklad. Určeme práci, vykonanou silou f(x, y, z) = (y− x2) i + (z− y2) j +
(x− z2) k p̊usobeńım po křivce C : P (t) = [t, t2, t3]; t ∈ 〈0, 1〉 od bodu [0, 0, 0] do
bodu [1, 1, 1].

Ř e š e n ı́ : Křivka C je definovaná pomoćı své parametrizace P . Jelikož p.b. C =
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[0, 0, 0] = P (0) a k.b. C = [1, 1, 1] = P (1), C je orientována souhlasně s parametrizaćı
P . Snadno zjist́ıme, že Ṗ (t) = (1, 2t, 3t2). Užit́ım formule (III.4.3) dostaneme:∫

C

f · ds =

∫
C

(
y − x2, z − y2, x− z2

)
· ds =

∫ 1

0

(
0, t3 − t4, t− t6

)
·
(
1, 2t, 3t2

)
dt

=

∫ 1

0

[
2t4 − 2t5 + 3t3 − 3t8

]
dt =

[
2
5
t5 − 2

6
t6 + 3

4
t4 − 3

9
t9
]1

0
=

29

60
.

III.4.11. Cirkulace vektorového pole po uzavřené křivce. Necht’ C je uzavřená
křivka v E2 nebo v E3 a necht’ f je vektorové pole (= vektorová funkce), definované
na C. Křivkový integrál

∫
C

f · ds nazýváme cirkulaćı vektorového pole f po křivce C.
Abychom zd̊uraznili skutečnost, že C je uzavřená křivka, použ́ıváme mı́sto

∫
C

f · ds
často označeńı ∮

C

f · ds.

III.4.12. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme cirkulaci vektorového pole

f(x, y) = − y

x2 + y2
i +

x

x2 + y2
j

po kružnici C : x2 + y2 = r2 (r > 0), orientované po směru hodinových ručiček.

Ř e š e n ı́ : Kružnici C můžeme parametrizovat rovnicemi

(III.4.5) x = φ(t) = r cos t, y = ψ(t) = r sin t; t ∈ 〈0, 2π 〉.

Prob́ıhá-li t interval 〈0, 2π 〉 od 0 do 2π, ob́ıhá bod [x, y] = [φ(t), ψ(t)] po kružnici proti
směru hodinových ručiček, tj. proti dané orientaćı C. Parametrizace (III.4.5) a zadaná
orientace křivky C jsou tud́ıž nesouhlasné. Užit́ım vzorce (III.4.4) (se znaménkem “−”
na pravé straně) dostáváme:∮

C

f · ds =

∮
C

(
− y

x2 + y2
dx +

x

x2 + y2
dy
)

= −
∫ 2π

0

((
−r sin t

r2

)
(−r sin t) +

r cos t

r2
r cos t

)
dt = −

∫ 2π

0

dt = −2π.

III.5. Greenova věta.

V této kapitole ukážeme, že za jistých podmı́nek můžeme cirkulaci rovinného vek-
torového pole po uzavřené křivce C v E2 poč́ıtat i jiným zp̊usobem, než pomoćı paramet-
rizace křivky C. Nejprve se však věnujme trochu podrobněji uzavřeným křivkám v E2.
Připomı́náme úmluvu, podle které “křivkou” mı́ńıme jednoduchou p.č. hladkou křivku
a “uzavřenou křivkou” uzavřenou jednoduchou p.č. hladkou křivku.

Následuj́ıćı věta ř́ıká něco, co je na prvńı pohled zcela názorné. Důkaz věty neuvád́ıme.
Kdybyste se však o d̊ukaz zaj́ımali, byli byste překvapeni, jak je složitý.

III.5.1. Jordanova věta. Necht’ C je uzavřená křivka v E2. Pak v E2 existuj́ı dvě
disjunktńı oblasti G1 a G2 takové, že C je jejich společnou hranićı a

a) E2 = G1 ∪ C ∪G2 a
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b) jedna z oblast́ı G1, G2 je omezená a druhá je neomezená.

III.5.2. Vnitřek a vněǰsek uzavřené
křivky v E2. Necht’ C je uzavřená
křivka v E2 a G1, G2 jsou oblasti, jejichž
existence je dána Jordanovou větou. Tu
z oblast́ı G1, G2, která je omezená,
nazýváme vnitřek křivky C a znač́ıme
IntC. Druhou z oblast́ı G1, G2, která je
neomezená, nazýváme vněǰsek křivky C
a znač́ıme ji ExtC.

-
x

6y

q
p.b. C ≡ k.b. C

IntC

C
ExtC

Obr. 19

III.5.3. Kladná a záporná orientace uzavřené křivky v E2. Necht’ C je uzavřená
křivka v E2. Ř́ıkáme, že křivka C je orientována kladně, jestliže při oběhu po C ve směru
jej́ı orientace máme vnitřek křivky C po levé ruce. (Viz obr. 19.) V opačném př́ıpadě
ř́ıkáme, že křivka C je orientována záporně.

Uvedená definice je jednoduchá a názorná. Z logického hlediska však neńı korektńı.
Je to zřejmé. Matematické pojmy muśı být definovány precizně a jejich význam nesmı́
záviset na znalosti toho, kde máme levou a kde pravou ruku. Jinými slovy: Jak byste
definici vysvětlili inteligentńı bytosti (třeba z vesmı́ru), která nemá ruce a pojmy levá
a pravá ruka jsou j́ı ciźı? Vzhledem k tomu, že logicky korektńı definice je poněkud
komplikovaná, v tomto textu ji neukazujeme a pro naše účely se spokoj́ıme s uvedenou
definićı III.5.3.

Orientaci uzavřené křivky v E2 je možné definovat ještě jedńım jednoduchým zp̊uso-
bem, opět však nikoliv logicky zcela korektńım: Uzavřenou křivku C v E2 nazveme
kladně orientovanou, je-li orientována proti směru hodinových ručiček, a záporně orien-
tovanou, je-li orientována po směru hodinových ručiček.

Následuj́ıćı věta převád́ı křivkový integrál vektorové funkce po uzavřené rovinné
křivce na dvojný integrál přes vnitřek křivky. Větu publikoval jako prvńı G. Green (1793–
1841) v krátké knize, nazvané An Essay on the Application of Mathematical Analysis to
Electricity and Magnetism.

III.5.4. Greenova věta. Předpokládejme, že

a) f = (U, V ) je vektorová funkce v oblasti O ⊂ E2 a souřadnicové funkce U , V maj́ı
v O spojité parciálńı derivace,

b) C je kladně orientovaná uzavřená křivka v O taková, že IntC ⊂ O.

Pak plat́ı:

(III.5.1)

∮
C

f · ds =

∫∫
IntC

(
∂V

∂x
− ∂U

∂y

)
dx dy.

III.5.5. Poznámka. Pomoćı formálńı rovnosti f · ds = U dx+ V dy můžeme formuli
(III.5.1) též zapsat ve tvaru

(III.5.2)

∮
C

(U dx+ V dy) =

∫∫
IntC

(
∂V

∂x
− ∂U

∂y

)
dx dy.
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Jsou-li předpoklady Greenovy věty splněny až na to, že křivka C je záporně orien-
tovaná, plat́ı vzorce (III.5.1) a (III.5.2) se znaménkem “−” před integrály na pravých
stranách.

III.5.6. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme cirkulaci vektorového pole f = (−x2y, xy2) po kladně
orientované kružnici x2 + y2 = a2, kde a > 0.

Ř e š e n ı́ : Označme U a V souřadnicové funkce vektorové funkce f . Pak U(x, y) =
−x2y a V (x, y) = xy2. Sami se můžete přesvědčit o tom, že předpoklady Greenovy věty
jsou splněny. Podle vzorce (III.5.1) tud́ıž plat́ı:∮

C

f · ds =

∮
C

(−x2y dx+ xy2 dy) =

∫∫
x2+y2<a2

(x2 + y2) dx dy

= 1)

∫ 2π

0

(∫ a

0

r3 dr

)
dϕ =

πa4

2
.

1) Dvojný integrál transformujeme do polárńıch souřadnic.

III.5.7. Výpočet obsahu IntC pomoćı křivkového integrálu. Splňuj́ı-li křivka C
a souřadnicové funkce U a V předpoklady Greenovy věty a plat́ı-li nav́ıc v IntC

(III.5.3)
∂V

∂x
− ∂U

∂y
= 1,

pak ze vzorce (III.5.2) vyplývá, že

∮
C

(U dx+ V dy) = µ2(IntC).

Zvoĺıme-li např́ıklad U = −1
2
y a V = 1

2
x, je podmı́nka (III.5.3) splněna a tak

źıskáváme vzorec

(III.5.4) µ2(IntC) =
1

2

∮
C

(−y dx+ x dy).

III.6. Cvičeńı.

1. Rozhodněte o existenci integrálu
∫
C
ds/(x2 + y2), kde C je kružnice se středem

S a poloměrem 1. (Viz odstavce III.2.2 a III.2.6.)

a) ]S = [0, 0], b) S = [1, 0], c) S = [0,−2].

2. Vypoč́ıtejte délku křivky C, která je definovaná pomoćı své parametrizace.

a) P (t) = [3t, 3t2, 2t3], t ∈ 〈0, 1〉,
b) P (t) = [a cos t, a sin t, bt], t ∈ 〈0, 2π 〉 (a > 0, b > 0).

3. Vypoč́ıtejte dané křivkové integrály. Které z nich jsou křivkovými integrály skalár-
ńıch funkćı a které jsou křivkovými integrály vektorových funkćı?

a)

∫
C

ds

x− y
; C je část př́ımky y = 1

2
x− 2 mezi body [0,−2] a [4, 0],

b)

∫
C

y ds ; C je úsek paraboly y2 = 2px mezi body [0, 0] a [2p, 2p] (p > 0),
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c)

∫
C

xy ds ; C je část elipsy x2/a2 + y2/b2 = 1 ve druhém kvadrantu,

d)

∫
C

√
2y ds ; C je část cykloidy x = a(t− sin t), y = a(1− cos t),

odpov́ıdaj́ıćı t ∈ 〈0, 2π 〉,

e)

∫
C

(x− y) ds ; C je kružnice x2 + y2 = 2x,

f)

∫
C

z2

x2 + y2
ds ; C : x = a cos t, y = a sin t, z = at, t ∈ 〈0, 2π 〉 (a > 0),

g)

∫
C

xyz ds ; C je pr̊unik ploch x2 + y2 + z2 = R2 a x2 + y2 = R2/4

v prvńım oktantu a R > 0,

h)

∫
C

(x+ y) ds ; C je čtvrtina kružnice x2 + y2 + z2 = R2, y = x

v prvńım oktantu,

i)

∫
C

(x+ y) dx ; C je úsečka od bodu [a, 0] k bodu [0, b],

j)

∫
C

(x2 − y2) dx ; C je úsek paraboly y = x2 od bodu [0, 0] k bodu [2, 4],

k)

∫
C

[−x cos y dx+ y sin x dy ] ; C je úsečka, p.b. C = [0, 0], k.b. C = [π, 2π],

l)

∫
C

(y,−x) · ds ; C je kladně orientovaná elipsa x2/a2 + y2/b2 = 1,

m)

∫
C

y2 dx− x2 dy

x2 + y2
; C je úsek kružnice x2 + y2 = a2 (a > 0) v prvńım a ve

druhém kvadrantu, od bodu [a, 0] k bodu [−a, 0],

n)

∫
C

(2a− y,−a+ y) · ds ; C : x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), t ∈ 〈0, 2π 〉;
C je orientovaná od bodu [2πa, 0] k bodu [0, 0],

o)

∫
C

[ y2 dx+ z2 dy + x2 dz ] ; C je pr̊unik kulové plochy x2 + y2 + z2 = R2

s válcovou plochou x2 + y2 = Rx, (R > 0), z ≥ 0,

C je orientovaná kladně při pohledu z počátku,

p)

∫
C

[ 2xy i− x2j ] · ds ; C je sjednoceńı úseček od bodu [0, 0] k bodu [2, 0]

a od bodu [2, 0] k bodu [2, 1],

q)

∫
C

[ yz i + z
√
R2 − y2 j + xy k ] · ds ; C: x = R cos t, y = R sin t,

z = at/(2π), (a > 0), C je orientovaná od pr̊uniku

s rovinou z = 0 k pr̊uniku s rovinou z = a,

r)

∫
C

(1− x2)y dx+ x(1 + y2) dy ; C je hranice čtverce 〈0, 2〉 × 〈0, 2〉,
orientovaná kladně,

s)

∫
C

(xy + x+ y) dx+ (xy + x− y) dy ; C je elipsa 9x2 + 36x+ 4y2 = 0,

orientovaná záporně,

t)

∫
C

(x+ y) dx− 2x dy ; C je hranice trojúhelńıku se stranami na př́ımkách

x = 0, y = 0, x+ y = 5, orientovaná záporně,
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u)

∫
C

(dx/y − dy/x) ; C je hranice trojúhelńıku s vrcholy [1, 1], [2, 1] a [2, 2],

orientovaná kladně,

v)

∫
C

[2(x2 + y2) i + (x+ y)2 j] ds ; C je hranice trojúhelńıku s vrcholy [1, 1],

[2, 2], [1, 3], orientovaná kladně.

4. Vypoč́ıtejte práci śıly f , p̊usob́ıćı po křivce C. (Viz odstavec III.4.3.)

a) f = (x− y, x), C je hranice čtverce s vrcholy [−2,−2], [1,−2], [1, 1], [−2, 1],
orientovaná ve směru hodinových ručiček,

b) f = (x+ y, 2x), C je kružnice x2 + y2 = 4, orientovaná kladně,

c) f = (y, 2), C je uzavřená křivka, skládaj́ıćı se z poloos a čtvrtiny elipsy
x = 2 cos t, y = sin t, t ∈ 〈0, 2π 〉 v prvńım kvadrantu, orientovaná kladně.

5. C1 je úsečka od bodu [0, 0] k bodu [1, 1], C2 je úsek paraboly y = x2 od bodu [0, 0]
k bodu [1, 1], I1 =

∫
C1

(x+ y)2 dx− (x− y)2 dy, I2 =
∫
C2

(x+ y)2 dx− (x− y)2 dy.
Užit́ım Greenovy věty vypoč́ıtejte rozd́ıl I1 − I2.

6. Užit́ım křivkového integrálu vypoč́ıtejte obsah vnitřku uzavřené křivky, která se
skládá z oblouku cykloidy x = a(t− sin t), y = a(1−cos t), t ∈ 〈0, 2π 〉 a z úsečky
spojuj́ıćı body [0, 0] a [2πa, 0]. (Viz odstavec III.5.7.)

7. Užit́ım křivkového integrálu odvod’te vzorec pro obsah vnitřku elipsy x2/a2 +
y2/b2 = 1. (Viz odstavec III.5.7.)

8. Užit́ım křivkového integrálu vypoč́ıtejte obsah vnitřku uzavřené křivky, jej́ıž rovnice
v polárńıch souřadnićıch je r = a(1 − cos ϕ) kde a > 0 (tzv. “kardioida”). (Viz
odstavec III.5.7.)

9. Užit́ım křivkového integrálu vypoč́ıtejte obsah vnitřku tzv. asteroidy, jej́ıž rovnice
je x2/3 + y2/3 = a2/3 (a > 0). (Můžete použ́ıt parametrické rovnice x = a cos3 t,
y = a sin3 t, t ∈ 〈0, 2π 〉.) (Viz odstavec III.5.7.)

10. Vypoč́ıtejte cirkulaci vektorového pole f po uzavřené křivce C. Pokud je to
možné, použijte Greenovu větu. (Viz odstavce III.4.11 a III.5.4.)

a) f(x, y) =
(
ex sin y− y2, ex cos y−1

)
, C = C1∪C2, C1 =

{
[x, y] ∈ E2; x2 +

y2 + 2x = 0, y ≤ 0
}

, C2 =
{

[x, y] ∈ E2; −1 ≤ x ≤ 0, y = 0
}

, C je
orientována kladně,

b) f(x, y) = (x + y) i + (y − x) j, C =
{

[x, y] ∈ E2; x2/a2 + y2/b2 = 1
}

, C je
orientovaná záporně,

c) f(x, y) = (x2, y2), C je hranice trojúhelńıku s vrcholy A = [1, 1], B = [2, 1],
D = [2, 3], orientovaná kladně.
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IV. Plošné integrály

IV.1. Jednoduché plochy.

V E3 existuje velké množstv́ı útvar̊u, které lze nazývat plochami. Neńı snadné
z nich vybrat plochy, které lze přiměřeně srozumitelně popsat, které vyhovuj́ı potřebám
technických aplikaćı a na kterých je možné vybudovat přiměřeně srozumitelnou teorii
plošných integrál̊u. V tomto textu se omeźıme na dva typy ploch: tzv. “jednoduchou
hladkou plochu” a “jednoduchou po částech hladkou plochu”.

IV.1.1. Jednoduchá hladká plocha – motivace a označeńı. V pozad́ı definice
jednoduché plochy je tato představa: B je podmnožina E2, omezená uzavřenou křivkou
Γ. B vystřihnete z roviny E2 a přemı́st́ıte někam do E3. Jsou povolené elastické defor-
mace, nesměj́ı však narušovat hladkost. To znamená, že vystřižený útvar můžete naṕınat,
stlačovat a ohýbat v r̊uzných směrech, nesmı́te jej však roztrhnout ani spojit dva r̊uzné
body dohromady. Výsledkem je jednoduchá hladká plocha v E3.

Tuto představu je možné matematicky modelovat. Popsaný postup přemı́st́ı každý
bod [u, v] ∈ B na mı́sto o poloze P (u, v) =

[
φ(u, v), ψ(u, v), ϑ(u, v)

]
v E3. P je tud́ıž zo-

brazeńım B do E3. Požadavek, aby deformace B byla elastická a neporušovala hladkost,
vede k podmı́nce, že P je spojité zobrazeńı a má spojité parciálńı derivace v dostatečně
velké podmnožině B. Požadavek, že dva r̊uzné body, nacházej́ıćı se p̊uvodně v B,
nemohou být slepeny dohromady, vede k podmı́nce, že zobrazeńı P je prosté v B.
Výsledná jednoduchá hladká plocha je obor hodnot zobrazeńı P , kterému budeme ř́ıkat
“parametrizace” jednoduché hladké plochy. Funkce

x = φ(u, v), y = ψ(u, v), z = ϑ(u, v)

nazýváme souřadnicové funkce zobrazeńı P . Parciálńı derivace P podle proměnných u,
v budeme označovat Pu, Pv a budeme je považovat za vektory. Můžeme tud́ıž psát:

Pu(u, v) =

(
∂φ(u, v)

∂u
,
∂ψ(u, v)

∂u
,
∂ϑ(u, v)

∂u

)
nebo krátce Pu =

(
∂φ

∂u
,
∂ψ

∂u
,
∂ϑ

∂u

)
,

Pv(u, v) =

(
∂φ(u, v)

∂v
,
∂ψ(u, v)

∂v
,
∂ϑ(u, v)

∂v

)
nebo krátce Pv =

(
∂φ

∂v
,
∂ψ

∂v
,
∂ϑ

∂v

)
.

Zobrazeńı P považujeme za spojité, jestliže všechny jeho souřadnicové funkce jsou
spojité. Podobně, o zobrazeńı P ř́ıkáme, že má spojité parciálńı derivace, maj́ı-li všechny
souřadnicové funkce spojité parciálńı derivace.

Nehroźı-li záměna se značeńım souřadných os, můžeme mı́sto φ(u, v), ψ(u, v), ϑ(u, v)
souřadnicové funkce zobrazeńı P značit i x(u, v), y(u, v), z(u, v).

Vektorový součin vektor̊u Pu a Pv označujeme Pu × Pv. Připomı́náme, že

Pu × Pv =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i, j, k

∂φ

∂u
,
∂ψ

∂u
,
∂ϑ

∂u
∂φ

∂v
,
∂ψ

∂v
,
∂ϑ

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
∂ψ

∂u

∂ϑ

∂v
− ∂ϑ

∂u

∂ψ

∂v
,
∂ϑ

∂u

∂φ

∂v
− ∂φ

∂u

∂ϑ

∂v
,

∂φ

∂u

∂ψ

∂v
− ∂ψ

∂u

∂φ

∂v

)
.
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IV.1.2. Jednoduchá hladká plocha – definice. Necht’ Γ je uzavřená jednoduchá
p.č. hladká křivka v E2 a B = Γ ∪ Int Γ. Necht’ P je spojité zobrazeńı B do E3.
Předpokládejme, že

a) P je prosté zobrazeńı na B,

b) P má spojité a omezené parciálńı derivace Pu a Pv v B − K, kde K je nejvýše
konečná množina bod̊u, nacházej́ıćıch se na hranici Γ množiny B,

c) Pu × Pv 6= 0 v B −K.

Množinu všech bod̊u P (u, v) pro [u, v] ∈ B (tj. obor hodnot zobrazeńı P ) pak nazýváme
jednoduchá hladká plocha v Ek. Zobrazeńı P nazýváme parametrizace.

Jednoduché hladké plochy budeme většinou značit řeckými ṕısmeny, např́ıklad σ,
σ1, σ2, κ, apod.

-
u

6v

B = Int Γ

Γ
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Obr. 20

Podobně jako jednoduchá hladká křivka, i každá jednoduchá hladká plocha má
nekonečně mnoho parametrizaćı. (Jednu konkrétńı plochu v E3 je zřejmě možné źıskat
při respektováńı daných pravidel nekonečně mnoha zp̊usoby, tj. vystřižeńım části E2,
přemı́stěńım, elastickou deformaćı atd.)

Jednoduchou p.č. hladkou křivku v E3, která je obrazem hranice Γ množiny B při
zobrazeńı P , nazýváme okraj jednoduché hladké plochy.

Definice jednoduché hladké plochy neńı př́ılǐs složitá. Za to však plat́ıme t́ım, že
některé “pěkné” hladké plochy tato definice “nepokryje”, tj. tyto plochy nejsou jednodu-
chými hladkými plochami. Např́ıklad kulová plocha x2 + y2 + z2 = R2 nebo válcová
plocha x2 + y2 = R2, 0 ≤ z ≤ h nejsou jednoduché hladké plochy. Pokusy mod-
ifikovat uvedenou definici tak, aby např́ıklad zahrnovala i kulovou plochu, vedou na
jiných mı́stech k takovému nár̊ustu komplikaćı, že se nevyplat́ı. To je d̊usledek toho,
že tř́ırozměrný Euklid̊uv prostor E3 umožňuje velkou rozmanitost množin a útvar̊u a
jakmile někde definici “uvolńıme” tak, aby zahrnula i kulovou plochu, mezi jednoduché
hladké plochy okamžitě proniknou i r̊uzné podivné a komplikované objekty, které na
jiných mı́stech do teorie vnesou zmatek nebo ji nesmı́rně zt́ıž́ı. Nicméně, brzy uvid́ıte, že
kulovou i omezenou válcovou plochu bude možné považovat za jednoduché p.č. hladké
plochy a tyto plochy budou tud́ıž patřit do okruhu ploch, jimiž se budeme zabývat a na
kterých budeme integrovat.

IV.1.3. Orientace jednoduché hladké plochy. Normálový vektor. Předpokládej-
me, že P je parametrizace jednoduché hladké plochy σ, definovaná v množině B ⊂ E2.
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Označme X = P (u, v) pro [u, v] ∈ B − K (viz definici IV.1.2). Vektory Pu(u, v) a
Pv(u, v) jsou v bodě X tečné k ploše σ a d́ıky podmı́nce c) z definice IV.1.2 jsou lineárně
nezávislé. Jejich vektorový součin je kolmý k oběma z nich, tud́ıž je také kolmý k ploše
σ. Děĺıme-li vektorový součin jeho velikost́ı, źıskáme jednotkový vektor, který je v bodě
X kolmý k ploše σ.

Plochu σ můžeme orientovat tak, že na ploše definujeme normálový vektor n (tj. jed-
notkový vektor, kolmý k ploše σ, který udává orientaci plochy σ) bud’ rovnićı

(IV.1.1) n =
Pu(u, v)× Pv(u, v)

‖Pu(u, v)× Pv(u, v)‖
pro všechna [u, v] ∈ B −K,

nebo rovnićı

(IV.1.2) n = − Pu(u, v)× Pv(u, v)

‖Pu(u, v)× Pv(u, v)‖
pro všechna [u, v] ∈ B −K.

Je-li normálový vektor n dán rovnićı (IV.1.1), ř́ıkáme, že jednoduchá hladká plocha σ je
orientována souhlasně s parametrizaćı P . V opačném př́ıpadě, kdy vektor n je definován
rovnićı (IV.1.2), ř́ıkáme, že jednoduchá hladká plocha σ je orientována nesouhlasně
s parametrizaćı P .

Uvedený zp̊usob orientace plochy σ zaručuje, že normálový vektor n se při pohybu
po σ měńı spojitě. Nemůže se tedy stát, že n mı́̌ŕı v r̊uzných bodech na r̊uzné strany
plochy σ.

IV.1.4. Vztah mezi orientaćı
jednoduché hladké plochy a jej́ıho
okraje. Ř́ıkáme, že jednoduchá hladká
plocha σ je orientována souhlasně se
svým okrajem C, pokud při oběhu po
křivce C ve směru jej́ı orientace máme
tu stranu plochy σ, na kterou mı́̌ŕı
normálový vektor n, po levé ruce.
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Je patrné, že tato definice neńı logicky korektńı. Důvody jsou stejné, jako u definice
III.5.3. Nicméně, definice je názorná a na naš́ı úrovni nemůže vést k nedorozuměńı.

IV.1.5. Př́ıklad. σ je část kuželové plochy z =
√
x2 + y2, odpov́ıdaj́ıćı x ≥ 0 a

x2 + y2 ≤ 4. Je orientovaná směrem “vzh̊uru”, tj. třet́ı souřadnice normálového vek-
toru je kladná. Ukažme, že σ je jednoduchá hladká plocha, najděme jej́ı parametrizaci,
rozhodněme zda σ je orientovaná souhlasně se zvolenou parametrizaćı a definujme ori-
entaci okraje σ tak, aby orientace okraje i plochy σ byla souhlasná.

Ř e š e n ı́ : K parametrizaci σ použijeme rovnici z =
√
x2 + y2: Polož́ıme

P : x = φ(u, v) = u, y = ψ(u, v) = v, z = ϑ(u, v) =
√
u2 + v2

pro [u, v] ∈ B, přičemž množinu B definujeme podmı́nkami u ≥ 0 a u2 + v2 ≤ 4:

B = {[u, v] ∈ E2; u ≥ 0, u2 + v2 ≤ 4}.

Lze ověřit, že zobrazeńı P má všechny vlastnosti, požadované v definici IV.1.2. (Při-
tom K = {[0, 0]}.) σ proto je jednoduchou hladkou plochou a P je jej́ı parametrizaćı.
Parciálńı derivace Pu a Pv maj́ı tvar:
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Pu(u, v) =

(
1, 0,

u√
u2 + v2

)
, Pv(u, v) =

(
0, 1,

v√
u2 + v2

)
a jejich vektorový součin je

Pu × Pv =

(
− u√

u2 + v2
, − v√

u2 + v2
, 1

)
.

Snadno se můžete přesvědčit o tom, že vektor Pu×Pv má délku
√

2. Vektor (Pu×Pv)/
√

2
je tud́ıž jednotkový a kolmý k σ. Jeho třet́ı souřadnice je kladná, proto je tento vektor
totožný s normálovým vektorem n. Jednoduchá hladká plocha σ je tud́ıž orientovaná
souhlasně s parametrizaćı P .

Orientace okraje plochy σ, kterým je uzavřená křivka C, souhlasná s orientaćı plochy
σ, je naznačena na obr. 22. Např́ıklad, jednotkovým tečným vektorem k C v bodě
X = [2, 0, 2] je ττττ = (0, 1, 0).
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IV.1.6. Jednoduchá po částech hladká plocha, složená ze dvou jednoduchých
hladkých ploch. Předpokládejme, že σ1 a σ2 jsou dvě jednoduché hladké plochy, které
jsou bud’ obě orientované souhlasně se svými okraji C1 a C2 nebo jsou obě orientovány
nesouhlasně se svými okraji. Předpokládejme, že

σ1

C1
σ2

C2

@@I
@@R

-

�

B
BN

��1

��)

JJ]

Obr. 23

a) σ1 ∩ σ2 = C1 ∩ C2 a tento pr̊unik vytvář́ı jednu nebo v́ıce jednoduchých hladkých
křivek,
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b) orientace křivek C1 a C2 je ve všech jejich společných bodech (tj. na C1 ∩ C2)
opačná.

Sjednoceńı σ = σ1 ∪ σ2 pak nazýváme jednoduchou po částech hladkou plochou v E3,
složenou se ze dvou jednoduchých hladkých ploch σ1 a σ2.

Orientace plochy σ je definována orientaćı jej́ıch část́ı σ1 a σ2.

Okrajem plochy σ je uzávěr množiny (C1∪C2)− (C1∩C2). (Viz obr. 23.) Může být
bud’ prázdný, nebo může být uzavřenou jednoduchou p.č. hladkou křivkou nebo může
být tvořen v́ıce (konečným počtem) uzavřenými jednoduchými p.č. hladkými křivkami.

Pojem “souhlasné (nebo nesouhlasné) orientace plochy a jej́ıho okraje”, definovaný
v odstavci IV.1.4 pro jednoduchou hladkou plochu, lze přirozeným zp̊usobem rozš́ı̌rit i
na jednoduché p.č. hladké plochy.

IV.1.7. Jednoduchá po částech hladká plocha, složená z v́ıce jednoduchých
hladkých ploch. Předpokládejme, že σ1 a σ2 jsou jednoduché hladké plochy z předchá-
zej́ıćıho odstavce IV.1.6. Pokud postupně k jejich sjednoceńı připoj́ıme, při respektováńı
stejných pravidel, daľśı jednoduché hladké plochy σ3, σ4, . . . , σn, źıskáme jednoduchou
hladkou plochu, složenou z n jednoduchých hladkých ploch σ1, σ2, . . . , σn. (Viz obr. 24.)

Název jednoduché hladké plochy budeme většinou zkracovat na “jednoduchá p.č.
hladká plocha”. Pokud použijeme v daľśım textu termı́n “plocha” bez jakéhokoliv ad-
jektiva, budeme mı́t vždy na mysli jednoduchou p.č. hladkou plochu.

Plochu, která se lǐśı od σ pouze svoj́ı orientaćı, budeme označovat −σ.
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XXz
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Obr. 24

IV.1.8. Uzavřená jednoduchá p.č. hladká plocha. Jednoduchou p.č. hladkou
plochu, jej́ımž okrajem je prázdná množina, nazýváme uzavřenou.

IV.1.9. Př́ıklad. Válcová plocha, složená ze dvou jednoduchých hladkých ploch σ1 :
x2 + y2 = 1, y ≥ 0, 0 ≤ z ≤ 1 a σ2 : x2 + y2 = 1; y ≤ 0, 0 ≤ z ≤ 1 je jednoduchá
p.č. hladká plocha. (Viz obr. 25.)

IV.1.10. Př́ıklad. Kuželová plocha, složená ze dvou jednoduchých hladkých ploch
σ1 : x2 + y2 = z2, y ≥ 0, 0 ≤ z ≤ 1 a σ2 : x2 + y2 = z2; y ≤ 0, 0 ≤ z ≤ 1 je jednoduchá
p.č. hladká plocha. (Viz obr. 26.)

97



6

��
�
��
��
��
�
��
�
��
�*

x

Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
QQs

y

z

1

O

Obr. 25

σ2

σ1

6

��
��
��
�
��
�
��
��*

x

Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Qs

y

z

1

O

Obr. 26

σ2 σ1

�
�
�
�
��

@
@

@
@
@@

%
%
%
%
%

L
L
L
L
L
L

IV.1.11. Př́ıklad. Kulová plocha,
složená ze dvou jednoduchých hladkých
ploch σ1 : x2 + y2 + z2 = 4, z ≥ 0 a
σ2 : x2 + y2 + z2 = 4, z ≤ 0, je uzavřená
jednoduchá p.č. hladká plocha.

Daľśımi př́ıklady uzavřených
jednoduchých p.č. hladkých ploch
jsou povrch krychle, povrch čtyřstěnu
atd.
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IV.2. Plošný integrál skalárńı funkce.
(Plošný integrál 1. druhu.)

IV.2.1. Fyzikálńı motivace. Představme si, že ohnutý kovový plát má tvar jednodu-
ché hladké plochy σ v E3 a jeho plošná hustota (tj. hmotnost vztažená k jednotce obsahu
plochy) je ρ, což je obecně funkce tř́ı proměnných x, y a z. Chceme vypoč́ıtat celkovou
hmotnost kovového plátu.

Předpokládejme, že P je parametrizace plochy σ, definovaná na množině B ⊂ E2.
Představme si, žeB rozděĺıme na nekonečně mnoho “nekonečně malých” obdélńık̊u tvaru
〈u, u + du〉 × 〈v, v + dv 〉. P zobrazuje každý z těchto obdélńık̊u na “nekonečně malý”
rovnoběžńık na ploše σ s vrcholy A1 = P (u, v), A2 = P (u+du, v)=̇P (u, v)+Pu(u, v)·du,
A3 = P (u+du, v+dv)=̇P (u, v)+Pu(u, v)·du+Pv(u, v)·dv a A4 = P (u, v+dv)=̇P (u, v)+
Pv(u, v)·dv. (Viz obr. 28.) Jeho obsah je dp = ‖A2−A1‖·‖A4−A1‖·sin α = ‖(A2−A1)×
(A4−A1)‖. Dosazeńım za body A1, A2, A4 obdrž́ıme: dp = ‖Pu(u, v)×Pv(u, v)‖ du dv.
Hmotnost rovnoběžńıku A1A2A3A4 tud́ıž je dm = ρ(A1) · dp = ρ(P (u, v)) ‖Pu(u, v) ×
Pv(u, v)‖ du dv. Celkovou hmotnost kovového plátu źıskáme jako součet př́ıspěvk̊u dm
přes celou plochu σ:

m =

∫∫
σ

dm =

∫∫
B

ρ(P (u, v)) ‖Pu(u, v)× Pv(u, v)‖ du dv.
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IV.2.2. Plošný integrál skalárńı funkce na jednoduché hladké ploše. Necht’ σ je
jednoduchá hladká plocha v E3 a P je jej́ı parametrizace, definovaná na množině B ⊂ E2.
Necht’ f je funkce, která je definovaná a omezená na ploše σ. Existuje-li dvojný integrál∫∫

B
f(P (u, v)) ‖Pu(u, v) × Pv(u, v)‖ du dv, pak o funkci f ř́ıkáme, že je integrovatelná

na ploše σ. Plošný integrál funkce f na ploše σ pak označujeme
∫∫

σ
f dp a definujeme

jej rovnićı

(IV.2.1)

∫∫
σ

f dp =

∫∫
B

f(P (u, v)) ‖Pu(u.v)× Pv(u, v)‖ du dv.

K výpočtu integrálu vpravo se vrát́ıme v odstavci IV.2.7 a výpočet budeme rovněž
ilustrovat na př́ıkladech v odstavćıch IV.2.8–IV.2.10.

Výroky “funkce f je integrovatelná na ploše σ” a “plošný integrál f na σ existuje”
maj́ı stejný význam.

V literatuře se v označeńı plošného integrálu též často objevuje dS nebo dσ mı́sto
dp. V tomto textu budeme použ́ıvat dp.

IV.2.3. Poznámka – nezávislost na volbě parametrizace. Integrovatelnost funkce
f na jednoduché hladké ploše σ a plošný integrál f na σ jsou definovány pomoćı
parametrizace P plochy σ. Jednoduchá hladká plocha σ však má nekonečně mnoho
r̊uzných parametrizaćı (viz odstavec IV.1.2). Lze však dokázat, že jak existence, tak hodnota plošné-
ho integrálu f na σ nezáviśı na volbě parametrizace plochy σ.

IV.2.4. Plošný integrál skalárńı funkce na jednoduché p.č. hladké ploše. Necht’

σ je jednoduchá p.č. hladká plocha v E3, která je složena z jednoduchých hladkých ploch
σ1, . . . , σn dle pravidel, popsaných v odstavćıch IV.1.5 a IV.1.6. Necht’ f je funkce,
která je omezená na ploše σ. Je-li f integrovatelná funkce na každé z ploch σ1, . . . , σn,
pak ř́ıkáme, že je integrovatelná na ploše σ. Plošný integrál funkce f na ploše σ pak
definujeme rovnićı

(IV.2.2)

∫∫
σ

f dp =
n∑
i=1

∫∫
σi

f dp.

(Plošné integrály na pravé straně jsou plošnými integrály na jednoduchých hladkých
plochách, které jsou již známé z definice IV.2.2.)
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Mı́sto “plošný integrál skalárńı funkce” často použ́ıváme název plošný integrál
1. druhu.

Chceme-li zd̊uraznit, na kterých proměnných záviśı funkce f , můžeme mı́sto
∫∫
σ
f dp

psát
∫
σ
f(x, y, z) dp.

IV.2.5. Obsah plochy. Je-li σ jednoduchá p.č. hladká plocha, pak č́ıslo, které je
hodnotou integrálu

∫∫
σ
dp, nazýváme obsahem plochy σ.

V př́ıpadě, kdy σ je jednoduchá hladká plocha a P je jej́ı parametrizace definovaná
v množině B ⊂ E2, je obsah plochy σ roven

(IV.2.3) p(σ) =

∫∫
σ

dp =

∫∫
B

‖Pu(u, v)× Pv(u, v)‖ du dv.

IV.2.6. Některé d̊uležité vlastnosti plošného integrálu skalárńı funkce. Plošný
integrál skalárńı funkce je definován pomoćı dvojného integrálu. Jeho základńı vlastnosti
lze tud́ıž odvodit z vlastnost́ı dvojného integrálu. Zmiňme se o některých z nich:

a) Postačuj́ıćı podmı́nka pro existenci plošného integrálu skalárńı funkce.
Je-li f spojitá funkce na ploše σ, pak je na σ integrovatelná (tj. plošný integrál∫∫

σ
f dp existuje).

b) Linearita plošného integrálu. Jsou-li funkce f a g integrovatelné na ploše σ a
α ∈ R, pak funkce f + g a αf jsou také integrovatelné na σ a∫∫

σ

(f + g) dp =

∫∫
σ

f dp +

∫∫
σ

g dp,∫∫
σ

α · f dp = α ·
∫∫

σ

f dp.

c) Je-li f integrovatelná funkce na ploše σ a omezená funkce g se lǐśı od f na σ nejvýše
v konečně mnoha bodech nebo křivkách, pak g je také integrovatelná funkce na σ
a ∫∫

σ

g dp =

∫∫
σ

f dp.

d) Je-li funkce f integrovatelná na ploše σ, pak je také integrovatelná na −σ a∫∫
−σ
f dp =

∫∫
σ

f dp.

Tvrzeńı a) lze zobecnit: Je-li σ jednoduchá p.č. hladká plocha a funkce f je spojitá
na každé z hladkých část́ı plochy σ, pak f je integrovatelná na σ.

Tvrzeńı d) ukazuje, že existence ani hodnota plošného integrálu skalárńı funkce
nezáviśı na orientaci plochy.

IV.2.7. Výpočet plošného integrálu skalárńı funkce. Plošný integrál funkce f na
jednoduché hladké ploše σ můžeme vypoč́ıtat užit́ım parametrizace P = [φ, ψ, ϑ] plochy
σ a formule (IV.2.1). Do funkce f za proměnné x, y, z dosad́ıme

(IV.2.4) x = φ(u, v), y = ψ(u, v), z = ϑ(u, v),

za dp dosad́ıme

(IV.2.5) dp = ‖Pu(u, v)× Pv(u, v)‖ du dv
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a integrujeme podle u a v na množině B ⊂ E2, na které je parametrizace P definovaná.

Plošný integrál funkce f na jednoduché p.č. hladké ploše, složené z jednoduchých
hladkých ploch σ1, . . . , σn, vypoč́ıtáme tak, že nejprve vypoč́ıtáme integrály na plochách
σ1 . . . , σn a výsledky pak sečteme. (Viz vzorec (IV.2.2).)

IV.2.8. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme plošný integrál funkce f(x, y, z) = x+2y na jednoduché
hladké ploše σ : x+ y + z = 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0.

Ř e š e n ı́ : Plochu σ můžeme parametrizovat zobrazeńım

P (u, v) : x = u, y = v, z = 1− u− v ; [u, v] ∈ B,

kde B = {[u, v] ∈ E2; 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1 − u}. (Ověřte sami, že zobrazeńı P
je opravdu parametrizaćı, tj. že má vlastnosti, požadované v odstavci IV.1.2.) Snadno
vypoč́ıtáme, že Pu = (1, 0, −1), Pv = (0, 1, −1), Pu×Pv = (1, 1, 1) a ‖Pu×Pv‖ =

√
3.

Užit́ım vzorce (IV.2.1) dostáváme:∫∫
σ

(x+ 2y) dp =

∫∫
B

(u+ 2v)
√

3 du dv =
√

3

∫ 1

0

∫ 1−u

0

(u+ 2v) dv du

=
√

3

∫ 1

0

(1− u) du =
√

3/2.

IV.2.9. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme plošný integrál funkce g(x, y, z) = xyz na ploše σ,
která je povrchem krychle 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉.

Ř e š e n ı́ : Povrch uvedené krychle se skládá ze šesti čtverc̊u. Tři z nich lež́ı v rovinách
xy, xz a yz, tud́ıž je na nich xyz = 0 a plošný integrál funkce g na nich je nulový.
Označme zbývaj́ıćı čtverce σ1, σ2 a σ3:

σ1 : x = 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1,

σ2 : y = 1, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1,

σ3 : z = 1, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1.

Přirozená parametrizace jednoduché hladké plochy σ1 je:

P (u, v) : x = 1, y = u, z = v ; [u, v] ∈ B = 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉.

Odtud je patrné, že Pu = (0, 1, 0), Pv = (0, 0, 1), Pu×Pv = (1, 0, 0) a ‖Pu×Pv‖ = 1.
Užit́ım formule (IV.2.1) dostáváme:∫∫

σ1

xyz dp =

∫ 1

0

∫ 1

0

uv du dv =
1

4
.

Stejným zp̊usobem můžeme vypoč́ıtat, že integrály na plochách σ2 a σ3 jsou také rovny
1
4
. (Plyne to i ze symetríı integrované funkce a ploch σ1, σ2 a σ3.) Proto plat́ı:∫∫

σ

xyz dp =

∫∫
σ1

xyz dp +

∫∫
σ2

xyz dp +

∫∫
σ3

xyz dp =
3

4
.

IV.2.10. Př́ıklad: výpočet plošného integrálu na kulové ploše. Ačkoliv kulová
plocha σR : x2 + y2 + z2 = R2 neńı jednoduchou hladkou plochou, existuje zobrazeńı
P uzavřené množiny B ⊂ E2 na plochu σR, které má všechny vlastnosti parametrizace
(vyjmenované v odstavci IV.1.2) s jednou výjimkou: neńı prosté na celé množině B.
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Toto zobrazeńı vycháźı z popisu plochy ve sférických souřadnićıch, parametry jsou úhly
ϕ a ϑ (které však nyńı označujeme u a v) a je definované rovnicemi:

x = φ(u, v) = R cos u cos v,

y = ψ(u, v) = R sin u cos v,

z = ϑ(u, v) = R sin v

pro [u, v] ∈ B = 〈0, 2π 〉 × 〈 − π/2, π/2〉. Zobrazeńı P neńı prosté vzhledem k chováńı
na hranici množiny B: např́ıklad r̊uzným bod̊um [u, v] = [u1, π/2] a [u, v] = [u2, π/2]
(pro u1 6= u2) na hranici B přǐrazuje stejný bod [x, y, z] = [0, 0, R] na ploše σR. Lze
ověřit, že uvnitř B zobrazeńı P prosté je. Hranice množiny B má dvourozměrnou mı́ru
nulovou a chováńı integrované funkce (pokud tato z̊ustává omezená) na podmnožině
B mı́ry nula hodnotu dvojného integrálu na B neovlivńı. Zobrazeńı P lze proto využ́ıt
k výpočtu plošného integrálu na kulové ploše σR stejně, jako kdyby P bylo opravdovou
parametrizaćı. (Často o zobrazeńı P skutečně hovoř́ıme, ne zcela přesně, jako o paramet-
rizaci plochy σR.)

Je-li např́ıklad f(x, y, z) = x2 + y2, pak užit́ım vzorce (IV.2.1), dostáváme∫∫
σR

f(x, y, z) dp =

∫∫
B

R2 cos2 v ‖Pu(u, v)× Pv(u, v)‖ du dv.

Vektory Pu, Pv, Pu × Pv a č́ıslo ‖Pu × Pv‖ jsou:

Pu(u, v) =
(
−R sin u cos v, R cos u cos v, 0

)
,

Pv(u, v) =
(
−R cos u sin v, −R sin u sin v, R cos v

)
,

Pu(u, v)× Pv(u, v) =
(
R2 cos u cos2 v, R2 sin u cos2 v, R2 sin v cos v

)
,

‖Pu(u, v)× Pv(u, v)‖ = R2 cos v.

Dosazeńım do výše uvedeného integrálu a rozkladem dvojného integrálu na dvojnásobný
integrál pomoćı Fubiniho věty II.3.2 obdrž́ıme:∫∫

B

R2 cos2 v ‖Pu(u, v)× Pv(u, v)‖ du dv =

∫ 2π

0

(∫ π/2

−π/2
R4 cos3 v dv

)
du = 8

3
π R4.

IV.2.11. Poznámka k výpočtu plošného integrálu pomoćı parametrizace. Pos-
tup, vysvětlený v př́ıkladu IV.2.10, může být použit i při výpočtu plošných integrál̊u
na jiných jednoduchých p.č. hladkých plochách, jako jsou např́ıklad elipsoid, omezená
kuželová plocha, omezená válcová plocha, apod. To znamená, že při výpočtu můžeme
coby parametrizaci použ́ıt zobrazeńı, jehož prostota je porušena pouze na množině mı́ry
nula ve svém definičńım oboru (obvykle na hranici).

Je-li např́ıklad σ omezená kuželová plocha x2 + y2 = z2, z ∈ 〈0, 2〉, pak zobrazeńı

P : x = φ(u, v) = u cos v, y = ψ(u, v) = u sin v, z = ϑ(u, v) = u

(definované pro u ∈ 〈0, 2〉, v ∈ 〈0, 2π 〉) má všechny požadované vlastnosti parametri-
zace plochy σ (viz odstavec IV.1.2) s tou výjimkou, že je prosté pouze uvnitř svého
definičńıho oboru, tj. v otevřeném obdélńıku (0, 2π)× (0, 2) a nikoliv v 〈0, 2π 〉 × 〈0, 2〉.
(Např́ıklad dvěma r̊uzným bod̊um [u, v] = [u, 0] a [u, v] = [u, 2π] (pro u ∈ 〈0, 2〉) přǐrad́ı
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P tentýž bod [x, y, z] = [u, 0, u] ∈ σ.) Nicméně, zobrazeńı P lze při výpočtu plošného
integrálu na σ použ́ıt stejně, jako kdyby P bylo skutečnou parametrizaćı σ.

IV.3. Některé fyzikálńı aplikace plošného integrálu skalárńı funkce.

Předpokládejme, že na ploše σ v E3 je rozložena hmota s plošnou hustotou ρ(x, y, z)
(udanou v kg m−2). Plošným integrálem můžeme definovat a vypoč́ıtat některé základńı
mechanické charakteristiky plochy σ:

celková hmotnost . . m =

∫∫
σ

ρ(x, y, z) dp [kg],

statický moment

vzhledem k rovině xy . mxy =

∫∫
σ

z · ρ(x, y, z) dp [kg ·m],

vzhledem k rovině xz . mxz =

∫∫
σ

y · ρ(x, y, z) dp [kg ·m],

vzhledem k rovině yz . myz =

∫∫
σ

x · ρ(x, y, z) dp [kg ·m],

souřadnice těžǐstě . . xT =
myz

m
, yT =

mxz

m
, zT =

mxy

m
[m],

moment setrvačnosti

vzhledem k rovině xy . Jxy =

∫∫
σ

z2 · ρ(x, y, z) dp [kg ·m2],

vzhledem k rovině xz . Jxz =

∫∫
σ

y2 · ρ(x, y, z) dp [kg ·m2],

vzhledem k rovině yz . Jyz =

∫∫
σ

x2 · ρ(x, y, z) dp [kg ·m2],

vzhledem k ose x . . . . . Jx =

∫∫
σ

(y2 + z2) · ρ(x, y, z) dp [kg ·m2],

vzhledem k ose y . . . . . Jy =

∫∫
σ

(x2 + z2) · ρ(x, y, z) dp [kg ·m2],

vzhledem k ose z . . . . . Jz =

∫∫
σ

(x2 + y2) · ρ(x, y, z) dp [kg ·m2],

vzhledem k počátku . . J0 =

∫∫
σ

(x2 + y2 + z2) · ρ(x, y, z) dp [kg ·m2].

Navrhněte sami vzorec, j́ımž by bylo možné definovat a vypoč́ıtat moment setrvačnosti
vzhledem k libovolné př́ımce nebo rovině v E3.
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IV.4. Plošný integrál vektorové funkce.
(Plošný integrál 2. druhu.)

IV.4.1. Fyzikálńı motivace. Představte si, že σ je plocha v proudovém poli nestlači-
telné tekutiny a přejeme si vyjádřit a vypoč́ıtat tok tekutiny plochou σ. Tokem rozumı́me
objem tekutiny, která proteče plochou zvoleným směrem za jednotku času. Předpoklá-
dejme, že prouděńı je stacionárńı, rychlost tekutiny je v(x, y, z) a n(x, y, z) je normálový
vektor na ploše σ v bodě [x, y, z]. (Připomı́náme, že normálovým vektorem rozumı́me
jednotkový vektor, kolmý k ploše σ, ukazuj́ıćı směr orientace plochy.) Tok tekutiny
“nekonečně malou” část́ı plochy σ, která se nacháźı v bodě [x, y, z] a jej́ıž obsah je
dp je ‖v(x, y, z)‖ cos α dp = v(x, y, z) · n(x, y, z) dp, kde α je úhel mezi vektorem
rychlosti v a normálovým vektorem n v bodě [x, y, z]. Tok tekutiny celou plochou σ pak
je
∫∫

σ
v(x, y, z) · n(x, y, z) dp.

Stejnou úvahu můžeme použ́ıt, chceme-li vyjádřit např́ıklad tok magnetického pole
zvolenou plochou.

IV.4.2. Plošný integrál vektorové funkce. Necht’ σ je jednoduchá p.č. hladká
plocha v E3 a f je vektorová funkce, která je definovaná a omezená na ploše σ. Ř́ıkáme, že
vektorová funkce f je integrovatelná na ploše σ, je-li skalárńı funkce f ·n integrovatelná na
σ (ve smyslu, vysvětleném v odstavćıch IV.2.2 a IV.2.4). Integrál

∫∫
σ

f ·n dp nazýváme
plošný integrál vektorové funkce f na ploše σ a označujeme jej kratš́ım zp̊usobem∫∫

σ
f · dp.

Plošný integrál vektorové funkce (= vektorového pole) f vyjadřuje tok vektoro-
vého pole f uvažovanou plochou. Tento integrál se často nazývá plošný integrál
2. druhu.

Z definice plošného integrálu vektorové funkce f je patrné, že tento integrál je vlastně
plošným integrálem skalárńı funkce f · n, což je pr̊umět vektorové funkce f do směru
kolmého k ploše σ. Plošný integrál vektorové funkce lze tud́ıž vyjádřit formuĺı

(IV.4.1)

∫∫
σ

f · dp =

∫∫
σ

(f · n) dp.

IV.4.3. Poznámka. Normálový vektor n nemuśı existovat v těch bodech jednodu-
ché p.č. hladké plochy σ, ve kterých se stýkaj́ı jednotlivé hladké plochy, ze kterých je
p.č. hladká plocha σ složena. Takové body tvoř́ı nejvýše konečně mnoho jednoduchých
p.č. hladkých křivek a existence ani hodnota plošného integrálu na chováńı integrované
funkce (pokud tato je omezená) na konečně mnoha křivkách nezáviśı. (Srovnejte s poz-
námkami v odstavćıch II.2.2 a III.4.3.)

IV.4.4. Poznámka – r̊uzné zápisy plošného integrálu vektorové funkce. Plošný
integrál vektorové funkce lze značit a zapisovat r̊uznými zp̊usoby. Je nutné těmto zp̊uso-
b̊um rozumět a vždy umět rozpoznat, co který zápis přesně znamená. Jedńım zp̊usobem
zápisu je integrál na levé straně formule (IV.4.1). V tomto odstavci se seznámı́me
s daľśımi možnostmi zápisu plošného integrálu vektorové funkce.

Předpokládejme, že vektorová funkce f má souřadnicové funkce U , V a W . Pak
integrály ∫∫

σ

f · dp,

∫∫
σ

f · n dp,

∫∫
σ

(U, V,W ) · dp,

∫∫
σ

(U, V,W ) · n dp,
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∫∫
σ

(U i + V j +Wk) · dp,

∫∫
σ

(U i + V j +Wk) · n dp

maj́ı všechny stejný význam.

Daľśı označeńı, které se někdy objevuje v odborné literatuře, je založeno na vyjádřeńı
vektoru dp (formálně rovného n dp) ve tvaru

dp =
(
dy dz, dx dz, dx dy

)
= i dy dz + j dx dz + k dx dy.

Dosazeńım do integrálu
∫∫

σ
(U, V,W ) ·dp a výpočtem skalárńıho součinu (U, V,W ) ·dp

obdrž́ıme: ∫∫
σ

f · dp =

∫∫
σ

(U, V,W ) · dp =

∫∫
σ

U dy dz + V dx dz +W dxdy.

Nicméně, toto značeńı plošného integrálu vektorové funkce může poměrně snadno vést
k nedorozuměńı a proto je v tomto textu použ́ıvat nebudeme.

IV.4.5. Poznámka. Plošný integrál vektorové funkce f je definován pomoćı plošného
integrálu skalárńı funkce f ·n a proto základńı vlastnosti plošného integrálu vektorové
funkce a plošného integrálu skalárńı funkce jsou stejné. Body a), b) a c) odstavce IV.2.6
můžeme proto znovu zapsat se skalárńı funkćı f ·n a źıskáme platná tvrzeńı o plošném
integrálu vektorové funkce.

Mezi plošným integrálem skalárńı funkce a plošným integrálem vektorové funkce je
však jeden velký rozd́ıl: Plošný integrál vektorové funkce záviśı na orientaci
plochy. Přesněji řečeno:

IV.4.6. Věta. Je-li vektorová funkce f integrovatelná na ploše σ, pak je integrovatelná
i na ploše −σ a ∫∫

−σ
f · dp = −

∫
σ

f · dp.

Tato věta vyplývá z definice plošného integrálu vektorové funkce. Integrál∫∫
σ

f · dp je roven integrálu
∫∫

σ
f · n dp, kde n je normálový vektor. Tento vektor

ukazuje směr, kterým je plocha σ orientována. Změńıme-li orientaci plochy, normálový
vektor změńı své znaménko a to vede ke změně znaménka celého integrálu.

IV.4.7. Výpočet plošného integrálu vektorové funkce. Plošný integrál vek-
torové funkce f = (U, V,W ) na jednoduché hladké ploše σ můžeme vypoč́ıtat po-
moćı parametrizace plochy σ. Předpokládejme, že P je taková parametrizace, defi-
novaná na množině B ⊂ E2. Předpokládejme dále, že plocha σ je orientována souh-
lasně s parametrizaćı P . Normálový vektor v každém bodě P (u, v) plochy σ, který
odpov́ıdá [u, v] ∈ B − K (tedy až na některé body na okraji plochy σ), lze vyjádřit:
n = (Pu×Pv)/‖Pu×Pv‖. (Viz odstavec IV.1.3, formule (IV.1.1).) Užit́ım formuĺı (IV.4.1)
a (IV.2.1) obdrž́ıme:∫∫

σ

f · dp =

∫∫
σ

f · n dp

=

∫∫
B

f(P (u, v)) · Pu(u, v)× Pv(u, v)

‖Pu(u, v)× Pv(u, v)‖
‖Pu(u, v)× Pv(u, v)‖ du dv,

(IV.4.2)

∫∫
σ

f · dp =

∫∫
B

f(P (u, v)) ·
(
Pu(u, v)× Pv(u, v)

)
du dv.
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Neńı-li plocha σ orientovaná v souladu s parametrizaćı P , plat́ı vzorec (IV.4.2) se
znaménkem “−” před integrálem na pravé straně.

Použit́ı vzorce (IV.4.2) uvid́ıte na konkrétńım př́ıkladu v odstavci IV.5.8.

Je-li σ jednoduchá p.č. hladká plocha, která je složena z jednoduchých hladkých
ploch σ1, . . . , σn, pak plošný integrál vektorové funkce na σ můžeme vypoč́ıtat tak, že
nejprve vypoč́ıtáme integrály na jednoduchých hladkých plochách σ1 . . . , σn (např́ıklad
pomoćı parametrizaćı těchto hladkých ploch), a poté výsledky sečteme.

Při výpočtu plošného integrálu vektorové funkce na některých jednoduchých p.č.
hladkých plochách, jako jsou např́ıklad kulová plocha, elipsoid, omezená kuželová plocha,
omezená válcová plocha atd., můžeme též použ́ıt zobrazeńı, které má všechny vlast-
nosti parametrizace až na to, že neńı prosté na celém svém definičńım oboru B, ale
pouze uvnitř množiny B. (Viz odstavce IV.2.10 a IV.2.11, kde je tento postup vysvětlen
a použit při výpočtu plošného integrálu skalárńı funkce.) S takovým zobrazeńım lze
při výpočtu zacházet stejně jako se skutečnou parametrizaćı a integrál pak je možné
vypoč́ıtat pomoćı formule (IV.4.2).

Daľśı možnosti výpočtu plošného integrálu vektorové funkce nab́ıźı za určitých okol-
nost́ı Gaussova–Ostrogradského věta (je-li plocha σ uzavřená) a Stokesova věta. S těmito
větami se setkáte v kapitole IV.5.

IV.4.8. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme tok vektorového pole f(x, y, z) = yz j + z2 k plochou
σ, která je část́ı poloviny válcové plochy y2 + z2 = 4, z ≥ 0, odř́ıznutou rovinami
x = −1 a x = 1. Plocha σ je orientovaná normálovým vektorem n, který má v bodě
[0, 0, 2] tvar n = k.

Ř e š e n ı́ : Jednoduchou hladkou plochu σ můžeme parametrizovat zobrazeńım

P (u, v) : x = u, y = 2 cos v, z = 2 sin v ; [u, v] ∈ B = 〈−1, 1〉 × 〈0, π 〉.

(Ověřte sami, že P skutečně má všechny vlastnosti parametrizace, vyjmenované v od-
stavci IV.1.2.) Snadno zjist́ıme, že Pu = (1, 0, 0), Pv = (0, −2 sin v, 2 cos v) a
Pu × Pv = (0, −2 cos v, −2 sin v). Jednotkový vektor, kolmý k ploše σ v bodě [0, 0, 2]
(který odpov́ıdá u = 0 a v = π/2), vyjádřený pomoćı parametrizace P , je

Pu × Pv
‖Pu × Pv‖

∣∣∣∣
[u,v]=[0, π/2]

= (0, 0,−1) = −k.

Je patrné, že tento vektor je opačný k zadanému normálovému vektoru n v bodě [0, 0, 2].
Zadaná orientace plochy je tud́ıž opačná v̊uči zvolené parametrizaci P . To znamená, že
formuli (IV.4.2) muśıme použ́ıt se znaménkem “−” před integrálem na pravé straně:∫∫

σ

(yz j + z2 k) · dp = −
∫∫

B

[
4 sin v cos v j + 4 sin2 v k

]
· (Pu × Pv) du dv

= −
∫ 1

−1

∫ π

0

(
0, 4 sin v cos v, 4 sin2 v

)
·
(
0, −2 cos v, −2 sin v

)
dv du

= −
∫ 1

−1

∫ π

0

[
−8 sin v cos2 v − 8 sin3 v

]
dv du = 32.
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IV.5. Operátory divergence a rotace. Gaussova–Ostrogradského
věta a Stokesova věta.

IV.5.1. Operátor nabla. Symbolem ∇ označujeme vektorový operátor, nazývaný
operátor nabla, jehož souřadnicemi jsou postupně parciálńı derivace podle x, y a z:

∇ =

(
∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)
.

Operátor nabla se použ́ıvá k označeńı r̊uzných vektorových i skalárńıch poĺı. Z odstav-
ce I.5.3 v́ıme, že gradient skalárńıho pole ϕ v oblasti D ⊂ E3 je vektorové pole, jehož
souřadnicovými funkcemi jsou parciálńı derivace ϕ podle x, y a z. Pomoćı operátoru
nabla je možné gradient ϕ zapsat takto:

grad ϕ = ∇ϕ =

(
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
,
∂ϕ

∂z

)
.

IV.5.2. Divergence vektorového pole. Necht’ f = (U, V,W ) je vektorové pole
v oblasti D ⊂ E3. Divergenćı f nazýváme skalárńı pole, které označujeme div f a
které definujeme rovnićı

div f =
∂U

∂x
+
∂V

∂y
+
∂W

∂z

(ve všech bodech [x, y, z] ∈ D, ve kterých má pravá strana smysl). Pomoćı operátoru
nabla můžeme divergenci zapsat: div f = ∇ · f .

IV.5.3. Rotace vektorového pole. Necht’ f = (U, V,W ) je vektorové pole v oblasti
D ⊂ E3. Rotaćı f nazýváme vektorové pole, které označujeme rot f a které definujeme
rovnićı

rot f =

(
∂W

∂y
− ∂V

∂z
,
∂U

∂z
− ∂W

∂x
,
∂V

∂x
− ∂U

∂y

)
(ve všech bodech [x, y, z] ∈ D, ve kterých má pravá strana smysl). Pomoćı operátoru
nabla lze rotaci vyjádřit:

rot f = ∇× f =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i, j, k

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

U, V, W

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
(Determinant na pravé neńı determinantem přesně v tom smyslu, v jakém jej známe
z Matematiky I. Můžeme jej však chápat jako užitečné schéma, poskytuj́ıćı návod
k výpočtu rotace.)

IV.5.4. Poznámka. Vid́ıme, že gradient převád́ı skalárńı pole ve vektorové pole, di-
vergence naopak převád́ı vektorové pole ve skalárńı pole a rotace převád́ı vektorové pole
ve vektorové pole.

Gradient, divergence a rotace maj́ı význam v teoríıch r̊uzných typ̊u poĺı (rychlost-
ńı pole proud́ıćı tekutiny, teplotńı pole, gravitačńı pole, elektromagnetické pole atd.).
Jejich vlastnosti a vztahy mezi nimi jsou proto zaj́ımavé nejen z hlediska aplikované
matematiky samotné, ale i z hlediska mnoha daľśıch obor̊u. Jejich podrobné studium by
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přesáhlo rámec tohoto textu, přesto však zde ukážeme dva vzorce, o jejichž platnosti se
lze výpočtem snadno přesvědčit:

Je-li ϕ skalárńı pole a f vektorové pole v oblasti D ⊂ E3 a maj́ı-li obě pole v D
druhé parciálńı derivace, pak

(IV.5.1) rot grad ϕ = 0,

(IV.5.2) div rot f = 0.

V odstavci I.5.7 byl vysvětlen geometrický význam gradientu skalárńı funkce ϕ
v bodě [x, y, z]: gradφ(x, y, z) je vektor, který ukazuje směr největš́ıho r̊ustu hodnot
funkce φ v bodě [x, y, z]. S fyzikálńım významem operátor̊u divergence a rotace se
seznámı́me v odstavćıch IV.5.9 a IV.5.13.

Z odstavce III.5.1 znáte dvourozměrnou verzi Jordanovy věty. Následuj́ıćı odstavec
je věnován tř́ırozměrné verzi této věty. Věta opět tvrd́ı něco, co je na prvńı pohled jasné
a srozumitelné. Důkaz by však opět byl překvapivě dlouhý a složitý.

IV.5.5. Jordanova věta. Necht’ σ je uzavřená jednoduchá p.č. hladká plocha v E3.
Pak v E3 existuj́ı dvě disjunktńı oblasti G1 a G2, jejichž společnou hranićı je plocha σ
a dále plat́ı:

a) E3 = G1 ∪ σ ∪G2,

b) jedna z oblast́ı G1, G2 je omezená a druhá je neomezená.

IV.5.6. Vnitřek a vněǰsek uzavřené plochy. Necht’ σ je uzavřená jednoduchá
p.č. hladká plocha v E3 a G1, G2 jsou oblasti, jejichž existence vyplývá z Jordanovy
věty. Tu z oblast́ı G1, G2 která je omezená, nazýváme vnitřek plochy σ a označujeme ji
Intσ. Druhou oblast, která je neomezená, nazýváme vněǰsek plochy σ a označujeme ji
Extσ.

Ř́ıkáme, že uzavřená plocha σ je orientována směrem vně (do svého vněǰsku), jestliže
jej́ı normálový vektor mı́̌ŕı ve všech bodech plochy σ, ve kterých existuje, do vněǰsku σ.
V opačném př́ıpadě ř́ıkáme, že uzavřená plocha je orientována směrem do svého vnitřku.

Následuj́ıćı věta ukazuje, že tok vektorového pole uzavřenou plochou je za jistých
podmı́nek roven integrálu divergence vektorového pole přes vnitřek plochy. Větu nezávisle
na sobě dokázali C. F. Gauss (1777–1855) a M. V. Ostrogradský (1801–1862).

IV.5.7. Gaussova–Ostrogradského věta. Předpokládejme, že

a) vektorová funkce f má spojité parciálńı derivace v oblasti D ⊂ E3,

b) σ je uzavřená p.č. hladká plocha v D, orientovaná směrem vně a taková, že Intσ ⊂
D.

Pak plat́ı:

(IV.5.3)

∫∫
σ

f · dp =

∫∫∫
Intσ

div f dx dy dz.

IV.5.8. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme tok vektorového pole f(x, y, z) = xy i + yz j + xz k
povrchem σ krychle 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉, orientovaným směrem vně.

Ř e š e n ı́ : Souřadnicové funkce f jsou spojitě diferencovatelné v E3 a σ je uzavřená
jednoduchá p.č. hladká plocha v E3, orientovaná směrem vně. Podle Gaussovy–Ostro-
gradského věty plat́ı:
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∫∫
σ

f · dp =

∫∫∫
Intσ

div f dx dy dz =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂(xy)

∂x
+
∂(yz)

∂y
+
∂(xz)

∂z

)
dx dy dz

=

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

(y + z + x) dx dy dz =
3

2
.

IV.5.9. Fyzikálńı význam divergence. Předpokládejme, že vektorové pole f má
spojité parciálńı derivace v oblasti D ⊂ E3 a A je bod v D. Označme σr kulovou plochu
o středu A a poloměru r, orientovanou směrem vně. Pak

div f(A) =
div f(A)

µ3(Intσr)

∫∫∫
Intσr

dx dy dz =
1

4
3
πr3

∫∫∫
Intσr

div f(A) dx dy dz

= lim
r→0+

1
4
3
πr3

∫∫∫
Intσr

div f(x, y, z) dx dy dz = lim
r→0+

1
4
3
πr3

∫∫
σr

f(x, y, z) · dp.

Má-li pole f zdroj v bodě A, pak tok pole f plochou σr, tj. integrál
∫∫

σr
f · dp, je pro r

kladná a dostatečně malá rovněž kladný. Limita pro r → 0+ tohoto integrálu, děleného
objemem Intσr, vyjadřuje intenzitu zdroje v bodě A.

V bodech, ve kterých je div f > 0, má tud́ıž pole f zdroje kladné intenzity (tzv. zř́ıdla).
Naopak, v bodech, ve kterých je div f < 0, má pole f zdroje záporné intenzity (tzv. propa-
dy nebo nory).

Toto má řadu fyzikálńıch d̊usledk̊u. Např́ıklad, v proudovém poli nestlačitelné teku-
tiny, se vzhledem k zákonu zachováńı hmoty tekutina nemůže nikde ztrácet ani vznikat
a d́ıky své nestlačitelnosti se nemůže nikde hromadit ani rozṕınat. Rychlostńı pole
proto nemá zdroje kladné ani záporné intenzity. Vektorová funkce v, udávaj́ıćı rychlost
prouděńı, proto vyhovuje ve všech bodech proudového pole tzv. rovnici kontinuity

div v = 0,

která je jednou ze základńıch rovnic mechaniky nestlačitelných tekutin.

Následuj́ıćı věta ukazuje souvislost plošného integrálu rotace vektorové funkce f na
ploše jej́ımž okrajem je uzavřená křivka C a křivkového integrálu funkce f po křivce C.
Větu objevil a dokázal anglický matematik G. G. Stokes (1819–1903). Všimněte si, že
Stokesova věta zobecňuje Greenovu větu pro př́ıpad prostorové křivky C a prostorové
vektorové funkce f .

IV.5.10. Stokesova věta. Předpokládejme, že

a) vektorová funkce f má spojité parciálńı derivace v oblasti D ⊂ E3,

b) σ je jednoduchá p.č. hladká plocha v D jej́ımž okrajem je jednoduchá uzavřená
p.č. hladká křivka C,

c) plocha σ je se svým okrajem C souhlasně orientovaná.

Pak plat́ı:

(IV.5.4)

∫∫
σ

rot f · dp =

∮
C

f · ds.

IV.5.11.∗ Poznámka. Stokesovu větu je možné rozš́ı̌rit i na př́ıpady, kdy plocha σ
je uzavřená (tj. jej́ı okraj je prázdná množina) nebo kdy okraj plochy σ je sjednoceńım
n uzavřených jednoduchých p.č. hladkých křivek C1, . . . , Cn, přičemž σ je orientována
souhlasně se svým okrajem. V prvńım př́ıpadě obdrž́ıme
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∫∫
σ

rot f · dp = 0

a ve druhém př́ıpadě plat́ı, že∫∫
σ

rot f · dp =
n∑
k=1

∮
Ck

f · ds.

IV.5.12. Př́ıklad. Vypoč́ıtejme křivkový integrál
∮
C

f · ds, kde f(x, y, z) = xz i +
xy j+3xz k a křivka C je okrajem plochy σ, jež je část́ı roviny 2x+y+z = 2 v prvńım
oktantu. C je orientována proti směru hodinových ručiček při pohledu shora.

Ř e š e n ı́ : Koeficienty v rovnici roviny, jej́ıž část́ı je plocha σ, tvoř́ı souřadnice
kolmého vektoru k σ: (2, 1, 1). Nakresĺıte-li si obrázek, uvid́ıte, že plocha σ (trojúhelńık)
je orientovaná souhlasně se svým okrajem C, jestliže normálový vektor n má stejný směr
jako vektor (2, 1, 1). Jelikož normálový vektor je jednotkový, je n = (2, 1, 1)/‖(2, 1, 1)‖ =
(2, 1, 1)/

√
6.

Souřadnicové funkce vektorového pole f jsou spojitě diferencovatelné v celém pros-
toru E3 a rot f = (0, x− 3z, y). Podle Stokesovy věty tud́ıž plat́ı:∮

C

f · ds =

∫∫
σ

rot f · dp =

∫∫
σ

(
0, x− 3z, y

)
· dp.

Plochu σ lze parametrizovat zobrazeńım

P (u, v) : x = u, y = v, z = 2− 2u− v ; [u, v] ∈ B,

kde B = {[u, v] ∈ E2; 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 2 − 2u}. Snadno zjist́ıme, že Pu =
(1, 0,−2), Pv = (0, 1,−1) a Pu × Pv = (2, 1, 1). Jelikož vektor Pu × Pv je orientován
na stejnou stranu plochy σ, jako normálový vektor n, plocha σ je orientována souhlasně
s parametrizaćı P . Užit́ım vzorce (IV.4.2) dostáváme:∫∫

σ

(
0, x− 3z, y

)
· dp =

∫∫
B

(
0, u− 6 + 6u+ 3v, v

)
· (2, 1, 1) du dv

=

∫ 1

0

∫ 2−2u

0

[ 7u+ 4v − 6 ] dv du = −1.

IV.5.13. Fyzikálńı význam rotace.
Předpokládejme, že vektorová funkce f má
spojité parciálńı derivace v oblasti D ⊂ E3,
A ∈ D a n je vektor jednotkové délky.
Označme σr kruh se středem v bodě A,
poloměrem r a normálovým vektorem n.
Označme dále Cr kružnici, která je okrajem
plochy σr a která je orientovaná souhlasně se
σr. Pak plat́ı:

qA n

�
�� rCr

σr

Obr. 29

rot f(A) · n =
rot f(A) · n
p(σr)

∫∫
σr

dp =
1

πr2

∫∫
σr

rot f(A) · n dp

= lim
r→0+

1

πr2

∫∫
σr

rot f(x, y, z) · dp = lim
r→0+

1

πr2

∮
Cr

f(x, y, z) · ds.

110



rot f(A) je tud́ıž vektor, jehož skalárńı součin s jakýmkoliv jednotkovým vektorem n
vyjadřuje mı́ru v́ı̌rivosti pole f v rovině, kolmé k n. (Viz obr. 29.) Jelikož skalárńı součin
je největš́ı tehdy, má-li n stejný směr jako rot f(A), pole f má v bodě A největš́ı v́ı̌rivost
v rovině, která je na vektor rot f(A) kolmá.

IV.6. Cvičeńı.

1. σ =
{

[x, y, z] ∈ E3; x2 + y2 + z = 4, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0
}

, σ je orientovaná tak,
že normálový vektor n v každém bodě σ vyhovuje nerovnosti n · i ≥ 0.

a) Ověřte, že zobrazeńı P (u, v) =
[
2 cos u, 2 sin u, v

]
pro [u, v] ∈ B =

〈−π/2, π/2〉 × 〈1, 4〉 je parametrizaćı σ (tj. že má všechny vlastnosti, vyj-
menované v odstavci IV.1.2.) Rozhodněte, zda σ je orientovaná souhlasně
s parametrizaćı P . (Viz odstavce IV.1.2 a IV.1.3.)

b) Ukažte, že zobrazeńı Q(u, v) =
[√

4− u2, u, v
]

pro [u, v] ∈ B = 〈−2, 2〉×
〈1, 4〉 neńı parametrizace plochy σ. (Viz odstavec IV.1.2.)

2. σ je polovina kulové plochy
{

[x, y, z] ∈ E3; x2 + y2 + z2 = a2, z ≥ 0
}

(a > 0),
orientovaná normálovým vektorem n = (n1, n2, n3) takovým, že n3 ≥ 0. Množina
B je: B =

{
[u, v] ∈ E2; u2 + v2 ≤ a2

}
.

a) Ukažte, že zobrazeńı

P (u, v) =

[
2a2u

a2 + u2 + v2
,

2a2v

a2 + u2 + v2
,

2a3

a2 + u2 + v2
− a
]
; [u, v] ∈ B

je parametrizace plochy σ (tj. má všechny vlastnosti, vyjmenované v odstavci
IV.1.2). Rozhodněte, jestli je σ orientovaná souhlasně s parametrizaćı P . (Viz
odstavce IV.1.2 a IV.1.3.)

b) Ukažte, že zobrazeńı Q(u, v) =
[
u, v,

√
a2 − u2 − v2

]
, [u, v] ∈ B, neńı

parametrizace plochy σ. (Viz odstavec IV.1.2.)

3. σ je jednoduchá hladká plocha, orientovaná normálovým vektorem n. Najděte
jej́ı parametrizaci, ověřte vlastnosti vyjmenované v odstavci IV.1.2 a rozhodněte,
zda σ je orientovaná souhlasně se zvolenou parametrizaćı. (Viz odstavce IV.1.2 a
IV.1.3.)

a) σ je trojúhelńık s vrcholy A = [1,−1, 2], B = [2, 1, 3], C = [−1, 2, 4], n · j < 0,

b) σ =
{

[x, y, z] ∈ E3; x2 + y2 = 4, x ≥ 0, 0 ≤ z ≤ 4
}

, n = (1, 0, 0) v bodě
P = [2, 0, 2],

c) σ =
{

[x, y, z] ∈ E3; x2 + y2 = z, y ≥ 0, z ≤ 1
}

, n = (0, 0,−1) v bodě
P = [0, 0, 0],

d) σ je rovnoběžńık s vrcholy A = [1, 1, 1], B = [1, 4, 4], C = [0, 5, 6], D =
[0, 2, 3], n · k > 0,

e) σ je kruh v rovině x = 2 se středem v bodě [2,−1, 3] a poloměrem r = 4,
n = (−1, 0, 0) v každém bodě σ,
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f) σ =
{

[x, y, z] ∈ E3; x2 + y2 + z2 = 4; z ≥
√

2
}

, n = (0, 0, 1) v bodě
P = [0, 0, 2],

g) σ =
{

[x, y, z] ∈ E3; xy − z = 0, x2 + y2 ≤ a2
}

(a > 0), n · k > 0.

4. Ověřte, že množina σ =
{
X ∈ E3; X = P (u, v), [u, v] ∈ B

}
je jednoduchá

hladká plocha v E3 a P je jej́ı parametrizace. (Viz odstavec IV.1.2.)

a) P (u, v) =
[
u, 4u2 + 9v2, v

]
, B =

{
[u.v] ∈ E2; u2/9 + v2/4 ≤ 1

}
,

b) P (u, v) =
[
u, v, 4− u− v

]
, B =

{
[u, v] ∈ E2; u ≥ 0, v ≥ 0, u+ v ≤ 4

}
,

c) P (u, v) =
[
3 cos u cos v, 3 sin u cos v, 3 sin v

]
, B = 〈0, π 〉 × 〈0, π/4〉.

5. Ověřte, že σ je jednoduchá p.č. hladká plocha. Najděte parametrizace jednodu-
chých hladkých ploch, ze kterých je σ složena. (Viz odstavce IV.1.6, IV.1.7 a
IV.1.2.)

a) σ =
{

[x, y, z] ∈ E3; z = 4−
√
x2 + y2, z ≥ 0

}
,

b) σ =
{

[x, y, z] ∈ E3; z = 4−
√
x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 2

}
,

c) σ1 ∪ σ2 kde σ1 =
{

[x, y, z] ∈ E3; x2 + y2 ≤ 16, z = 0
}

, σ2 =
{

[x, y, z] ∈
E3; z = 4−

√
x2 + y2, z ≥ 0

}
,

d) σ je povrchem tělesa D =
{

[x, y, z] ∈ E3; x2 +y2 +z2 ≤ 4, 4−x2−y2 ≤ 4z
}

.

6. Rozhodněte o existenci integrálu
∫∫

σ
f dp. (Viz odstavce IV.2.2 a IV.2.6.)

a) f(x, y, z) = (xy ln |x|)/z, σ =
{

[x, y, z] ∈ E3; (x−2)2 +y2 +z2 = 1, z ≥ 0
}

,

b) f(x, y, z) = (xy ln |x|)/z, σ =
{

[x, y, z] ∈ E3; z = 1 + x2 + y2, z ≤ 2
}

,

c) f(x, y, z) = (x2 + y2 + z2 − 1)−1, σ je kulová plocha se středem v bodě
S = [0, 0, 3] a poloměrem r = a.

7. Vypoč́ıtejte obsahy ploch z př́ıklad̊u 3g, 4c, 5b, 5c. (Viz odstavec IV.2.5.)

8. Vypoč́ıtejte následuj́ıćı plošné integrály. (Viz odstavec IV.2.7.)

a)

∫∫
σ

xyz dp, σ =
{

[x, y, z] ∈ E3; y2 + 9z2 = 9, 1 ≤ x ≤ 3, y ≥ 0, z ≥ 0
}

,

b)

∫∫
σ

xz dp, σ je trojúhelńık s vrcholy A = [1, 0, 0], B = [0, 1, 0] a C = [0, 0, 1],

c)

∫∫
σ

(x2 + y2) dp, σ =
{

[x, y, z] ∈ E3; x2 + y2 + z2 = a2
}

(a > 0),

d)

∫∫
σ

(xy + yz + xz) dp, σ =
{

[x, y, z] ∈ E3; y =
√
x2 + z2, x2 + z2 ≤ 2x

}
,

e)

∫∫
σ

(x+ y + z) dp, σ =
{

[x, y, z] ∈ E3; x2 + y2 + z2 = a2, x ≤ 0
}

(a > 0),

f)

∫∫
σ

dp

x2 + y2 + z2
, σ =

{
[x, y, z] ∈ E3; x2 + y2 = 9, 0 ≤ z ≤ 3

}
,

g)

∫∫
σ

(x2 + y2) dp, σ je plocha z př́ıkladu 5d.
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9. Určete souřadnice těžǐstě plochy σ, na které je hmota rozložena s plošnou hustotou
ρ. (Viz kapitolu IV.3.)

a) ρ(x, y, z) = x, σ =
{

[x, y, z] ∈ E3; x =
√
y2 + z2, y ≥ 0, 0 ≤ x ≤ 2

}
,

b) ρ(x, y, z) = xyz, σ =
{

[x, y, z] ∈ E3; x2 + z2 = 4, x ≥ 0, z ≥ 0, 0 ≤ y ≤ 3
}

.

10. κ je plášt’ rotačńıho kuželu o poloměru podstavy r = a > 0 a výšce h > 0. Plošná
hustota rozložeńı hmoty na κ je ρ = konst. Vypoč́ıtejte moment setrvačnosti κ
vzhledem k ose kuželu. (Viz kapitolu IV.3.)

11. Vypoč́ıtejte tok vektorového pole f plochou σ. (Viz odstavce IV.4.2 a IV.4.7.)

a) f(x, y, z) = y i−x j+zk, σ = { [x, y, z] ∈ E3; z = 4−x2−y2/9, y ≥ 0, z ≥ 0 },
σ je orientovaná tak, že jej́ı normál sv́ırá s vektorem k = (0, 0, 1) ostrý úhel,

b) f(x, y, z) = (0, 0, y), σ je trojúhelńık s vrcholy A = [0, 0, 0], B = [5, 0, 1],
C = [1, 4, 1], orientovaný tak, že normála n sv́ırá s vektorem k ostrý úhel,

c) f(x, y, z) = x i + y j + z k, σ je válcová plocha x2 + y2 = 9, 0 ≤ z ≤ 4,
orientovaná normálovým vektorem n, který v bodě [3, 2, 2] je roven −i,

d) f(x, y, z) = (x3, y3, z3), σ je část (odpov́ıdaj́ıćı z ≥ 0) kulové plochy se
středem S = [0, 0, 0] a poloměrem r = 2, orientovaná tak, že jej́ı normálou
v bodě [0, 0, 2] je vektor n = k = (0, 0, 1),

e) f(x, y, z) = x i − x j + y k, σ je rovnoběžńık A = [0, 0, 0], B = [0, 3, 3], C =
[−1, 4, 5], D = [−1, 1, 2], orientovaný normálovým vektorem n = (1,−1, 1),

f) f(x, y, z) = (x2−y2, y2−z2, z2−x2), σ = σ1∪σ2, σ1 =
{

[x, y, 0] ∈ E3; x2 +
y2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0

}
, σ2 =

{
[x, 0, z] ∈ E3; x2 + z2 ≤ 1, z ≥ 0, z ≥ 0

}
,

normálový vektor na σ2 je n = −j = (0,−1, 0),

g) f(x, y, z) = x i + y j − 2z k, σ =
{

[x, y, z] ∈ E3; y = 9 −
√
x2 + z2, y ≥ 3

}
,

n · j ≤ 0,

h) f(x, y, z) = (x2, y2, z2), σ =
{

[x, y, z] ∈ E3; y2/16 + z2/4 = 1, z ≥ 0, 0 ≤
x ≤ 3

}
, normálový vektor v bodě P = [1, 0, 2] je n = −k = (0, 0,−1),

i) f(x, y, z) = x i + y j − z k, σ =
{

[x, y, z] ∈ E3; x2 + y2 + z2 = 4, x ≥ 0
}

,
normálový vektor v bodě P = [2, 0, 0] je n = i = (1, 0, 0),

j) f(x, y, z) = (z, x, y), σ =
{

[x, y, z] ∈ E3; x+z = 2, x2 +y2 ≤ 4
}

, normálový

vektor je n = (1, 0, 1)/
√

2.

12. Vypoč́ıtejte tok vektorového pole f uzavřenou plochou σ. Je-li to možné, použijte
Gaussovu-Ostrogradského větu. (Viz odstavce IV.4.2, IV.4.7 a IV.5.7.)

a) f(x, y, z) = x i + y j + z k, σ je kulová plocha se středem S0 = [x0, y0, z0] a
poloměrem a > 0, orientovaná směrem vně,

b) f(x, y, z) = y i + z j + xk, σ je kulová plocha se středem S0 = [x0, y0, z0] a
poloměrem a > 0, orientovaná směrem vně,

c) f(x, y, z) = (x2, y2, z2), σ je kulová plocha se středem S0 = [x0, y0, z0] a
poloměrem a > 0, orientovaná směrem vně,

d) f(x, y, z) = (y, 2x,−z), σ je povrch tělesa D =
{

[x, y, z] ∈ E3; x2 + y2 ≤
a2, −a ≤ z ≤ a

}
(a > 0), σ je orientovaná směrem dovnitř,
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e) f(x, y, z) = (x2, y2, z2), σ je povrch tělesa D =
{

[x, y, z] ∈ E3; −2 ≤ z ≤
4− x2 − y2, x2 + y2 ≤ 4

}
, σ je orientovaná směrem dovnitř,

f) f(x, y, z) = x i + y j + z k, σ je povrch tělesa D =
{

[x, y, z] ∈ E3; y2 + z2 ≤
x2, 0 ≤ x ≤ 3

}
, σ je orientovaná směrem vně,

g) f(x, y, z) = (x3, z, y), σ je povrch tělesa D =
{

[x, y, z] ∈ E3; x2 + y2 ≤ z ≤
4
}

, σ je orientovaná směrem vně,

h) f(x, y, z) = 2xy i− y2j + 2z k, σ =
{

[x, y, z] ∈ E3; x2/4 + y2/4 + z2/9 = 1
}

,
σ je orientovaná směrem dovnitř,

i) f(x, y, z) = x3i + y3j + z3k, σ je povrch tělesa D =
{

[x, y, z] ∈ E3; x2 + y2 +
z2 ≤ a2, y ≥ 0

}
(a > 0), σ je orientovaná směrem vně,

j) f = (x − 1, y + 2, 2), σ je uzavřená plocha v E3, orientovaná směrem vně a
taková, že µ3(Int σ) = 5.

13. Vypoč́ıtejte cirkulaci vektorového pole f po uzavřené křivce C. Je-li to možné,
použijte Stokesovu větu. (Viz odstavce III.4.11 a IV.5.10.)

a) f(x, y, z) = (y, z, x), C je pr̊unik válcové plochy x2 + y2 = 4 s rovinou
x + z = 0. C je orientovaná tak, že jej́ı tečný vektor v bodě [2, 0,−2] je
ττττ = j = (0, 1, 0),

b) f(x, y, z) = (xy, yz, zx), C = {[x, y, z] ∈ E3; x + z = 1, y2 + z2 = 1}. C je
orientovaná souhlasně s plochou λ =

{
[x, y, z] ∈ E3; x+ z = 1, y2 + z2 ≤ 1

}
a orientace λ je určena normálovým vektorem n = (1, 0, 1)/

√
2,

c) f(x, y, z) = (z+ 1) i+ (x−y) j+y k, C je kružnice, která je pr̊unikem kulové
plochy x2 + y2 + z2 = 2 a roviny x + y + z = 0. C je při pohledu z bodu
[0, 0, 10] orientovaná po směru hodinových ručiček,

d) f(x, y, z) =
(
−y/(x2 + y2), x/(x2 + y2), 2z

)
, C je kružnice x2 + y2 = a2

(a > 0), z = h (h > 0), orientovaná při pohledu z bodu [0, 0, 2h] proti směru
hodinových ručiček.
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V. Potenciálńı a solenoidálńı vektorové pole

V.1. Nezávislost křivkového integrálu vektorové funkce na cestě.
Potenciálńı pole – definice a základńı vlastnosti.

Práce, které je třeba k přemı́stěńı hmotného tělesa v gravitačńım poli z bodu A
do bodu B, nezáviśı na zvolené cestě (křivce) mezi body A a B, ale pouze na poloze
bod̊u A a B. To jistě znáte z fyziky. Stejné tvrzeńı plat́ı i při přemist’ováńı elektrického
náboje v elektrostatickém poli. Uvědomı́te-li si, že práci lze vyjádřit křivkovým in-
tegrálem vektorové funkce (rovné záporně vzaté intenzitě gravitačńıho pole, násobené
hmotnost́ı přemist’ovaného tělesa), můžete hovořit o nezávislosti křivkového integrálu
na integračńı cestě. Nezávislost na integračńı cestě je d̊uležitá vlastnost, kterou maj́ı
křivkové integrály některých vektorových poĺı (= vektorových funkćı). V této kapitole
se budeme touto vlastnost́ı zabývat podrobněji a na obecněǰśı úrovni.

Abychom text nekomplikovali, přijměme úmluvu: kdykoliv použijeme termı́n křivka
(bez bližš́ı specifikace), budeme mı́t na mysli jednoduchou p.č. hladkou křivku.

V.1.1. Nezávislost křivkového integrálu vektorové funkce na integračńı cestě.
Necht’ f je k–rozměrné vektorové pole v oblasti D ⊂ Ek (k = 2 nebo k = 3). Jestliže
pro libovolné dvě křivky K1 a K2 v D, které maj́ı shodný počátečńı i koncový bod (tj.
p.b.K1 = p.b.K2 a k.b.K1 = k.b.K2), plat́ı rovnost

(V.1.1)

∫
K1

f · ds =

∫
K2

f · ds,

pak ř́ıkáme, že křivkový integrál vektorové funkce f nezáviśı v D na cestě.

V.1.2. Věta. Křivkový integrál vektorové funkce f nezáviśı v oblasti D ⊂ Ek (kde
k = 2 nebo k = 3) na cestě právě tehdy, když cirkulace f po libovolné uzavřené křivce
C v D je nulová.

D ů k a z : a) Nejprve předpokládejme,
že křivkový integrál f nezáviśı v D
na cestě a že C je libovolná uzavřená
křivka v D. Budeme dokazovat, že
cirkulace f po křivce C je nulová. C
lze rozložit na sjednoceńı dvou křivek
C1 a C2 takových, že k.b. C1 = p.b. C2

a k.b. C2 = p.b. C1. Polož́ıme-li K1 =
C1 a K2 = −C2, źıskáme dvě křivky
v D se shodným počátečńım i konco-
vým bodem. Z nezávislosti křivkového
integrálu f na cestě v D plyne, že∫
K1

f · ds =
∫
K2

f · ds. To znamená,
že

r

r

��*
��*

��+
��3

p.b. C1 = k.b. C2

= p.b.K1 = p.b.K2

k.b. C1 = p.b. C2

= k.b.K1 = k.b.K2

C2

K2

C1

K1

C

Obr. 30∮
C

f · ds =

∫
C1

f · ds +

∫
C2

f · ds =

∫
K1

f · ds−
∫
K2

f · ds = 0.

b) Nyńı naopak předpokládejme, že cirkulace f po libovolné uzavřené křivce v D je
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nulová a dokažme, že křivkový integrál f nezáviśı v D na cestě. Necht’ C1 a C2 jsou dvě
libovolné křivky v D takové, že p.b. C1 = p.b. C2 a k.b. C1 = k.b. C2. Předpokládejme
pro jednoduchost, že křivky C1 a C2 již nemaj́ı žádné daľśı společné body, tj. že se
v žádných daľśıch bodech neprot́ınaj́ı. (Viz obr. 31a.) Sjednoceńı C = C1 ∪ (−C2) je
pak uzavřenou křivkou v D a podle předpokladu je cirkulace f po C nulová. Odtud
plyne: ∫

C1

f · ds =

∮
C1∪(−C2)

f · ds +

∫
C2

f · ds =

∫
C2

f · ds.

Podobný př́ıstup lze použ́ıt i v př́ıpadě, kdy křivky C1 a C2 maj́ı v́ıce společných bod̊u,
než počátečńı a koncové body. (Viz obr. 31b.) Zkuste si sami rozmyslet a napsat, jak by
bylo možné v tomto př́ıpadě d̊ukaz dokončit.

q

q

p.b. C1 = p.b. C2

k.b. C1

= k.b. C2

C1
C2

q

q

p.b. C1

= p.b. C2

k.b. C1

= k.b. C2

C1
C2

Obr. 31a Obr. 31b

V.1.3. Potenciálńı vektorové pole. Vektorové pole f v oblasti D ⊂ Ek (k = 2 nebo
k = 3) nazýváme potenciálńı pole v D, jestliže existuje skalárńı pole (= skalárńı funkce)
ϕ v D takové, že

(V.1.2) f = grad ϕ

v D. Skalárńı funkci ϕ nazýváme potenciál vektorového pole f v D.

V.1.4. Některé vlastnosti potenciálu. Připomı́náme, že

grad ϕ =

(
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y

)
(pro k = 2), grad ϕ =

(
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
,
∂ϕ

∂z

)
(pro k = 3).

Je zřejmé, že je-li f potenciálńı pole v oblasti D a D′ je oblast, obsažená v D, pak
f je potenciálńı pole i v oblasti D′.

Potenciál ϕ potenciálńıho pole f má některé podobné vlastnosti, jako primitivńı
funkce k funkci jedné proměnné. Např́ıklad:

Je-li f potenciálńı pole v oblasti D ⊂ Ek, pak jeho potenciál ϕ je určen jednoznačně
až na aditivńı konstantu.

To znamená, že:

a) ϕ+ c (kde c je libovolná reálná konstanta) je také potenciál f v D.

b) Jakýkoliv jiný potenciál ζ pole f v D se lǐśı od ϕ nejvýše o aditivńı konstantu.
Jinými slovy: je-li ζ také potenciál f v D, pak existuje konstanta c taková, že
ζ = ϕ+ c v D.
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Tvrzeńı a) je velmi jednoduché: Z rovnice gradϕ = f v D bezprostředně plyne,
že grad (ϕ+ c) = f a tak ϕ+ c je také potenciálem f v D.

Tvrzeńı b) je také celkem zřejmé: Jsou-li ϕ a ζ dva potenciály f v D, pak f = gradϕ
a f = grad ζ v D. Tud́ıž grad ζ − gradϕ = grad (ζ − ϕ) = 0. Jediná funkce, která má
nulový gradient v oblasti D, je konstantńı funkce. To znamená, že existuje konstanta c
taková, že ζ − ϕ = c. Pak ovšem je ζ = ϕ+ c v D.

Daľśı analogíı mezi potenciálem ϕ potenciálńıho pole f a primitivńı funkćı k funk-
ci jedné proměnné je podobnost vzorce (V.1.3) (viz následuj́ıćı větu) a Newtonovy–
Leibnizovy formule (V.4.1) (viz skriptum [5]).

V.1.5. Věta. Je-li f potenciálńı a spojité vektorové pole v oblasti D, ϕ je potenciál
f v D a C je křivka v D, pak

(V.1.3)

∫
C

f · ds = ϕ(k.b. C)− ϕ(p.b. C).

D ů k a z : Jelikož ϕ je potenciálem f v D, f je rovno gradϕ v D. Předpokládejme
nejprve, že C je jednoduchá hladká křivka v D a P je jej́ı parametrizace, definovaná
v intervalu 〈a, b〉, přičemž křivka C je orientovaná souhlasně s parametrizaćı P . Označme
x(t), y(t) a z(t) souřadnicové funkce zobrazeńı P . Pak∫
C

f · ds =

∫
C

gradϕ · ds =

∫ b

a

gradϕ(P (t)) · Ṗ (t) dt =

∫ b

a

(
∂ϕ

∂x

(
x(t), y(t), z(t)

)
,

∂ϕ

∂y

(
x(t), y(t), z(t)

)
,
∂ϕ

∂z

(
x(t), y(t), z(t)

))
·
(
ẋ(t), ẏ(t), ż(t)

)
dt

=

∫ b

a

[
∂ϕ

∂x

(
x(t), y(t), z(t)

)
ẋ(t) +

∂ϕ

∂y

(
x(t), y(t), z(t)

)
ẏ(t)

+
∂ϕ

∂z

(
x(t), y(t), z(t)

)
ż(t)

]
dt =

∫ b

a

d

dt
ϕ
(
x(t), y(t), z(t)

)
dt

= ϕ
(
x(b), y(b), z(b)

)
− ϕ

(
x(a), y(a), z(a)

)
= ϕ(k.b. C)− ϕ(p.b. C).

Totéž vyjádřeńı integrálu
∫
C

f · ds lze odvodit i v př́ıpadě, kdy C je jednoduchá
p.č. hladká křivka. (Zkuste si toto rozmyslet a napsat sami.)

Jelikož hodnota integrálu
∫
C

f · ds potenciálńıho pole f záviśı pouze na poloze
počátečńıho a koncového bodu křivky C, tento integrál často zapisujeme jako∫

C

f · ds =

∫ B

A

f · ds,

kde A = p.b. C a B = k.b. C.

Následuj́ıćı věta je velmi d̊uležitá. Uvád́ı do souvislosti nezávislost křivkového in-
tegrálu na cestě a skutečnost, že vektorové pole je potenciálńı.

V.1.6. Věta. Předpokládejme, že f je spojité vektorové pole v oblasti D ⊂ Ek (k = 2
nebo k = 3). Pak následuj́ıćı dva výroky jsou ekvivalentńı:

a) f je potenciálńı pole v D.
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b) Křivkový integrál f nezáviśı na integračńı cestě v D.

D ů k a z : Implikace a) =⇒ b) je okamžitým d̊usledkem vzorce (V.1.3).

Dokazujme nyńı opačnou implikaci, tj. b) =⇒ a). Předpokládejme tud́ıž, že podmı́n-
ka b) je splněna. Označme U , V a W souřadnicové funkce f . Vyberme bod A ∈ D. Bod
A je vybrán libovolně, od tohoto okamžiku však na něj budeme hledět jako na pevný
bod. Necht’ X = [x, y, z] je nějaký daľśı bod v D. Definujme

(V.1.4) ϕ(x, y, z) =

∫ X

A

f · ds =

∫
C

f · ds,

kde C je křivka v D, jej́ımž počátečńım bodem je A a koncovým bodem je X. Z nezávi-
slosti křivkového integrálu pole f na integračńı cestě v D plyne, že hodnota ϕ(x, y, z)
neńı závislá na konkrétńı volbě křivky C, spojuj́ıćı body A a X = [x, y, z]. Ukážeme, že
gradϕ = f v D. To znamená, že

(V.1.5)
∂ϕ

∂x
(X) = U(X),

∂ϕ

∂y
(X) = V (X) a

∂ϕ

∂z
(X) = W (X).

Dokazujme např́ıklad prvńı z těchto rovnost́ı. Užit́ım definice parciálńı derivace ϕ podle
x v bodě X = [x, y, z] dostáváme:

∂ϕ

∂x
(X) =

∂ϕ

∂x
(x, y, z) = lim

h→0

ϕ(x+ h, y, z)− ϕ(x, y, z)

h
.

ϕ(x + h, y, z) lze vyjádřit jako křivkový integrál f na jednoduché p.č. hladké křivce,
která je sjednoceńım C a úsečky XX ′, vedoućı od bodu X k bodu X ′ = [x + h, y, z].
Jednotkovým tečným vektorem na XX ′ je ττττ = (1, 0, 0). Odtud plyne:

∂ϕ

∂x
(X) = lim

h→0

1

h

[ ∫
C∪XX′

f · ds−
∫
C

f · ds

]
= lim

h→0

1

h

∫
XX′

f · ds

= lim
h→0

1

h

∫
XX′

(U, V,W ) · (1, 0, 0) ds = lim
h→0

1

h

∫
XX′

U ds = U(X).

Rovnosti (V.1.5) ukazuj́ı, že f = gradϕ v D a tud́ıž vektorové pole f je potenciálńı
pole v D.

V.1.7. Důsledek. Okamžitým d̊usledkem věty V.1.2 a věty V.1.6 je tato věta:

Věta. Vektorové pole f , spojité v oblasti D, je potenciálńı v D právě tehdy, je-li jeho
cirkulace po každé uzavřené křivce v D nulová.

O potenciálńım poli často ř́ıkáme, že je to nev́ı̌rivé pole. Z uvedené věty je patrné,
proč tomu tak je.

V.1.8. Poznámka. Je-li f potenciálńı pole v oblasti D a má-li f fyzikálńı význam śıly,
pak z věty V.1.7 plyne, že práce, vykonaná p̊usobeńım śıly f po každé uzavřené křivce
v D, je nulová. Jinými slovy: p̊usobeńım śıly f po jakékoliv uzavřené křivce v oblasti
D se energie neztráćı, ani neźıskává. Z této skutečnosti vycháźı i jiný, často použ́ıvaný
název pro potenciálńı pole: konzervativńı pole.

Důkazy vět V.1.5 a V.1.6 jsme ukázali proto, že jsou velmi instruktivńı a jejich
myšlenky je možné použ́ıt i v mnoha daľśıch situaćıch. Formule (V.1.3) poskytuje jedno-
duchý návod, jak vypoč́ıtat křivkový integrál potenciálńıho vektorového pole, je-li známý
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potenciál. Důkaz věty V.1.6 pak ukazuje jeden možný zp̊usob, jak lze potenciál vek-
torového pole zkonstruovat. Tento zp̊usob použijeme na konkrétńım př́ıpadu v odstavci
V.2.10. V odstavćıch V.2.10 a V.3.10 však zároveň vysvětĺıme i jinou metodu nalezeńı
potenciálu vektorového pole f , pokud v́ıme, že je potenciálńım polem.

Poznali jsme, že potenciálńı vektorové pole f v oblasti D má zaj́ımavé a užitečné
vlastnosti – zejména, že jeho křivkový integrál nezáviśı v D na integračńı cestě (věta
V.1.6) a křivkový integrál lze nav́ıc vypoč́ıtat pomoćı vzorce (V.1.3) (věta V.1.5). Proto
je velmi d̊uležité umět poznat, zda dané vektorové pole f v oblasti D je nebo neńı
potenciálńı. V daľśıch odstavćıch se budeme touto otázkou zabývat. Budeme rozlǐsovat
mezi dvourozměrným polem (kapitola V.2) a tř́ırozměrným polem (kapitola V.3).

V.2. Potenciálńı pole v E2.

V.2.1. Věta. (Potenciálńı pole v E2 – nutná podmı́nka.) Předpokládejme, že
f = (U, V ) je potenciálńı pole v oblasti D ⊂ E2 a jeho souřadnicové funkce U , V maj́ı
spojité parciálńı derivace v D. Pak

(V.2.1)
∂V

∂x
− ∂U

∂y
= 0 v D.

D ů k a z : Je-li ϕ potenciál f v D, pak f =
(
∂ϕ/∂x, ∂ϕ/∂y

)
. Tud́ıž

U =
∂ϕ

∂x
a V =

∂ϕ

∂y

v D. Z tohoto tvaru funkćı U a V a z informace o spojitosti parciálńıch derivaćı U a V
v D (která znamená spojitost druhých parciálńıch derivaćı ϕ v D) již snadno vyplývá
podmı́nka (V.2.1).

V.2.2. Poznámka. Platnost podmı́nky (V.2.1) je nutná pro to, aby pole f mohlo být
v oblasti D potenciálńı. Neńı však postačuj́ıćı. To znamená, že nev́ıme-li dopředu, zda
f = (U, V ) je potenciálńı pole v D, pak pouze z platnosti podmı́nky (V.2.1) se to odvodit
nedá. Toto je možné ilustrovat na př́ıkladu vektorového pole

f(x, y) = (U, V ) =

(
− y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)
z odstavce III.4.12 v oblasti D = E2−{[0, 0]}. (D je celá rovina E2 s výjimkou počátku.)
Snadným výpočtem můžete ověřit, že funkce U a V vyhovuj́ı podmı́nce (V.2.1) v D.
Přesto však pole f neńı v D potenciálńım polem. V př́ıkladu III.4.12 jsme totiž zjistili,
že cirkulace f po kružnici C : x2 + y2 = r2 (r > 0), orientované po směru hodinových
ručiček, je rovna −2π. Kdyby pole f bylo v D potenciálńı, musela by jeho cirkulace po
každé uzavřené křivce v D být nulová (věta V.1.7).

Na druhé straně, pokud nějaké vektorové pole podmı́nce (V.2.1) nevyhovuje, můžeme
o něm okamžitě prohlásit, že neńı potenciálńı.

V.2.3. Př́ıklad. Rozhodněme, zda vektorové pole f(x, y) = (x + y, x2 + y2) je
potenciálńım polem v E2.

Ř e š e n ı́ : Zde je U(x, y) = x+ y a V (x, y) = x2 + y2. Jelikož
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∂V

∂x
− ∂U

∂y
= 2x− 1

a 2x− 1 neńı rovno nule všude v E2, vektorové pole f neńı potenciálńı pole v E2.

Naš́ım daľśım ćılem je formulovat postačuj́ıćı podmı́nku, jej́ıž platnost již zajǐst’uje,
že dané dvourozměrné vektorové pole f je potenciálńı v oblasti D ⊂ E2. K tomu
potřebujeme pojem tzv. “jednoduše souvislé oblasti” v E2.

V.2.4. Jednoduše souvislá oblast v E2. Oblast D ⊂ E2 nazýváme jednoduše
souvislou, pokud každou uzavřenou křivku C v D můžeme spojitě změnit (stáhnout)
v bod v D, aniž přitom kdykoliv oblast D opust́ıme.

Jednoduše souvislou oblast v E2 je také možné definovat jako oblast D, ve které
plat́ı, že vnitřek každé uzavřené křivky v D je podmnožinou D.

Zhruba řečeno, oblasti, které maj́ı omezené “d́ıry” (a vypadaj́ı jako švýcarský sýr)
nejsou jednoduše souvislé. Na druhé straně oblasti, které takové d́ıry nemaj́ı, jsou
jednoduše souvislé. Př́ıklady jednoduše souvislých oblast́ı v E2 jsou celé E2, polorovina,
E2 minus polopř́ımka, vnitřek obdélńıku, čtverce nebo jakékoliv jiné uzavřené křivky
atd. Př́ıklady oblast́ı v E2, které nejsou jednoduše souvislé, jsou E2 minus jeden bod,
E2 minus omezená uzavřená množina, mezikruž́ı atd.

V.2.5.∗ Poznámka. V definici V.2.4 si pomáháme rčeńım “spojitě stáhnout v bod A
v D, aniž přitom opust́ıme D”, jehož význam jsme přesně nevysvětlili. Přesto věř́ıme, že
čtenáři správně pochoṕı, co t́ım mı́ńıme. Nicméně, v zájmu úplnosti výkladu doplňme,
že toto rčeńı lze přesným matematickým jazykem vyjádřit takto: “Existuje spojité
zobrazeńı F : C×〈0, 1〉 −→ D takové, že ∀X ∈ C plat́ı: F (X, 0) = X a F (X, 1) = A”.

V.2.6. Věta. (Potenciálńı pole v E2 – postačuj́ıćı podmı́nka.) Necht’

a) D je jednoduše souvislá oblast v E2 a

b) f = (U, V ) je vektorové pole v D, jehož souřadnicové funkce U a V maj́ı v D
spojité parciálńı derivace a splňuj́ı podmı́nku (V.2.1):

∂V

∂x
− ∂U

∂y
= 0 v D.

Pak f je potenciálńı pole v D.

D ů k a z : Ukážeme, že cirkulace vektorového pole f po každé uzavřené křivce v D
je nulová. Z toho již vyplývá, že f je potenciálńı pole v D. (Viz větu V.1.7.) Bud’ tedy
C libovolná uzavřená křivka v D. Jelikož D je jednoduše souvislá oblast, IntC ⊂ D.
Užit́ım Greenovy věty dostáváme:∮

C

f · ds = ±
∫∫

Int C

(
∂V

∂x
− ∂U

∂y

)
dx dy = 0.

(Znaménko “+” plat́ı, je-li křivka C orientovaná kladně a “−” plat́ı, je-li křivka C
orientovaná záporně. Jelikož ale integrál na pravé straně je roven nule, znaménko nehraje
žádnou roli.)

V d̊ukazu vid́ıte, k čemu potřebujeme, aby oblast D byla jednoduše souvislá:
bez toho totiž nev́ıme, zda IntC ⊂ D a zda můžeme použ́ıt Greenovu větu.
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V.2.7. Př́ıklad. Vektorové pole f = (U, V ) z př́ıkladu III.4.12 a z poznámky V.2.2
neńı potenciálńım polem v oblasti D =

{
[x, y] ∈ E2; x2+y2 > 0

}
, a to přesto, že funkce

U a V podmı́nce (V.2.1) v D vyhovuj́ı. (Důvod jsme uvedli v poznámce V.2.2.) Podle
věty V.2.6 je však f potenciálńım polem v každé oblasti D′ ⊂ D, která je jednoduše
souvislá. Např́ıklad, f je potenciálńı pole v prvńım kvadrantu.

Ačkoliv ted’ již v́ıme, že f je potenciálńı pole v prvńım kvadrantu, neznáme jeho
potenciál. Metodám, umožňuj́ıćım nalezeńı potenciálu, se budeme věnovat v odstavćıch
V.2.10 a V.2.11, kde se mimo jiné vrát́ıme k tomuto př́ıkladu.

V.2.8. Jak poznáme, zda dané vektorové pole je potenciálńı. V tomto odstavci
krátce shrneme, jak můžeme zjistit, zda dané vektorové pole f = (U, V ) je potenciálńı
pole v oblasti D ⊂ E2. Předpokládejme pro jednoduchost, že souřadnicové funkce U a
V maj́ı spojité parciálńı derivace v D. Pak můžeme postupovat podle tohoto schématu:

Je splněna rovnost

∂V

∂x
− ∂U

∂y
= 0

v oblasti D?



ANO Je D jednoduše
souvislá oblast?



ANO Pak f je
potenciálńı
pole v D.
(Věta V.2.6.)

NE Podle věty
V.2.6 nelze
rozhodnout, zda f
je potenciálńı
pole v D.

NE Pak f neńı
potenciálńı
pole v D.
(Věta V.2.1.)

V.2.9. Př́ıklad. f =
(
y2 + y cos x + 6x, 2xy + sin x + 5

)
Rozhodněme, zda f je

potenciálńı pole v E2.

Ř e š e n ı́ : Souřadnicové funkce U(x, y) = y2+y cos x+6x a V (x, y) = 2xy+sin x+5
maj́ı spojité parciálńı derivace v E2. Snadno můžete ověřit, že splňuj́ı podmı́nku (V.2.1):

∂V

∂x
− ∂U

∂y
= 2y + cos x− 2y − cos x = 0

v E2. Celá rovina E2 je jednoduše souvislá oblast. Podle věty V.2.6 je tud́ıž f potenciálńı
pole v E2.

V.2.10. Jak nalézt potenciál. V tomto odstavci ukážeme dvě metody, kterými
můžeme nalézt potenciál ϕ vektorového pole f , o kterém v́ıme, že je potenciálńı. Obě
metody vysvětĺıme na př́ıkladu vektorového pole f z předcházej́ıćıho odstavce.

1. metoda. Z definice potenciálu vektorového pole plyne, že f = gradϕ v E2, tj.

(V.2.2)
∂ϕ

∂x
= y2 + y cos x+ 6x a

∂ϕ

∂y
= 2xy + sin x+ 5.

Integrujeme-li prvńı rovnici v (V.2.2) podle x, obdrž́ıme:
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(V.2.3) ϕ(x, y) = xy2 + y sin x+ 3x2 + c1(y).

c1 je integračńı konstanta, která vznikla při integraci podle x. Je to tedy konstanta vzh-
ledem k x, může však záviset na y. Integraćı druhé rovnice v (V.2.2) podle y obdrž́ıme:

(V.2.4) ϕ(x, y) = xy2 + y sin x+ 5y + c2(x).

c2 je integračńı konstanta, která vznikla při integraci podle y. Je to tedy konstanta
vzhledem k y, může však obecně záviset na x. Nyńı zbývá určit c1(y) a c2(x). Proto
porovnáme pravé strany (V.2.3) a (V.2.4). Dostaneme:

xy2 + y sin x+ 3x2 + c1(y) = xy2 + y sin x+ 5y + c2(x),

3x2 + c1(y) = 5y + c2(x).

Toto je splněno např́ıklad, polož́ıme-li c1(y) = 5y a c2(x) = 3x2. Nyńı můžeme dosadit
do (V.2.3) nebo do (V.2.4) a vyjádřit ϕ. Uvědomı́me-li si ještě, že potenciál je určen
jednoznačně až na aditivńı konstantu, źıskáváme:

(V.2.5) ϕ(x, y) = xy2 + y sin x+ 3x2 + 5y + konst.

2. metoda. Tato metoda vycháźı z d̊ukazu věty V.1.6, části b), a potenciál je kon-
struován pomoćı formule (V.1.4). Vyberme bod A ∈ E2, např́ıklad A = O = [0, 0].
Souřadnice bodu X, ve kterém vypoč́ıtáme hodnotu potenciálu, označme x0 a y0. Na A
a X během výpočtu hled́ıme jako na pevné body, tj. x0 a y0 považujeme za konstanty.
Položme ϕ(X) = ϕ(x0, y0) =

∫
C

f · ds, kde C je křivka v E2 s počátečńım bodem A
a koncovým bodem X. Vyberme křivku C tak, aby výpočet křivkového integrálu na
ńı byl co nejjednodušš́ı. Např́ıklad takto: C = AB ∪ BX, kde AB je úsečka, vedoućı
z bodu A = O = [0, 0] do bodu B = [x0, 0] a BX je úsečka, vedoućı z bodu B = [x0, 0]
do bodu X = [x0, y0]. Pro ϕ(x0, y0) plat́ı:

ϕ(x0, y0) =

∫
AB

f · ds +

∫
BX

f · ds.

Úsečku AB můžeme parametrizovat zobrazeńım x = t, y = 0; t ∈ 〈0, x0 〉. Proto je na
této úsečce dx = dt, dy = 0 a∫

AB

f · ds =

∫
AB

(y2 + y cos x+ 6x) dx+ (2xy + sin x+ 5) dy

=

∫ x0

0

6t dt = 3x2
0.

Úsečku BX lze parametrizovat zobrazeńım x = x0, y = t; t ∈ 〈0, y0 〉. Na této úsečce je
tud́ıž dx = 0, dy = dt a∫

BX

f · ds =

∫
BX

(y2 + y cos x+ 6x) dx+ (2xy + sin x+ 5) dy

=

∫ y0

0

(2x0t+ sin x0 + 5) dt = x0y
2
0 + y0 sin x0 + 5y0.

Hodnota funkce ϕ v bodě X proto je

ϕ(x0, y0) = 3x2
0 + x0y

2
0 + y0 sin x0 + 5y0.
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Ṕı̌seme-li x mı́sto x0, y mı́sto y0 a vezmeme-li v úvahu, že potenciál je určen jednoznačně
až na aditivńı konstantu, obdrž́ıme stejné vyjádřeńı potenciálu, jako ve (V.2.5).

V.2.11. Př́ıklad. Vrat’me se k vektorovému poli

f = (U, V ) =

(
− y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)
,

o kterém z př́ıkladu V.2.7 v́ıme, že je potenciálńı pole v prvńım kvadrantu D′ =
{

[x, y] ∈
E2; x > 0, y > 0

}
. Jaký je potenciál ϕ pole f v oblasti D′?

Ř e š e n ı́ : K nalezeńı ϕ použijme např́ıklad prvńı metodu z odstavce V.2.10. Vyjdeme
z rovnic

(V.2.6)
∂ϕ

∂x
= − y

x2 + y2
,

∂ϕ

∂y
=

x

x2 + y2
.

Integraćı prvńı rovnice podle x obdrž́ıme:

ϕ(x, y) = −
∫

y

x2 + y2
dx = −1

y

∫
1

(x/y)2 + 1
dx = 1) −

∫
dt

t2 + 1

= arccotg t+ c1(y) = 2) arctg
1

t
+ c1(y) = arctg

y

x
+ c1(y).

1) Použili jsme substituci t = x/y.
2) Použili jsme vzorec arccotg t = arctg(1/t), který plat́ı pro t > 0.

Integraćı druhé rovnice podle y dostáváme:

ϕ(x, y) =

∫
x

x2 + y2
dy =

1

x

∫
1

1 + (y/x)2
dy = 3)

∫
dr

r2 + 1

= arctg r + c2(x) = arctg
y

x
+ c2(x).

3) Použili jsme substituci r = y/x.

Integračńı konstanty c1(y) a c2(x) urč́ıme porovnáńım obou vyjádřeńı ϕ(x, y). Je patrné,
že můžeme volit c1(y) = c2(x) = c, kde c je konstanta nezávislá na x i na y. Dosazeńım do
kteréhokoliv vyjádřeńı ϕ(x, y) dostáváme: ϕ(x, y) = arctg (y/x)+c. Funkce arctg (y/x)
má názorný geometrický význam: je to úhel mezi kladnou část́ı osy x a polopř́ımkou
vycházej́ıćı z počátku a procházej́ıćı bodem [x, y].

V.3. Potenciálńı pole v E3.

V.3.1. Věta. (Potenciálńı pole v E3 – nutná podmı́nka.) Předpokládejme, že f
je potenciálńı pole v oblasti D ⊂ E3, které má spojité parciálńı derivace v D. Pak

(V.3.1) rot f = 0 v D.

D ů k a z : Je-li ϕ potenciál f v D, pak f = gradϕ v D a podmı́nka (V.3.1)
bezprostředně vyplývá z formule (IV.5.1).
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V.3.2. Poznámka. V odstavci V.1.7 jsme uvedli, proč se o potenciálńım poli ř́ıká, že
je nev́ı̌rivé. Podmı́nka (V.3.1) ukazuje daľśı d̊uvod pro toto označeńı.

V.3.3. Poznámka. Podmı́nka (V.3.1) je nutnou podmı́nkou pro to, aby pole f mohlo
být v oblasti D potenciálńı. Neńı však podmı́nkou postačuj́ıćı. To znamená, že nev́ıme-li
dopředu, zda f je potenciálńı pole v D, pak pouze z platnosti podmı́nky (V.2.1) se to
odvodit nedá. Lze to ukázat na př́ıkladu vektorového pole

f(x, y, z) =

(
− y

x2 + y2
,

x

x2 + y2
, 0

)
v oblasti D = {[x, y, z] ∈ E3; x2 + y2 > 0}. (D je celý prostor E3 s výjimkou osy z.)
Snadným výpočtem můžete ověřit, že vektorová funkce f vyhovuje podmı́nce (V.3.1)
v D. Přesto však pole f neńı v D potenciálńım polem. Podobně jako v př́ıkladu III.4.12
lze totiž vypoč́ıtat, že cirkulace f po kružnici C : x2 + y2 = r2 (r > 0), z = 0
(tj. kružnici se středem v počátku a poloměrem r v rovině xy), orientované po směru
hodinových ručiček při pohledu z kladné části osy z, je rovna −2π. Pole f tedy neńı v D
potenciálńı. (Jinak by musela jeho cirkulace po každé uzavřené křivce v D být nulová –
viza větu V.1.7.)

Jestliže však nějaké vektorové pole podmı́nce (V.3.1) nevyhovuje, znamená to, že
neńı potenciálńı.

V.3.4. Př́ıklad. Rozhodněme, zda vektorové pole f(x, y, z) = (y+ z, x2 + z2, x3 + y3)
je potenciálńım polem v E3.

Ř e š e n ı́ : Výpočtem rotace f dostáváme:

rot f(x, y, z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i, j, k

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

y + z, x2 + z2, x3 + y3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(
3y2 − 2z, 1− 3x3, 2x− 1

)
.

Jelikož výsledkem neńı nulové vektorové pole v E3, vektorové pole f neńı potenciálńı
pole v E3.

V daľśıch odstavćıch budeme formulovat postačuj́ıćı podmı́nku, jej́ıž platnost již
zajǐst’uje, že dané tř́ırozměrné vektorové pole f je potenciálńı v oblasti D ⊂ E3. K tomu
budeme potřebovat pojem “jednoduše souvislé oblasti” v E3.

V.3.5. Jednoduše souvislá oblast v E3. Oblast D ⊂ E3 nazýváme jednoduše
souvislou, pokud každou uzavřenou křivku C v D můžeme spojitě změnit (stáhnout)
v bod v D, aniž přitom kdykoliv oblast D opust́ıme.

Př́ıklady jednoduše souvislých oblast́ı v E3 jsou celý prostor E3, poloprostor, E3

minus polopř́ımka, vnitřek koule, kvádru, krychle nebo jakékoliv jiné uzavřené plochy
atd. Př́ıklady oblast́ı v E3, které nejsou jednoduše souvislé, jsou E3 minus celá př́ımka,
vněǰsek válcové plochy x2 + y2 = r2 (r > 0), vnitřek nebo vněǰsek tzv. anuloidu atd.

Již několikrát jsme se zmı́nili o tom, že v E3 se vyskytuj́ı množiny podstatně roz-
manitěǰśıch tvar̊u i vlastnost́ı, než v E2. To je také d̊uvodem, proč v E3 lze definovat
ještě jiný a odlǐsný typ jednoduše souvislých oblast́ı. Pojednáváme o tom v odstavci
V.4.8.
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V.3.6.∗ Poznámka. V definici V.3.5, podobně jako v definici V.2.4, se opět spoléháme
na intuici čtenář̊u a pomáháme si výrokem “spojitě stáhnout v bod v oblasti D, aniž
přitom opust́ıme D”, jehož význam nebyl přesně definován. Náročněǰśı čtenáři mohou
přesnou definici nalézt v odstavci V.2.5.

V.3.7. Věta. (Potenciálńı pole v E3 – postačuj́ıćı podmı́nka.) Necht’

a) D je jednoduše souvislá oblast v E3 a

b) f je vektorové pole v D, které má v D spojité parciálńı derivace a které splňuje
podmı́nku (V.3.1): rot f = 0 v D.

Pak f je potenciálńı pole v D.

Důkaz této věty neukazujeme. Jeho ideou je, stejně jako v d̊ukazu věty V.2.6, demon-
strace toho, že cirkulace vektorového pole f po každé uzavřené křivce v D je nulová.
Postup je však komplikovaněǰśı, než v př́ıpadě věty V.2.6 a mı́sto Greenovy věty je
založen na užit́ı Stokesovy věty.

V.3.8. Jak poznáme, zda dané vektorové pole je potenciálńı. Předpokládejme,
že pole f má spojité parciálńı derivace v oblasti D ⊂ E3. Pak můžeme postupovat podle
následuj́ıćıho schématu:

Je splněna rovnost

rot f = 0

v oblasti D?



ANO Je D jednoduše
souvislá oblast?



ANO Pak f je
potenciálńı
pole v D.
(Věta V.3.7.)

NE Podle věty
V.3.7 nelze
rozhodnout, zda f
je potenciálńı
pole v D.

NE Pak f neńı
potenciálńı
pole v D.
(Věta V.3.1.)

V.3.9. Jak nalézt potenciál. Až na malé a zřejmé modifikace můžeme použ́ıt obě
metody, vysvětlené v odstavci V.2.10. Užit́ı prvńı metody ukážeme v př́ıkladu V.3.10.

V.3.10. Př́ıklad – gravitačńı pole. Intenzita gravitačńıho pole, vytvořeného hmotným
bodem hmotnosti m, umı́stěným v E3 v počátku souřadného systému, je

g(x, y, z) = −κm (xi + yj + zk)

(x2 + y2 + z2)3/2
(pro x2 + y2 + z2 > 0),

kde κ je Newtonova gravitačńı konstanta. Oblast D = {[x, y, z] ∈ E3; x2 + y2 + z2 >
0} (E3 minus počátek souřadného systému) je jednoduše souvislá. Výpočtem rotace g
zjist́ıme, že rot g = 0 v D. Podle věty V.3.7 je pole g potenciálńım polem v D.

Vypoč́ıtejme potenciál ϕ pole g. Z rovnosti g = gradϕ vyplývaj́ı tři rovnice:

125



∂ϕ

∂x
= − κmx

(x2 + y2 + z2)3/2
,

∂ϕ

∂y
= − κmy

(x2 + y2 + z2)3/2
,

∂ϕ

∂z
= − κmz

(x2 + y2 + z2)3/2
.

Integraćı prvńı rovnice podle x obdrž́ıme:

ϕ(x, y, z) = −
∫

κmx dx

(x2 + y2 + z2)3/2
= 1) −

∫
κm

2t3/2
dt =

κm

t1/2
+ c1(y, z)

=
κm√

x2 + y2 + z2
+ c1(y, z).

1) Použili jsme substituci t = x2 + y2 + z2.

Podobně, integraćı druhé rovnice podle y a třet́ı rovnice podle z, źıskáme:

ϕ(x, y, z) =
κm√

x2 + y2 + z2
+ c2(x, z) a ϕ(x, y, z) =

κm√
x2 + y2 + z2

+ c3(x, y).

Porovnáńım všech tř́ı vyjádřeńı ϕ(x, y, z) zjist́ıme, že integračńı konstanty je možné
volit tak, že c1(y, z) = c2(x, z) = c3(x, y) = c, kde c je konstanta, nezávislá na x, y a z.
Potenciálem gravitačńıho pole g v oblasti D tud́ıž je funkce

ϕ(x, y, z) =
κm√

x2 + y2 + z2
+ c.

Vektorová funkce xi + yj + zk ≡ (x, y, z) bývá ve fyzice často nazývána “radius
vektor” a označována r. Pomoćı této funkce můžeme g i ϕ zapsat:

g(r) = −κm r

‖r‖3
, ϕ(r) =

κm

‖r‖
+ c.

Analogický tvar jako g má i elektrostatické pole, vytvořené bodovým nábojem,
umı́stěným v počátku. Takové elektrostatické pole je rovněž potenciálńım polem v D a
jeho potenciál má opět podobný tvar, jako ϕ.

V.4.∗ Solenoidálńı pole.

Původem řecké slovo “solenoid” ve fyzice označuje ćıvku. V matematice se “solenoi-
dálńım polem” začalo nazývat v́ı̌rivé, rotačńı vektorové pole. Později se termı́n “solenoi-
dálńı pole” ustálil jako označeńı pole, které je v jistém smyslu protikladem potenciálńıho
pole: Zat́ımco potenciálńı pole může obsahovat zdroje (zř́ıdla), ale nikoliv v́ıry (viz
odstavce V.1.7 a V.3.2), solenoidálńı pole může obsahovat v́ıry, nikoliv však zř́ıdla. (To
poznáte v odstavci V.4.3.)

V tomto textu se omeźıme na studium solenoidálńıho pole v E3. Dvourozměrného
solenoidálńıho pole se týká poznámka V.4.13.

V.4.1. Solenoidálńı vektorové pole v E3. Vektorové pole f v oblasti D ⊂ E3

nazýváme solenoidálńı pole v D, jestliže existuje vektorové pole (= vektorová funkce)
w v D takové, že

(V.4.1) f = rot w

v D. Vektorovou funkci w pak nazýváme vektorový potenciál pole f v D.
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Jistě jste si všimli jisté podobnosti definice potenciálńıho pole a solenoidálńıho pole
v oblasti D ⊂ E3: Pole f je potenciálńı, je-li je možné vyjádřit ve tvaru f = gradϕ, a
solenoidálńı, dá-li se zapsat ve tvaru f = rot w. (Funkce ϕ, respektive w, se pak nazývaj́ı
potenciál, respektive vektorový potenciál, pole f .) S daľśı podobnost́ı se seznámı́me
v následuj́ıćı větě: zat́ımco pole f je potenciálńı v oblasti D právě když cirkulace f po
každé uzavřené křivce v D je nulová (viz větu V.1.7), pole f je solenoidálńı v oblasti D
právě když jeho tok každou uzavřenou plochou v D je nulový.

V.4.2. Věta. Předpokládejme, že f je spojité vektorové pole v oblasti D ⊂ E3. Pak
následuj́ıćı dva výroky jsou ekvivalentńı:

a) f je solenoidálńı pole v D.

b) Tok pole f každou uzavřenou plochou v D je nulový.

D ů k a z : Implikace a) =⇒ b) je okamžitým d̊usledkem poznámky IV.5.11: Předpoklá-
dejme, že pole f je solenoidálńım polem v D a w je jeho vektorový potenciál. Tok pole
f uzavřenou plochou σ v D je roven∫∫

σ

f · dp =

∫∫
σ

rot w · dp = 0.

Důkaz opačné implikace, tj. b) =⇒ a), je náročněǰśı a v tomto textu jej neuvád́ıme.

V.4.3 Poznámka. Solenoidálńı pole se též často označuje termı́nem nezř́ıdlové pole.
Věta V.4.2 ukazuje d̊uvod pro toto označeńı. Kdyby totiž uvnitř pole f existovala nějaká
zř́ıdla (zdroje), pak by tok pole f uzavřenou plochou, obklopuj́ıćı tato zř́ıdla, nemohl
být nulový a pole by tud́ıž nebylo solenoidálńı.

V.4.4. Věta. (Solenoidálńı pole – nutná podmı́nka.) Předpokládejme, že f je
solenoidálńı pole v oblasti D ⊂ E3, které má spojité parciálńı derivace v D. Pak

(V.4.2) div f = 0 v D.

D ů k a z : Je-li w vektorový potenciál f v D, pak f = rot w v D a podmı́nka (V.4.2)
je okamžitým d̊usledkem formule (IV.5.2).

V.4.5. Poznámka. Podmı́nka (V.4.2) je nutnou podmı́nkou pro to, aby pole f mohlo
být v oblasti D solenoidálńı. Neńı však podmı́nkou postačuj́ıćı. To znamená, že pouze
z platnosti podmı́nky (V.4.2) nelze odvodit, zda pole f v oblasti D solenoidálńı je nebo
neńı. Toto je možné ilustrovat na př́ıkladu gravitačńıho pole

g(x, y, z) = −κm (xi + yj + zk)

(x2 + y2 + z2)3/2
(pro x2 + y2 + z2 > 0)

v oblasti D = {[x, y, z] ∈ E3; x2 + y2 + z2 > 0} z odstavce V.3.10. Výpočtem divergence
g můžete zjistit, že

div g = − ∂

∂x

κmx

(x2 + y2 + z2)3/2
− ∂

∂y

κmy

(x2 + y2 + z2)3/2
− ∂

∂z

κmz

(x2 + y2 + z2)3/2

= − 3κm

(x2 + y2 + z2)3/2
+

3κm (x2 + y2 + z2)

(x2 + y2 + z2)5/2
= 0
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v D. Nyńı poč́ıtejme tok pole g kulovou plochou σ : x2 + y2 + z2 = R2 (R > 0), ori-
entovanou směrem vně. Gaussovu–Ostrogradského větu nemůžeme použ́ıt, nebot’ vek-
torové pole nemá spojité parciálńı derivace, dokonce ani neńı definované, v bodě [0, 0, 0],
který se nacháźı v Int σ. Nicméně, tok pole g plochou σ můžeme snadno vypoč́ıtat,
uvědomı́me-li si, že na ploše σ je normálový vektor

n(x, y, z) =
xi + yj + zk√
x2 + y2 + z2

=
xi + yj + zk

R
,

vektorová funkce g má na ploše σ tvar

g(x, y, z) = −κm (xi + yj + zk)

(x2 + y2 + z2)3/2
= −κm (xi + yj + zk)

R3

a skalárńı součin g · n tud́ıž je:

g(x, y, z) · n(x, y, z) = −κm (xi + yj + zk)

R3
· (xi + yj + zk)

R
= −κm

R2
.

Nyńı dostáváme:∫∫
σ

g · dp =

∫∫
σ

g · n dp = −κm
R2

∫∫
σ

dp = −κm
R2

4πR2 = −4κmπ.

(Využili jsme známého vzorce pro obsah kulové plochy.) Jelikož tok pole g uzavřenou
plochou σ, nacházej́ıćı se v oblasti D, je nenulový, pole g nemůže být solenoidálńı v D.
(Bylo by to ve sporu s tvrzeńım věty V.4.2.)

Podmı́nku (V.4.2) však můžeme využ́ıt takto: Jestliže nějaké vektorové pole v oblasti
D podmı́nce (V.4.2) nevyhovuje, znamená to, že neńı solenoidálńı v D.

V.4.6. Př́ıklad. Rozhodněme, zda vektorové pole f(x, y, z) = (x+ y, y2 + z2, z3 +x3)
je solenoidálńım polem v E3.

Ř e š e n ı́ : Výpočtem divergence f dostáváme:

div f(x, y, z) =
∂

∂x
(x+ y) +

∂

∂y
(y2 + z2) +

∂

∂z
(z3 + x3) = 1 + 2y + 3z2.

Jelikož výsledkem neńı nulová funkce v E3, vektorové pole f neńı solenoidálńı v E3.

V daľśıch odstavćıch zformulujeme postačuj́ıćı podmı́nku, jej́ıž platnost již zajǐst’uje,
že dané vektorové pole f je solenoidálńı v oblasti D ⊂ E3. K tomu budeme potřebovat
pojem “plošně jednoduše souvislé oblasti” v E3.

V.4.7. Plošně jednoduše souvislá oblast v E3. Oblast D ⊂ E3 nazýváme plošně
jednoduše souvislou, pokud každou uzavřenou plochu σ v D je možné spojitě změnit
(stáhnout) v bod v D, aniž přitom kdykoliv oblast D opust́ıme.

Plošně jednoduše souvislou oblast v E3 by také bylo možné definovat jako oblast D
s tou vlastnost́ı, že vnitřek každé uzavřené plochy v D je podmnožinou D.

Př́ıklady plošně jednoduše souvislých oblast́ı v E3 jsou celý prostor E3, poloprostor,
E3 minus polopř́ımka, E3 minus celá př́ımka, vnitřek anuloidu, koule, kvádru, krychle
nebo jakékoliv jiné uzavřené plochy atd. Př́ıklady oblast́ı v E3, které nejsou plošně
jednoduše souvislé, jsou E3 minus bod, E3 minus omezená uzavřená množina, vněǰsek
jakékoliv uzavřené plochy atd.
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V.4.8. Poznámka. Upozorňujeme čtenáře, že termı́n “plošně jednoduše souvislá oblast”
neńı ustálený. Někteř́ı autoři vynechávaj́ı slovo “plošně”. Pak ovšem může doj́ıt k záměně
s “jednoduše souvislou oblast́ı”, definovanou v odstavci V.3.6.

V definici V.4.7, stejně jako v definićıch V.2.4 a V.3.6, opět spoléháme na intuici
čtenář̊u a věř́ıme, že správně pochoṕı, co přesně mı́ńıme výrokem “spojitě stáhnout
v bod v D, aniž přitom opust́ıme D”.

V.4.9. Věta. (Solenoidálńı pole – postačuj́ıćı podmı́nka.) Necht’

a) D je plošně jednoduše souvislá oblast v E3 a

b) f je vektorové pole v D, které má v D spojité parciálńı derivace a které splňuje
podmı́nku (V.4.2): div f = 0 v D.

Pak f je solenoidálńı pole v D.

D ů k a z : Ukážeme, že tok vektorového pole f každou uzavřenou plochou v D je nulový.
Z toho již vyplývá, že f je solenoidálńı pole v D. (Viz větu V.4.2.) Bud’ tedy σ libovolná
uzavřená plocha v D. Jelikož D je plošně jednoduše souvislá oblast, Int σ ⊂ D. Užit́ım
Gaussovy–Ostrogradského věty dostáváme:∫∫

σ

f · dp = ±
∫∫∫

Int σ

div f dx dy dz = 0.

(Znaménko “+” plat́ı, je-li plocha σ orientovaná směrem vně a “−” plat́ı, je-li plocha σ
orientovaná směrem dovnitř. Jelikož integrál na pravé straně je ale roven nule, znaménko
neńı d̊uležité.)

Z d̊ukazu je patrné, proč předpokládáme, že oblast D je plošně jednoduše souvislá:
bez toho nev́ıme, zda Int σ ⊂ D a zda můžeme použ́ıt Gaussovu–Ostrogradského větu.

V.4.10. Jak poznáme, zda dané vektorové pole je solenoidálńı. Předpokládejme,
že vektorová funkce f má spojité parciálńı derivace v oblasti D ⊂ E3. Chceme-li poznat,
zda f je solenoidálńı pole v D, můžeme postupovat podle následuj́ıćıho schématu:

Je splněna rovnost

div f = 0

v oblasti D?



ANO Je D plošně
jednoduše souvislá
oblast?



ANO Pak f je
solenoidálńı
pole v D.
(Věta V.4.9.)

NE Podle věty V.4.9
nelze rozhodnout,
zda f je solenoidálńı
pole v D.

NE Pak f neńı
solenoidálńı
pole v D.
(Věta V.4.4.)

V.4.11. Př́ıklad. f(x, y, z) =
(
2x − y, z − y, x − z) Vyšetřeme, zda f je solenoidálńı

pole v E3.

Ř e š e n ı́ : Podmı́nka (V.4.2) je splněna, nebot’

129



div f(x, y, z) =
∂

∂x
(2x− y) +

∂

∂y
(z − y) +

∂

∂z
(x− z) = 2− 1− 1 = 0

v E3. Celý prostor E3 je plošně jednoduše souvislá oblast. Pole f je tud́ıž podle věty
V.4.9 solenoidálńı v E3.

V.4.12. Př́ıklad – elektrostatické a magnetické pole. Představme si, že oblast
D ⊂ E3 je vyplněna homogenńım prostřed́ım s permitivitou ε a permeabilitou µ.
V D protéká elektrický proud s hustotou J a elektrické náboje jsou rozloženy s hus-
totou ρ. Označme E intenzitu elektrického pole a B intenzitu magnetického pole v D.
Předpokládejme, že E ani B nezáviśı na čase a jsou tud́ıž vektorovými funkcemi pouze
prostorových proměnných x, y a z. V takovém př́ıpadě mı́sto “elektrické pole” častěji
použ́ıváme označeńı “elektrostatické pole”. V teorii elektromagnetického pole se dokazuje,
že vektorová pole E a B vyhovuj́ı v oblasti D tzv. Maxwellovým rovnićım:

rot E = 0, div E = ρ/ε,

rot B = µJ, div B = 0.

Zamysleme se nad t́ım, co Maxwellovy rovnice vypov́ıdaj́ı o charakteru poĺı E a B.
Předpokládejme pro jednoduchost, že oblast D je jednoduše souvislá i plošně jednoduše
souvislá.

Z rovnice rot E = 0 vyplývá, že E je potenciálńım polem v D. (Věta V.3.7.)
Rovnice div E = ρ/ε ukazuje, že E obecně nemuśı být v D solenoidálńım polem. (Věta
V.4.3.) E je solenoidálńım polem v D tehdy, je-li ρ = 0 v D. (Věta V.4.9.)

Rovnice rot B = µγE ukazuje, že pole B obecně neńı v oblasti D potenciálńı. (Věta
V.3.1.) B je potenciálńım polem v D pouze tehdy, je-li hustota J elektrického proudu
v oblasti D nulová. (Věta V.3.7.) Z rovnice div B = 0 vyplývá, že B je solenoidálńım
polem v D. (Věta V.4.9.)

Pole E je tedy nev́ı̌rivé v D a pole B nemá v D zř́ıdla (= zdroje). Pokud je ρ = 0
v D, nemá ani pole E zř́ıdla v D. Pokud je hustota elektrického proudu v D nulová, je
pole B také nev́ı̌rivé v D.

V.4.13. Dvourozměrné solenoidálńı pole. Je-li D oblast v E2 a vektorový potenciál
w v oblasti D = D × E1 = {[x, y, z] ∈ E3; [x, y] ∈ D, z ∈ E1} má tvar w =(
0, 0, ψ(x, y)

)
, pak odpov́ıdaj́ıćım solenoidálńım vektorovým polem v D je

f = rot w =

(
∂ψ

∂y
(x, y), −∂ψ

∂x
(x, y), 0

)
.

Vid́ıme, že f má třet́ı souřadnicovou funkci nulovou a prvńı dvě souřadnicové funkce
záviśı pouze na proměnných x a y. Takové vektorové pole můžeme považovat za dvouroz-
měrné pole, neboli za vektorové pole v oblasti D v E2. Označ́ıme-li U a V prvńı dvě
souřadnicové funkce f , pak

(V.4.3) U(x, y) =
∂ψ

∂y
(x, y), V (x, y) = −∂ψ

∂x
(x, y)

pro [x, y] ∈ D. Vektorové pole (U, V ), jehož souřadnicové funkce U a V je možné vyjádřit
t́ımto zp̊usobem (tj. existuje skalárńı funkce ψ v D taková, že U a V vyhovuj́ı rovnićım
(V.4.3)) nazýváme solenoidálńım polem v oblasti D v E2.

Z rovnic (V.4.3) je okamžitě patrné, že pole (U, V ) je solenoidálńı v oblasti D ⊂
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E2 právě tehdy, je-li odpov́ıdaj́ıćı kolmé pole (−V, U) potenciálńı v téže oblasti D.
(Potenciálem pole (−V, U) pak je evidentně funkce ψ.) Na otázky jak se pozná zda
zadané pole (U, V ) je v oblasti D solenoidálńı, jaká je nutná podmı́nka pro to, aby
pole (U, V ) mohlo být v D solenoidálńı, jaká je postačuj́ıćı podmı́nka atd., lze nyńı
snadno odpovědět. Prostě zaměńıme pole (U, V ) za (−V, U), termı́n “solenoidálńı” za
“potenciálńı” a použijeme výsledky z kapitoly V.2 o dvourozměrném potenciálńım poli.
Spokoj́ıme-li se pro jednoduchost s vektorovým polem (U, V ), jehož souřadnicové funkce
U a V maj́ı v D spojité parciálńı derivace, pak konkrétně obdrž́ıme:

a) Nutnou podmı́nkou pro to, aby pole (U, V ) mohlo být v D solenoidálńı, je platnost
rovnice

(V.4.4)
∂U

∂x
+
∂V

∂y
= 0 v D.

b) Postačuj́ıćı podmı́nkou, která zaručuje, že pole (U, V ) je solenoidálńı v D, je
současná platnost rovnice (V.4.4) a předpokladu o tom, že oblast D je jednoduše
souvislá.

Na závěr se ještě zmiňme o jiné vlastnosti, která charakterizuje dvourozměrné sole-
noidálńı pole (U, V ). Z věty V.1.7 v́ıme, že pole (−V, U) je potenciálńı v D právě když
jeho cirkulace po každé uzavřené křivce C v D je nulová, neboli

(V.4.5) 0 =

∮
C

(−V, U) · ~τ ds =

∮
C

(U, V ) · ~ν ds,

kde ~τ = (τ1, τ2) je jednotkový tečný vektor ke křivce C a ~ν = (τ2,−τ1) je jednotkový
kolmý vektor ke křivce C. Posledńı integrál na pravé straně (V.4.5) lze, v analogii
s názvem plošného integrálu na pravé straně (IV.4.1), nazvat tokem vektorového pole
(U, V ) křivkou C. Odvodili jsme tedy tvrzeńı: Vektorové pole (U, V ) je v oblasti D ⊂ E2

solenoidálńı právě když jeho tok každou uzavřenou křivkou C v D je nulový. (Jinými
slovy a ne zcela přesně: Co do vnitřku křivky C přitéká, to také odtéká.)

V.5. Cvičeńı.

1. Najděte maximálńı oblasti v E2, ve kterých je vektorové pole f definované.
V každé nalezené oblasti ověřte, zda je v ńı f potenciálńım polem. V kladném
př́ıpadě najděte potenciál ϕ a vypoč́ıtejte integrál

∫ B
A

f · ds. (Viz odstavce V.2.8,
V.2.10 a V.1.5.)

a) f(x, y) = (y2, 2xy), A = [1, 3], B = [3, 2],

b) f(x, y) =
−i + j

(x− y)2
, A = [1, 2], B = [4, 1],

c) f(x, y) = (x2, y2), A = [0, 0], B = [3, 5],

d) f(x, y) =

(
y2 − x√

y − x2
− 1, 2xy +

1

2
√
y − x2

)
, A = [0, 1], B = [1, 2],

e) f(x, y) =
y2

√
x

i + 4y
√
x j, A = [1, 2], B = [4,−2],
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f) f(x, y) =

(
1− y2 +

1

2
√
y2 + x

,
y√
y2 + x

− 2xy

)
, A = [−3, 2], B = [3, 1],

g) f(x, y) = (xy, x+ y), A = [0, 0], B = [1, 1],

h) f(x, y) =
−y i + x j

(x− y)2
, A = [2, 1], B = [6, 2],

i) f(x, y) =
(
x3y2 + x, y2 + yx4

)
, A = [3,−1], B = [1, 5],

j) f(x, y) =
(
1 + y2 sin 2x, −2y cos2 x

)
, A = [π, 1], B = [π/2, 2],

k) f(x, y) =

(
ln y − ey

x2
,

ey

x
+
x

y

)
, A = [1, 1], B = [1, 2],

l) f(x, y) =

(
x− 2y

(y − x)2
+ x,

y

(y − x)2
− y2

)
, A = [0, 1], B = [1, 4],

m) f(x, y) =
4x i + y j

4x2 + y2 − 4
, A = [0, 0], B = [0, 2],

n) f(x, y) = (y sin x, y − cos x), A = [0, 1], B = [5, 2],

o) f(x, y) = (cos(2y) + y + x, y − 2x sin(2y) + x), A = [0, 0], B = [−2, 2].

2. V jaké maximálńı oblasti D ⊂ E3 je funkce ϕ potenciálem vektorového pole f ?
Určete pole f ? Vypoč́ıtejte práci, vykonanou p̊usobeńım śıly f po křivce vedoućı
od bodu A do bodu B. (Viz odstavce V.1.3 a V.1.5.)

a) ϕ(x, y, z) = xy + xz + yz, A = [−1, 2,−1], B = [3, 4, 1],

b) ϕ(x, y, z) = ln |x2 + y2 + z2 − 1|, A = −1, 1, 2], B = [−3, 4,−1].

3. Najděte maximálńı oblasti v E3, ve kterých je vektorové pole f definované.
V každé oblasti ověřte, zda je v ńı pole f potenciálńı. V kladném př́ıpadě určete
potenciál. (Viz odstavce V.3.8 a V.2.10.)

a) f(x, y, z) =

(
y2

z
,

2xy

z
,−xy

2

z2

)
, b) f(x, y, z) =

(
x

x2 + y2
,

y

x2 + y2
, 2z

)
,

c) f(x, y, z) =
−x i− y j + k/2√

z − x2 − y2
, d) f(x, y, z) =

(
2x− y
x2 + y2

,
x+ 2y

x2 + y2
, ln z

)
,

e) f(x, y, z) =

(
1√
x

sin z − y2, −2xy, 2
√
x cos z

)
,

f) f(x, y, z) = y2i + z2j + x2k,

g) f(x, y, z) =

(
z

x− y
,

z

y − x
, ln (x− y) +

1√
z

)
,

h) f(x, y, z) =
x i + y j + z k√
x2 + y2 + z2

,

i) f(x, y, z) =
(
ex(y + z2), ex, zex

)
,

j) f(x, y, z) =
(
x− y, y2, x+ z

)
,
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k) f(x, y, z) =

(
−y

x2 + y2
,

x

x2 + y2
, 2z

)
,

l) f(x, y, z) =

(
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

,
1

z

)
.

4.∗ V jakých maximálńıch oblastech v E3 je je vektorové pole f definované? V každé
nalezené oblasti ověřte, zda je v ńı pole f solenoidálńı. (Viz V.4.11.)

a) f(x, y, z) =
(
y2, z2, x2

)
, b) f(x, y, z) =

(
z − y, x− z, y − z

)
,

c) f(x, y, z) =
(
x, y, −2z

)
, d) f(x, y, z) =

(
x

y
,
√
z − x2, − z

y

)
,

e) f(x, y, z) =
(
y, z, x2

)
, f) f(x, y, z) =

(
xy, 1− y2, yz

)
,

g) f(x, y, z) =
(yz, xz, −xy)

y2 + z2 − 1
, h) f(x, y, z) =

(
5x2, y − z, ln z

)
.

5.∗ f(x, y, z) =

(
x− y + z

(x2 + y2 + z2)3/2
,

x+ y − z
(x2 + y2 + z2)3/2

,
−x+ y + z

(x2 + y2 + z2)3/2

)
a) Ukažte, že div f = 0 v E3 − {[0, 0, 0]}. (Viz odstavec IV.5.1.)

b) Vypoč́ıtejte tok pole f kulovou plochou se středem v počátku a poloměrem
r = 1, orientovanou směrem vně. (Viz odstavec V.4.5.)

c) Rozhodněte, zda f je solenoidálńı pole v E3−{[0, 0, 0]}. Odpověd’ zd̊uvodněte.
(Viz odstavec V.4.5.)

d) Určete oblast v E3, ve které je pole f solenoidálńı. (Viz odstavec V.4.11.)
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– lokálńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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– vektorové . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
posloupnost v En . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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– zobecněné polárńı . . . . . . . . . . . . . . . 59
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