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Predmluva

Geometrické modelovanie je dynamicky sa rozvijajaca cast pocitacovej grafiky, ktorej zavaz-
nost a sila pramenia zo synergického efektu dosiahnutého syntézou analytickych a syntetic-
kych metdd a technik modelovania pouzivanych pri reprezentécii a opise objektov zlozitych
tvarov. Matematické analytické modely umoziiuja nielen komplexne opisat modelovany objekt
a jeho tvarové charakteristiky, ale poskytuja aj aparat na analyzu tvaru geometrického objektu,
jeho jednoduchd zmenu a prispésobenie pozadovanym tvarovym charakteristikam kladenym na
model.

Ro6zne metddy reprezentacie objektov vyuzivaji mnozstvo tvarovacich parametrov, ktoré
maju vicsinou elegantnt geometrickd interpretaciu a Siroké spektrum variabilnosti. Najaktual-
nejsimi znamymi metédami reprezentacie kriviek a ploch vSeobecnych tvarov, ktoré sa objavili
za poslednych dvadsat rokov a v sti¢asnosti sa intenzivne vyuZivaji v geometrickom modelovani,
st B-spline a NURBS reprezentacia. Dnes st uz takmer vSetky vysoko kvalitné, najcastejsie po-
uzivané a uzivatelsky oblubené systémy modelovania s podporou pocitatov CAGD a CAGM
vyvijané prave na teoretickom zaklade NURBS reprezentacie interpola¢nych, resp. aproximac-
nych utvarov. NURBS reprezentacia je matematicky pomerne zlozity aparat, ktory sa postupne
vyvinul zovSeobecnenim klasickych reprezentécii, obsahuje tieto ako svoje Specidlne pripady
a prinasa nové moznosti tvarovania a modelovania pomocou prirodzenych tvarovacich nastrojov
so zrejmou geometrickou interpreticiou. Predstavuje teda vSeobecny matematicky aparat geo-
metrického modelovania tvaru, ktory je Siroko pouzitelny a aplikovatelny v roznych odvetviach
vedy a techniky, v numericky riadenej vyrobe, v architektture a dizajne, v pocitacovom ument,
hrach ¢i filmovych animéciach, ale aj v medicine, bioldgii a vSeobecne v pocitacom podporova-
nych simuléciach a vizualizacii vedeckych pokusov a procesov, napr. vo fyzike mikrocastic, teorii
stran alebo v sti¢asnej kozmologii.

Napriek tejto skutocnosti, je teéria NURBS kriviek a ploch stéle pomerne zahadnou a neu-
chopenou tedriou, v ktorej zostava mnoho nejasnosti tykajicich sa vyuzitelnosti v8etkych vyhod
a uzasnej geometrickej variability pri interaktivnom modelovani tvaru. Nedostatocné zvladnutie
teoretického aparatu NURBS reprezentacie presuva vyuzitie poskytovaného mocného modelo-
vacieho nastroja len na intuitivnu troven. NURBS reprezentacia vSak umoznuje okrem iného
flexibilny dizajn a variabilnost tvaru, lokélne tvarovanie, volbu stupiia geometrickej spojitosti,
afinn® a projektivnu invariantnost, jednotny matematicky aparat pre modelovanie Standardnych
analytickych i zlozitych komplexnych tvarov, redukuje naroky na kapacitu paméte pri archivo-
vani tvarov, a numericky stabilné a presné algoritmy umoziuja jednoduché a rychle spracovanie
vypoctov. Nesmiernou vyhodou NURBS reprezentacie je aj skuto¢nost, Ze uchovava geometrick
informéciu vo forme, ktora bude aktudlna minimélne nasledujicich 20 rokov.

Publikicia je teoretickym, praktickym a zaroven didakticky umne spracovanym tvodom
do tedrie NURBS kriviek s ciefom priblizit dant problematiku nielen z pohladu teoretického,
ale aj z hladiska jej praktického pouzitia v technickej praxi a aplikdcidch. Zakladny teoreticky
matematicky aparat je bohato ilustrovany prehladnymi obrédzkami a obohateny praktickymi
prikladmi a vypoctami. Uvedené testovacie metriky pre porovnanie presnosti interpola¢nych
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metdd a rozsiahla databaza vysledkov testovania presnosti interpolacnych NURBS metod pri
modelovani daného tvaru s posiidenim tspesnosti jednotlivych metéd st vitanym pomocnikom
pri praktickom vybere vhodnej metédy. Obzvl&st cennym je prinos publikacie z hladiska vyuzitia
pri §tudiu, kedZe prindsa komplexny pohlad na teériu NURBS kriviek na odborne vysokej tirovni
a s mnozstvom kvalitnych ilustracii a rieSenych prikladov.

Daniela Velichova



Uvod

Publikace podava uceleny prehled o metodich matematického modelovani rovinnych i pro-
storovych kiivek obecného tvaru zadanych posloupnosti bodi pomoci NURBS (NeUniformni
Racionalni B-Spline) reprezentace, tj. kiivek po ¢astech parametrizovanych racionalnimi funk-
cemi. Tato reprezentace nachazi v souc¢asné dobé fadu bezprostfednich aplikaci v CA (Compu-
ter Aided) systémech zaloZenych na poéita¢em podporovanych technologiich, jako napf. CAD
(Computer Aided Design), CAGD (Computer Aided Geometric Design), CAM (Computer Ai-
ded Manufacturing), CAE (Computer Aided Engineering), apod. V prubéhu celého konstrukéné
vyvojového procesu se uzivatelé CA systémi bézné dostavaji do styku s NURBS reprezentaci
a jejl nesmirnou geometrickou variabilitou danou znaénym mnozstvim tvarovacich nastroju —
modifikatord vysledného tvaru NURBS ktivky.

Ctenai zde nalezne podrobné objasnéni teoretického principu NURBS reprezentace, jeho
pochopeni je nezbytné pri modelovani objektti pozadovaného tvaru a geometrickych vlastnosti.
Kniha poskytuje uzivateli potfebnou orientaci v mnozstvi tvarovacich nastrojd NURBS repre-
zentace (fidici body, defini¢ni body, stupe kiivky, uzly, uzlovy vektor, vahy Fidicich bod, vektor
parametrizace, okrajové podminky), jejichz hodnoty ovliviiuji vysledny tvar NURBS kfivky. Pfi
interaktivnim navrhu v CA systémech jsou konkrétni hodnoty tvarovacich nastroju vyzadovany
systémem jako vstupni data, kterd je tfeba zadat, pripadné vhodné zvolit. Pouziti NURBS repre-
zentace bez hlubsi znalosti vede ¢asto k neuspokojivym vysledkim a neefektivni praci. Proto je
zde na radé prikladi demonstrovan samostatny i kombinovany vliv tvarovacich nastroju a kromé
formulace podminek, za nichz mtzeme ocekavat dobré vysledky, jsou zde uvedeny i takové kom-
binace, kterym je tieba se v praxi vyhnout, nebof mohou zcela selhat.

Publikace predstavuje rozsahlou studii stavajicich i autorkou nové navrzenych pfimych me-
tod stanoveni tvarovacich nastroji NURBS reprezentace a jejich vlivu na vysledny tvar NURBS
kiivky. Pfimé metody konstrukce tvarovacich nastroju predpokladaji (kromé zvoleného stupné
kiivky) jediny vstupni tdaj — zadanou posloupnost bodu. Konkrétni hodnoty tvarovacich na-
stroji 1ze potom velmi snadno stanovit, nebot jsou vypocteny pouze z polohy (kartézskych
soufadnic) zadanych bodd, coz je situace, ktera je v technické praxi nejbéznéjsi.

Spolehlivy a presny zptisob interpretace vstupnich dat je zdkladnim predpokladem tspésnosti
celého konstrukéné vyvojového procesu [6]. Proto je zde kladen zvlastni diraz na interpolac¢ni
metody interpretace zadané posloupnosti bodt a na jejich posouzeni z hlediska schopnosti pfesné
rekonstrukce libovolného tvaru ptvodni ktivky, ktera zadanou posloupnost bod obsahuje. Riz-
nymi kombinacemi bézné pouzivanych i nové navrzenych metod konstrukce tvarovacich nastroji
interpola¢nich NURBS kfivek byl sestaven soubor vybranych interpola¢nich metod. Soucasti pu-
blikace je podrobné testovani presnosti dosazené jednotlivymi metodami pii rekonstrukei tvaru
puvodni kiivky na vhodné zvolenych mnozinadch modelovych dat.

Vlastni téma publikace je usporddéno do Sesti kapitol se dvéma prilohami. Teoretickd cast
je shrnuta v prvnich péti kapitolach, Sestd kapitola je vénovana aplikaci uvedenych metod.
Prakticky postup konstrukce NURBS kfivek je uveden v prilohach. Zdrojové kédy nékterych
algoritmu jsou pfistupné na Internetu [11], [12], [13].
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Prvni kapitola Kfivky je vénovana definici, vymezeni a vysvétleni dilezitych pojmii, se kte-
rymi se pracuje v celé publikaci. Druha kapitola Aproxima¢ni NURBS kiivky obsahuje teoreticky
zéklad a shrnuti dtlezitych vlastnosti NURBS reprezentace. Tteti kapitola Tvarovaci nastroje
aproximacnich NURBS kfivek se vénuje zptusobtim stanoveni a detailnimu rozboru vlivu jednot-
livych tvarovacich nastroji na vysledny tvar aproxima¢ni NURBS kfivky. Vzhledem k tomu,
ze publikace je zaméfena zejména na oblasti konstrukce matematickych modeld tvarové obec-
nych kfivek, ve kterych je rozhodujicim pozadavkem presna reprodukce tvaru ptvodni vzorové
kiivky, je zde mimoiddné pozornost vénovana interpola¢nim metodam. Princip interpolace a po-
tfebny teoreticky zaklad je uveden ve ¢tvrté kapitole Interpola¢ni NURBS kiivky. Pata kapitola
Tvarovaci nastroje interpolacnich NURBS kfivek zkouma vliv jednotlivych zptisobi konstrukce
tvarovacich néstroji na tvar vysledné interpolac¢ni k¥ivky a tvori stézejni ¢ast publikace.

V Sesté kapitole Porovnani pfesnosti interpolacnich metod jsou nejprve definovany metriky;,
s jejichz pomoci lze presnost interpola¢nich metod posuzovat, a poté je uvedena rozsahla kom-
parativni analyza presnosti celkem 34 vybranych interpolacnich metod, které jsou definovany
riznymi kombinacemi jiz zavedenych i nové navrzenych metod konstrukce tvarovacich néastrojt
interpola¢nich NURBS ktivek.

Vzhledem k tomu, ze problematika NURBS reprezentace neni obecné pokladana za jednodu-
chou (viz [4] a [16]), je publikace doplnéna pfiklady modelovani konkrétnich kiivek. Aby nebyl
narusen vyklad uvedeny v teoreticky zamérenych kapitolach, jsou priklady uvedeny v pfilohach
na konci publikace. Pfiloha A obsahuje detailni postup modelovani aproximac¢ni NURBS kfivky,
priloha B obsahuje detailni postup modelovani interpola¢ni NURBS kiivky.

Zvolené nikoliv ryze matematické, ale spiSe prakticky a didakticky orientované pojeti celé
knihy bylo inspirovéno ¢lanky [4] a [16], které se zabyvaji NURBS reprezentaci z pedagogického
hlediska. Autofi upozornuji na momenty, které nejsou pro studenty snadno pochopitelné, a uva-
déji vlastni pristup k vyuce NURBS na vysokych technickych skolach. Ke zvolenému pojeti také
prispély vlastni zkusenosti autorky ziskané pii vyuce NURBS reprezentace v ramci bakalarského,
magisterského i doktorandského studia na Strojni fakulté CVUT v Praze. Nejsilngjsim podnétem
byl prakticky orientovany ¢lanek [7], kde autor upozoriiuje na uskali, se kterymi se uzivatel bez
dostatecného teoretického zazemi mtze setkat pfi interaktivnim navrhu tvaru objektu pomoci
NURBS reprezentace.

Pro efektivni pouziti NURBS reprezentace v technické praxi je nezbytné teorii NURBS dobfte
rozumeét a védét, jakym zplusobem zasdhne zména jednotlivych tvarovacich nastroju do vysled-
ného tvaru modelovaného objektu. Jinak se nesmirnd geometricka variabilita NURBS reprezen-
tace stane paradoxné brzdou.

Dovoluji si vyslovit touto cestou své upiimné podékovani doc. RNDr. Daniele Velichové, CSc.
a RNDr. Karoliné Kundratové, Ph.D. za peclivé pfecteni rukopisu této publikace a za poskytnuti
cennych rad i kritickych pfipominek, které znacnou mérou napomohly ke zkvalitnéni celého textu
vCetné doprovodnych obrazki.

Praha, zari 2007 Ivana Linkeova



Prehled pouzité symboliky

G e koeficient
[@,b] <o uzavieny interval z prostoru redlnych ¢isel,

obor parametrizace kiivky

A = (ag,a1,...,ay) = (ai)?zo .... obecny zpusob zapisu vektoru dat A, ktery obsahuje n+1
usporadanych prvki ag, ai,...,a,
A A* BB NNM,R W ..... bod,

polohovy vektor bodu
[AB| ..o vzdélenost bod A a B,

—
velikost vektoru AB

AB = B—-A) ... vektor uréeny pocate¢nim bodem A a koncovym
bodem B

b(Q). e jednotkovy vektor binormaly kiivky C(u) v bodé u = «

Don e et binormaéla kfivky C(u) v bodé u = «

Bin(u) oo Bernsteintiv polynom n-tého stupné

CF parametrickd spojitost k-tého fadu vektorové funkce
jedné promeénné,
parametrické spojitost k-tého radu ktivky,
parametrické spojitost k-tého fadu v bodé napojeni dvou
segmentl téze kiivky,
parametricka spojitost k-tého radu v bodé napojeni dvou
kiivek

CU) e kiivka dand bodovou rovnici

Cu), D(v) C(t) «vveeveeennn.. kiivka dané vektorovou rovnici,
aproximacni NURBS kfivka dana vektorovou rovnici,
interpolacni NURBS kiivka dané vektorovou rovnici

Cla) veiiiiii teény vektor NURBS kiivky v bodé u = «

CNa) oo vektor druhé derivace vektorové funkce NURBS kiivky

v bodé u =«

11
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CHE(u) oo k-ta derivace vektorové funkce kiivky dané vektorovou
rovnici,

k-ta derivace vektorové funkce NURBS kfivky dané vek-
torovou rovnici

CC(U) vt i-ty segment segmentované k¥ivky dané vektorovou rov-
nici

Co(u), Ci(u), Co(u), C3(u) ...... Coonsovy polynomy

CH(u), C1(u), Ch(u), C4(u) ...... prvni derivace Coonsovych polynomi

C{(u), CY{(u), C§(u), C§(u) ..... druhé derivace Coonsovych polynomi

AU odchylka interpolac¢ni krivky od teoretické ktivky

db odchylka teoretické krivky od interpola¢ni kiivky

dY odchylka teoretické a interpolac¢ni krivky

DU DU pur o absolutni chyba interpolace

E o presnost interpola¢ni metody

FoF zobrazeni

Fu) covviiiiii i bodova funkce jedné proménné

Fu) oo vektorové funkce jedné proménné

R e i-t4 hodnota parametru ve vektoru parametrizace

H, (ho,h1, ..., hz), (hi)?:o ........ vektor parametrizace

Hy(u),Hi(u), Hy(u), H3(u) ....... Hermitovy polynomy

T obor parametrizace bodové, resp. vektorové funkce,
obor parametrizace kiivky dané bodovou, resp. vektoro-
vou rovnici

K kfivka obecné

K() oo teoretickd kiivka dand vektorovou rovnici

L e délka i-tého ramene tidiciho polygonu,
délka i-tého ramene defini¢niho polygonu,
i-ta4 vzdalenost tézist dil¢ich fidicich polygont,
i-t& vzdalenost tézist dil¢ich definiénich polygont

Lo soucet vSech délek ramen ridicitho polygonu,
soucet vSech vzdalenosti t&zist dil¢ich Fdicich polygont,
soucet v8ech délek ramen defini¢niho polygonu,
soucet vSech vzdélenosti tézist dil¢ich definiénich poly-
gont

Li(w) oo i-ty Lagrangetv polynom

Li(u) covooiiii prvni derivace i-tého Lagrangeova polynomu
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L(w) oo Lagrangeova interpola¢ni kiivka
22 pocet uzlovych roztedi,
nejvyssi index posloupnosti uzli
£ P pocet ramen fidiciho polygonu,
nejvyssi index posloupnosti fidicich bodu
Tl e pocet ramen defini¢niho polygonu,

nejvyssi index posloupnosti defini¢nich bodu

N(Q) e ednotkovy vektor normaly kiiv u) v bodé u = «
jednotkovy vekt ily kiivky C bodé

Uy + e et normala kiivky C(u) v bodé u = «

Nip(u), Niﬁp(u) .................. i-t4 B-spline bazova funkce p-tého stupné

Ni(,];) (W) e k-té derivace i-té B-spline bazové funkce p-tého stupné

7 stupen bazovych funkci,

stupen krivky

(Pi)?:ov (ﬁi)?:o ................. Fidici polygon

Pi Py i-ty Fidici bod

(Qi)z‘ﬁzo .......................... defini¢ni polygon

Qi o i-ty defini¢ni bod

Qb oo te¢ny vektor v pocateénim bodé interpolaéni NURBS
kiivky

Q’ﬁ .............................. teCny vektor v koncovém bodé interpolacni NURBS
kiivky

QO oo vektor druhé derivace vektorové funkce v pocatecnim
bodé interpolacni NURBS kiivky dané vektorovou rov-
nici

QL vektor druhé derivace vektorové funkce v koncovém bodé

interpola¢ni NURBS krivky dané vektorovou rovnici

R oo prostor realnych c¢isel

R prostor dimenze n

R; p(u), Ei,p(u) ................... i-t4 racionalni bazova funkce p-tého stupné

By Uy Uy U oeeee e eei e parametr

(o) oo jednotkovy teény vektor kiivky C(u) v bodé u = «
|2 tecna kiivky C(u) v bodé u = «

T o tézisté definiéniho polygonu

T o tézisté i-tého dil¢iho fidiciho polygonu,

tézisté i-tého dil¢iho defini¢niho polygonu
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m
U7 ('LL(), uy, 7um)7 (UZ)Z_O
= ~ ~ ~ ~ \m /
U, (g, U1, ..., Umn), (ui)izo ....... uzlovy vektor
TR Y -ty uzel
[ui, ’LLZ'+1), [’ljz, ﬂiﬂ) ............... i-ta uzlova rozteé,
-ty interval uzlového vektoru
Vo vektorové zaméreni prostoru dimenze n
Wiy Wi erreee e eeei e véha i-tého ridictho bodu
n
W7 (w07w17’ 7wn)7 (wl)i:(y
gl ~ ~ ~ ~\n ’ v/ 1 7 o
W, (Wo, Wi, ..., Wy), (wi)izo ..... vahy Fidicich bodt
zi(u),zo(u),. .., xp(u) ool soufadnicové funkce bodové, resp. vektorové funkce jedné
proménné
z(u),y(u), z(v),yg(v) ..cococoiin.. soufadnicové funkce bodové, resp. vektorové funkce jedné
proménné rovinné kiivky dané bodovou, resp. vektorovou
rovnici

Z(0),y(v),2(V) coii soufadnicové funkce bodové, resp. vektorové funkce jedné
proménné prostorové krivky dané bodovou, resp. vekto-
rovou rovnici

Oy € e realné ¢islo

el el M relativni chyba interpolace

D e normalova rovina

Oy W e thel

D e rektifika¢ni rovina

7 oskulac¢ni rovina

Aty AU oo uniformni krok uzlového vektoru

At vzorkovaci krok parametru ¢ pro ziskani modelovych dat

na teoretické kiivce



Kapitola 1
Krivky

V této kapitole uvedeme potiebné pojmy, definice a zdkladni vlastnosti kiivek, se kterymi bu-
deme pracovat v ramci celé publikace.

1.1 Definice a vlastnosti krivky

7 geometrického hlediska je kiivka jednoparametrickd mnozina bodt v prostoru dimenze n, které
jsou funkénimi hodnotami bodové funkce jedné promeénné. Namisto bodu kiivky se ¢asto uva-
zuji jejich polohové vektory, které jsou funkénimi hodnotami vektorove funkce jedné promeénné.
V takovém ptipadé je kiivka hodografem této vektorové funkce.

B Definice 1.1 — Bodova, resp. vektorova funkce jedné proménné. Necht I C R je
interval redlnych ¢isel. Potom se zobrazeni F, resp. F intervalu I do euklidovského prostoru
R"™ n > 1, resp. do jeho vektorového zamétreni V,,, n > 1, nazyva bodovd funkce jedné

proménné

F(u) = [z1(u), 22(w), . . ., 20 ()], (1.1)
resp. vektorovd funkce jedné promeénné

F(u) = (z1(u), z2(u), ..., z.(u)). (1.2)

Interval I nazyvame oborem parametrizace bodové, resp. vektorové funkce, argument v na-
zyvame parametrem. Kazdému u € I je bodovou, resp. vektorovou funkci pfitazen bod, resp.
vektor.
Reélné funkce

x1 = x1(u), o =x2(w),..., = xn(u), u €I, (1.3)

se nazyvaji souradnicové funkce bodové, resp. vektorové funkce jedné promeénné. O

Soutradnicové funkce bodové, resp. vektorové funkce jedné proménné jsou redlnymi funkcemi
jedné proménné. Bodova, resp. vektorova funkce jedné proménné je zobecnénim redlné funkce
jedné proménné. Snadno lze dokézat nasledujici tvrzeni a z nich vyplyvajici vlastnosti bodové,
resp. vektorové funkce jedné proménné:

e Bodova funkce F(u), u € I, resp. vektorova funkce F(u), v € I, md v bodé o € I za
limitu bod F, = [z1(a),z2(),...,xn()], resp. vektor F, = (z1(a), z2(a),...,zn(a)),
pravé kdyz pro limity jejich soufadnicovych funkci plati:

15
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1}12%3;1(@ = z1(a),
&gzg(u) = xa(a),
gl_)naxn(u) = xn(a). (1.4)

Bodova funkce F'(u), u € I, resp. vektorova funkce F(u), u € I, je spojitd v bodé a € I,
praveé kdyz jsou jeji souradnicové funkce v bodé a spojité, tzn., Ze pro o € I existuji limity
(1.4), které jsou rovny funkénim hodnotdm soufadnicovych funkci v bodé a.

e Bodové funkce F(u), u € I, resp. vektorovéa funkce F(u), u € I, je spojita na intervalu I,
praveé kdyz jsou jeji soufadnicové funkce na intervalu I spojité.

e Bodové funkce F(u), u € I, resp. vektorova funkce F(u), u € I, ma v bodé a € I derivaci
k-tého fadu, pravé kdyz existuji derivace k-tého fadu xgk)(oc), ng) (@), .., x%k)(a) jejich
soufadnicovych funkei. Derivace F(*)(a) bodové funkce F, resp. derivace F(*)(a) vektorové
funkce F v bodé€ « € I je potom vektor

F®)(q) = (mgk)(a),xgk)(a), e ,a:%“(a)) , (1.5)
resp. vektor
F®) (q) = (xg’“)(a), 2$(a), ..., x,g’ﬂ(a)) . (1.6)

e Bodova funkce F'(u), u € I, resp. vektorova funkce F(u), u € I, ma spojitost k-tého fadu
v bodé a € I, pravé kdyz jsou derivace jejich soufadnicovych funkci az do k-tého fadu
v bodé « € I spojité. O takové funkei ikame, ze je C* spojita v bodé a € I.

e Bodové funkce F(u), u € I, resp. vektorova funkce F(u), u € I, mé spojitost k-tého fadu
na I, pravé kdyz jsou derivace jejich souradnicovych funkci az do k-tého fadu na I spojité.
O takové funkci fikdme, Ze je C* spojita na I.

B Definice 1.2 — Krivka. Kvivka je kazda souvisld podmnozina prostoru k C R", kterd je
spojitym obrazem intervalu I. V pfipadé, ze n = 2, resp. n = 3, oznacujeme kiivku jako
rovinnou, resp. prostorovou!.

Je-li analytickou reprezentaci rovinné, resp. prostorové kiivky bodova funkce (1.1), kterd je
definovand, spojita a alespon jedenkrat diferencovatelna na intervalu I, fikdme, Ze je rovinna,

resp. prostorova kiivka dana bodovou rovnici
C(u) = [z(u), y(w)], uw e, (1.7)

resp.
C(u) = [z(u), y(u), z(uw)], ue . (1.8)

Je-li analytickou reprezentaci rovinné, resp. prostorové kiivky vektorova funkce (1.2), ktera je
definovand, spojita a alespon jedenkrat diferencovatelna na intervalu I, fikdme, Ze je rovinna,
resp. prostorova kiivka dana vektorovou rovnict

C(u) = (x(u),y(u)), uel, (1.9)

17 déivodt praktické aplikace nebudeme kiivky v prostorech dimenze vyssi nez 3 uvazovat.
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resp.

C(u) = (z(u),y(u), z(u)), uel. (1.10)

Rozepiseme-li soufadnicové funkce kiivky dané bodovou rovnici (1.7), resp. (1.8) nebo vek-
torovou rovnici (1.9), resp. (1.10), obdrzime parametrické rovnice rovinné, resp. prostorové
kiivky:

z = x(u),
y = y(u), uel, (1.11)
resp.
x = x(u),
= y(u),
z = z(u), uel. (1.12)

Je-li kiivka definovdna parametrickymi rovnicemi (1.11), resp. (1.12), fikdme, ze je kFivka
definovand parametricky.
Je-li interval I = [a, b] uzavieny, hovorime o oblouku kfivky. O

Poznamka: V souladu s terminologii pocitacové grafiky a z divodu strucnosti budeme nadale
terminem krivka rozumeét oblouk kiivky.

V dalsich definicich v této kapitole budeme uvazovat pouze prostorovou k¥ivku. Modifikace
prislusnych vztahti pro rovinnou ktivku je ziejma.

B Definice 1.3 — Bod krivky. Bodem krivky oznacujeme hodnotu bodové funkce F' pro
ael=]la,b

Fla) = [z(a), y(@), 2(a)] = C(a), (1.13)

resp. polohového  vektoru, ktery je hodnotou vektorové funkce F  pro
a€l=]a,b

F(a) = (z(a),y(a), 2(a)) = C(a). (1.14)

Hodnota parametru v = a € I = [a,b], kterd oznacuje polohu bodu na kfivce, se nazyva
parametrickd (kFivocard) soutadnice bodu kiivky.

Bodovou, resp. vektorovou funkei je definovana orientace kfivky. Pocate¢ni bod kfivky mé
kfivoc¢arou souradnici a, koncovy bod kiivky ma kfivocarou soufadnici b. Po¢atec¢ni a koncovy
bod kfivky oznacujeme jako krajni body kiivky. U

Pro objasnéni vyse definovanych pojmi budeme uvazovat nésledujici souradnicové funkce
bodové, resp. vektorové funkce

= x(u) = 5ud + 3u+ 2,

y = y(u) = —50u> + 450> + 6u + 1,

2z = z(u) = —u® — 24u® + 15u + 10, u € [0,1], (1.15)
jejichz prubéh je zobrazen na obr. 1.1. Na tomto obrazku jsou také vyznaceny funkéni hodnoty
soufadnicovych funkci pro u = 0, u = 0.5 a u = 1, které budeme sledovat i v dalsich obrazcich.

Bodova funkce F'(u), u € I, ktera zobrazuje interval I = [0,1] do trojrozmérného prostoru,
ma tvar

F(u) = [5u® 4+ 3u+2, —50u® + 45u® + 6u+ 1, —u® — 24u® + 15u+ 10|, w € [0,1].  (1.16)
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Obr. 1.1: Souradnicové funkce

Kiivka k, ktera je ddna bodovou rovnici

C(u) = [5u” 4+ 3u+2, —50u® + 45u® + 6u+ 1, —u® — 24u® + 15u + 10] , u € [0, 1],
je zobrazena na obr. 1.2. Kromé kiivky k jsou zde vyznaceny i funkéni hodnoty bodové
funkce F'(0), resp. F(0.5), resp. F(1), které odpovidaji bodim kiivky C(0) = [2,1,10],
resp. C(0.5) = [4.125,9,11.375], resp. C(1) = [10,2,0].

Vektorova funkce F(u), u € I, kterd zobrazuje interval I = [0,1] do vektorového zaméteni
trojrozmérného prostoru, ma tvar

F(u) = (5u® 4+ 3u + 2, —50u® + 45u® + 6u + 1, —u® — 24u® + 15u + 10), u € [0,1].  (1.17)
Krivka k, kterd je dana vektorovou rovnici
C(u) = (5u® + 3u+2, —50u® + 45u” + 6u + 1, —u® — 24u® + 15u+ 10) , u € [0, 1],

je zobrazena na obr. 1.3. Pro hodnoty parametru u = 0, resp. © = 0.5, resp. v = 1 jsou zde vy-
znaceny funkéni hodnoty vektorové funkce F(0), resp. F(0.5), resp. F(1), které jsou polohovymi
vektory C(0) = (2,1,10), resp. C(0.5) = (4.125,9,11.375), resp. C(1) = (10,2,0) bodu kiivky
k. Koncové body téchto polohovych vektort lezi na kfivce k.

Parametrické rovnice kiivky k£ dostaneme rozepsanim soufadnicovych funkci bodové funkce
(1.16), resp. vektorové funkce (1.17):

x(u) = 5ud + 3u+ 2,
y(u) = —50u> + 45u? + 6u + 1,
2(u) = —u® — 24u® + 15u + 10, u € [0, 1]. (1.18)
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Obr. 1.2: Krivka k£ dand bodovou rovnici
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Obr. 1.3: Krivka k& dana vektorovou rovnici

Na obr. 1.4 je zobrazen graf kiivky k dané parametrickymi rovnicemi (1.18) véetné vhodné
orientovanych grafi souradnicovych funkci. Dosadime-li do souradnicovych funkci konkrétni
zvolenou hodnotu parametru u, dostaneme souradnice bodu kfivky, resp. slozky jeho polo-
hového vektoru. Na obr. 1.4 je zndzornén bod [4.125,9,11.375], resp. jeho polohovy vektor
(4.125,9,11.375) odpovidajici hodnoté parametru u = 0.5.

Je zrejmé, Ze bodova, vektorova a parametrické rovnice kiivky jsou vzajemné ekvivalentni.
Nadale budeme pracovat pouze s vektorovou rovnici kfivky. V souladu s tim budeme kiivku
oznacovat C(u). Bodem krivky pro u = o € I = [a,b] budeme nadéle rozumét koncovy bod
polohového vektoru C(a) a budeme jej oznacovat stejné jako polohovy vektor, tedy C(a).
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Obr. 1.4: Krivka k dané parametrickymi rovnicemi

B Definice 1.4 — Regularni a singuldrni bod kfivky. Bod kiivky C(«), o € I = [a,b],
nazyvame reguldrnim, plati-li pro prvni derivace soufadnicovych funkci vektorové rovnice
kiivky alespon jedna z nerovnosti

dz(u) 40 dy(u)
T odu

du U=

dz(u)
70 Tq

£0 (1.19)

U=o U=«
a odpovidé-li mu jen jedna hodnota parametru v = « z I = (a,b). Kazdy jiny bod nazyvame

singuldrnim bodem krivky. O
B Definice 1.5 — Inflexni bod k¥ivky. Bod kiivky C(«), a € I = [a, b], nazyvame inflexnim,
plati-li pro druhé derivace soufadnicovych funkci vektorové rovnice kiivky

d%z(u) 0 d%y(u) d%z(u)
du? ’ T du?

= 0. (1.20)

U=

du?

U= U=

g
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B Definice 1.6 — Uzlovy a vicenasobny bod krivky. Jestlize existuji ¢isla
ap, oo € 1= [(I,b], aq 7é a2,

pro kterd plati C(a;) = C(az), tj. bod kiivky uréeny kiivoc¢arou soufadnici «; je totozny
s bodem kfivky urcenym k¥ivocarou soufadnici ao, nazyva se takovy bod wuzlovym bodem
krivky. Jestlize existuje k takovych ¢isel z I = [a,b], nazyva se takovy bod k-ndsobngm
bodem krivky. O

B Definice 1.7 — Te¢ny vektor, vektor binormaly a vektor normaly v bodé krivky.
Derivace vektorové funkce

C/(u) _ <dziu)7 d:(yi(ljﬁ)’ dz(;o) _ (x/(u)’ y/(u)7 z'(u)) (1'21)

je vektorové funkce, kterd vyjadiuje pro o € I = [a, ] teény vektor kiivky C(u) v jejim bodé
C(a):

C'(a) = (/(@), ¥ (a), Z'(a)). (1.22)
Orientace teéného vektoru je shodné s orientaci kiivky. Jednotkovy teény vektor t(«) v re-
gularnim bodé C(a) kiivky C(u) je dan

C'(a)
t(a) = — L. (1.23)
|C ()]
Piimka urcend bodem C(a) a smérovym vektorem t(a) se nazyva teéna kiivky t, v jejim
bodé C(a).
Vektorovy soucin prvni a druhé derivace vektorové funkce kiivky C(u), u € I = [a, b], v bodé
C(a), a € I = [a,b], se nazyva vektor binormdly. Jednotkovy vektor binormaly b(«) je dan

_ C'(a) x C"(«)
[C'(a) x C"(a)|

b(«) (1.24)
Pfimka uréend bodem C(«a) a smérovym vektorem b(«) se nazyva binormdla kiivky by v jejim
bodé C(a).

Vektorovy souéin vektoru binormdly a teéného vektoru kiivky C(u), u € I v bodé C(a),
a € I = [a,b], se nazyva vektor normdly. Jednotkovy vektor norméaly n(«) je dén

n(a) = b(a) x t(a). (1.25)

Piimka uréend bodem C(«) a smérovym vektorem n(«) se nazyva normdla kfivky ne v jejim
bodé C(a). O

B Definice 1.8 — Frenetuv-Serretuv pruvodni trojhran krivky. Normovany pravotuhly
a pravotoc¢ivy (kladné orientovany) trojhran tvofeny v reguldrnim bodé C(«a), a € I = [a,b],
kiivky C(u), u € I = [a,b], vektory t(a), b(a), n(a), se nazyva Frenetiuv-Serretiv privodni
trojhran krivky. O

B Definice 1.9 — Normalova, rektifika¢ni a oskulaéni rovina. Rovina uréend normalou
a binormalou v regularnim bodé C(«), a € I = [a,b], kiivky C(u), v € I = [a,b], se nazyva
normdlovd rovina v (kolmé k teéné), jejiz rovnice je nasledujici:

v: (N—C(a)) - t(a) =0, (1.26)
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kde N je polohovy vektor bodu normalové roviny v.
Rovina uréend binormélou a te¢nou v reguldrnim bodé C(a), o € I = [a,b], kiivky C(u),
u € I = [a,b], se nazyva rektifikacni rovina p (kolmé k norméle), jejiz rovnice je nésledujici:

p: (R—C(a)) n(a)=0, (1.27)

kde R je polohovy vektor bodu rektifikacni roviny p.
Rovina urc¢ena te¢nou a normalou v regularnim bodé C(a), a € I = [a,b], kiivky C(u),
u € I = [a,b], se nazyva oskulacni rovina w (kolm4 k binormaéle), jejiz rovnice je nésledujici:

w: (W—=C(«)) -b(a) =0, (1.28)
kde W je polohovy vektor bodu oskula¢ni roviny w. (]

Frenetiuv-Serretiv pruvodni trojhran kfivky je zobrazen na obr. 1.5 zaroven s normélovou,
rektifikacni a oskula¢ni rovinou kfivky.

b,
w> P
' N L
L} :\\ ’_/’ '(Dt
’ \ o
’ t(o)

X v
' (1

/ T i _iT

Obr. 1.5: Frenettuv-Serretiv privodni trojhran kfivky

B Definice 1.10 — Bod vratu. Bod krivky, ve kterém se méni orientace tecného vektoru, se
nazyva bod vratu. 0

1.2 Napojovani krivek

Pri matematickém modelovani kiivky obecného tvaru nevystac¢ime s jedinou kiivkou danou
jedinou vektorovou rovnici. Slozitéjsi tvary kfivek se modeluji z nékolika dil¢ich kfivek, které
jsou napojeny svymi krajnimi body. Kvalita napojeni musi vyhovovat technické aplikaci, ve
které je kiivka pouzita.

Nez se budeme zabyvat spojitosti napojeni dvou kiivek, uvedeme si definici spojitosti kiivky,
kterd vyplyva ze spojitosti jeji vektorové funkce.

B Definice 1.11 — Spojitost krivky. Kfivka C(u), u € I = [a, b], mé spojitost k-tého fadu
v bodé a € I = [a,b], pravé kdyz mé jeji vektorova funkce v tomto bodé spojitost k-tého
fadu. O takové kiivce fikame, Ze je C* spojita v bodé o € I = [a, b].
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Kiivka C(u), u € I = [a,b], ma spojitost k-tého fadu na I = [a,b], pravé kdyz ma jeji
vektorova funkce na I = [a, b] spojitost k-tého Ffadu. O takové kiivce fikdme, Ze je C* spojita
na I = [a,b]. O

B Definice 1.12 — Spojitost napojeni dvou ki¥ivek. Necht je dana kfivka C(u) vektorovou
rovnici C(u) = (z(u),y(u), z(uw)), u € I = [a, b], jejiz soutadnicové funkce jsou spojité a k krat
spojité diferencovatelné na I = [a,b]. Necht je dale dana kfivka D(v) vektorovou rovnici
D(v) = (z(v),y(v),2(v)), v € J = [c,d], jejiz soutadnicové funkce jsou spojité a k krat
spojité diferencovatelné na J = [c,d]. Rikdme, Ze kiivka D(v) je napojena svym poc¢ateénim
bodem na koncovy bod kiivky C(u) s C* spojitosti, popt. Ze jsou tyto kiivky C* spojité
napojeny, jestlize plati

cDw) =DW(c), i=0,1,...,k (1.29)

Takto definovana spojitost napojeni dvou kfivek se oznacuje jako parametrickd spojitost. [J

Parametricka spojitost C* (parametricka spojitost k-tého fadu) vyjadiuje, Ze v bodé napo-
jeni dvou kfivek jsou totozné vektory prvnich k derivaci vektorovych funkci obou kfivek, tj. jejich
pocatek (bod napojeni), smér, orientace i velikost. Méné prisné pozadavky na napojeni klade
tzv. geometrickd spojitost (napi. pro geometrickou spojitost 1. fadu nemusi byt shodna velikost
te¢nych vektort v bodé napojeni). V této publikaci se budeme zabyvat vyhradné parametrickou
spojitosti, kterou budeme stru¢né oznacovat pouze spojitost.

Piiklad C?, resp. C!, resp. C? spojité napojenych rovinnych kiivek C(u), u € [0,1] a D(v),
v € [0,1], je nakreslen na obr. 1.6, resp. obr. 1.7, resp. obr. 1.8. Pro porovnani jsou ve vsech
obrazcich nakresleny i vektory prvnich a druhych derivaci vektorovych funkci obou kfivek v bodé
napojeni.

Pf1i zobrazeni na obr. 1.6, obr. 1.7 a obr. 1.8 jsou zachovana nasledujici pravidla:

e Kiivka C(u) a vektory derivaci jeji vektorové funkce, které jsou odlisné od vektoru pfi-
slusnych derivaci vektorové funkce kiivky D(v), jsou zobrazeny ¢ervenou barvou.

e Kiivka D(v) a vektory derivaci jeji vektorové funkce, které jsou odlisné od vektoru pii-
slusnych derivaci vektorové funkce kiivky C(u), jsou zobrazeny modrou barvou.

e Totozné vektory derivaci vektorovych funkei kiivek C(u) a D(v) jsou zobrazeny ¢ernou
barvou.

e Vektory prvnich derivaci vektorovych funkci kiivek C(u) a D(v) jsou zobrazeny plnou
carou ve skutecné velikosti.

e Vektory druhych derivaci vektorovych funkei kiivek C(u) a D(v) jsou zobrazeny ¢arkova-
nou ¢arou a vzhledem k jejich znaéné velikosti jsou na obrazcich zmenseny. Smér a orientace
téchto vektort je zachovana.

Kftivka C(u) mé ve vSech t¥ech obrazcich stale stejnou vektorovou rovnici
C(u) = (—4u® + 6u® + 3u+ 1, 10u® — 18u% + 9u + 1), u € [0,1],
jejiz prvni, resp. druha derivace je
C'(u) = (—12u* + 12u + 3, 30u* — 36u +9), u € [0, 1],

resp.
C"(u) = (—24u + 12, 60u — 36), u € [0, 1].
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Obr. 1.6: C° spojité napojeni dvou kiivek
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Obr. 1.7: C! spojité napojeni dvou kiivek
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Obr. 1.8: C? spojité napojeni dvou kiivek
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Kriivka D(v) z obr. 1.6 ma vektorovou rovnici
D(v) = (=5v® 4+ 6v% 4+ 3v + 6, —140v® 4+ 180 — 3v +2), v € [0,1],
jejiz prvni, resp. druhda derivace je
D’'(v) = (—150% 4+ 12v + 3, —42v% + 360 — 3), v € [0, 1],

resp.
D"(v) = (=30v + 12, —84v + 36), v € [0,1].

Kfivky na obr. 1.6 jsou pouze C° spojité napojené, tzn. maji totozny pouze bod napojeni, nebot

C(1) = (6,2) = D(0) = (6,2),
C'(1) = (3,3) # D'(0) = (3,-3),
C"(1) = (—12,24) # D"(0) = (12, 36).

Kiivka D(v) z obr. 1.7 mé vektorovou rovnici
D(v) = (—4v® 4 60 + 3v + 6, —8v® + 60 + 3v 4+ 2), v € [0,1],
jejiz prvni, resp. druha derivace je
D'(v) = (—120% + 12v + 3, —24v% + 120 +3), v € [0, 1],

resp.
D" (v) = (—24v + 12, —48v 4 12), v € [0, 1].

Kiivky na obr. 1.7 jsou C! spojité napojené, tzn. maji totozny bod napojeni a teéné vektory
v tomto bodé, nebot

C(1) = (6,2) = D(0) = (6,2),
C'(1)=(3,3) = D'(0) = (3,3),
C"(1) = (—12,24) # D"(0) = (12,12).

Konecné kiivka D(v) z obr. 1.8 ma vektorovou rovnici
D(v) = (8v® — 60® 4+ 3v 4+ 6, —140v> + 120% + 30 +2), v € [0,1],
jejiz prvni, resp. druh4 derivace je
D’'(v) = (24v® — 12v + 3, —42v% + 240 + 3), v € [0, 1],

resp.
D" (v) = (48v — 12, —84v +24), v € [0, 1].
Kiivky na obr. 1.8 jsou C? spojité napojené, tzn. maji totozny bod napojeni, totozné teéné

vektory v tomto bodé a totozné vektory druhych derivaci svych vektorovych funkci v tomto
bodé, nebot

—

) =(6,2) = D(0) = (6,2),
1)=(3,3) = D'(0) = (3,3),
C"(1) = (—12,24) = D"(0) = (—12,24).

—~
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Poznamky:

e V souladu s terminologii zavedenou v pocitacové grafice a z divodi struc¢nosti budeme
nadale terminem k-td derivace kifivky rozumét vektorovou funkci C%)(u), u € I, ktera je
k-tou derivaci vektorové funkce kiivky C(u), u € I, a budeme ji i stejné oznacovat, tedy

C® (u).

e Terminem vektor k-t€ derivace krivky v bodé o budeme rozumét hodnotu vektorové funkce
C® (u), u € I, ktera je k-tou derivaci vektorové funkce kiivky C(u), u € I, v bodé a € I.
Vektor k-té derivace kiivky v bodé a budeme oznacovat C*)(q).

e Konkrétné vektor prvni derivace kiivky C(u) v bodé « (tj. teény vektor kiivky C(u)
v bodé «) budeme znacit C’(«). Vektor druhé derivace kiivky C(u) v bodé o budeme
znadit C”(a).



Kapitola 2

Aproximacéni NURBS krivky

NURBS predstavuje dvoji zobecnéni uniformni B-spline reprezentace. Pismeno B pochazi od
slova bdze, nebot NURBS kiivka je konstruovana jako linedrni kombinace bézovych funkei, kdy
soucinitelé u jednotlivych bazovych funkci jsou fidici body (viz déle). Spline oznacuje segmento-
vanou kfivku, kterd je slozena ze spojité napojenych obloukt — segmenti k¥ivky. Kvalita napo-
jeni jednotlivych segmentt splituje podminky CP~! spojitosti, kde p je stupeni kiivky. Uniformni
znamenad, ze rozdily hodnot parametru, ve kterych dochazi k napojeni jednotlivych segmentii
kfivky, jsou stejné. B-spline kiivky stupné p jsou parametrizovany polynomialnimi B-spline
funkcemi stupné p.

Prvnim zobecnénim uniformni B-spline reprezentace je neuniformni B-spline reprezentace,
kdy rozdily hodnot parametru, ve kterych dochézi k napojeni jednotlivych segmentti kfivky,
nejsou stejné. Druhym zobecnénim je raciondlni B-spline reprezentace, ktera se od polynomi-
alni 1isi tim, Ze kazdému fidicimu bodu je pfitazena wdha, kterd vypovidé o dilezitosti vlivu
konkrétniho fidictho bodu na tvar vysledné krivky vici vlivu ostatnich fidicich bodd. Zavedeni
vah vede na parametrizaci racionalnimi funkcemi.

Podle interpretace vstupnich dat rozliSujeme dva zékladni pristupy ke konstrukci matema-
tického modelu kfivky zadané posloupnosti bod: aprozimaci a interpolaci.

V ptipadé aproximace oznacujeme zadané body Py, P1,..., P, jako 7idici body a utvar, do
kterého jsou usporadany, ridici polygon (Pi)?:o = (Po,P1,...,P,). Aproximacni kiivka nemusi
Fidicimi body prochézet, jeji vysledny tvar sleduje konfiguraci fidicich bodi.

Pfi interpolaci oznacujeme zadané body Qo,Qu, ..., Qg jako definicni body a utvar, do
kterého jsou usporadany, definicni polygon (Qi)?:o = (Qo,Q1,...,Qgz). Interpola¢ni kiivka
musi defini¢nimi body prochézet a jeji tvar mezi definiécnimi body musi vyhovovat naroktm
aplikace, ve které je pouzita.

Konstrukei interpolacnich NURBS kfivek se vénuje kap. 4 Interpola¢ni NURBS kfivky. V této
kapitole se budeme zabyvat aproximac¢nimi NURBS kfivkami.

2.1 Definice NURBS krivky

Tvar aproxima¢ni NURBS ktivky lze modifikovat celkem ¢tyfmi rdznymi tvarovacimi nastroji,
kterymi jsou: fidici body, stupen kiivky, vahy fidicich bod® a hodnoty parametru, ve kterych
dochazi k napojeni jednotlivych segmenttt NURBS kiivky, uspotfadané do tzv. uzlového vektoru.

B Definice 2.1 — Uzlovy vektor. Necht U je neklesajici posloupnost (m + 1) realnych ¢isel

up S up Sug << Uy

27
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m
i=0 — (UO,’U,l,UQ, s ,um)

nazyvame uzlovym vektorem a polootevieny interval [u;, u;+1) nazyvame i-tou uzlovou rozteci
(uzlovym intervalem).
Opakuje-li se uzel u; v uzlovém vektoru k-krat, tj.

Potom ¢isla u;, kde i =0, ..., m, nazyvame uzly, mnozinu U = (uz)

Up = Uiyl = = Uipk—1, kK > 1,

oznacujeme jej jako k-ndsobny. Pokud se uzel u; vyskytuje v uzlovém vektoru pouze jedenkrat,
oznacujeme jej jako jednoduchy .

Jednoduché nebo k-nasobné uzly na zacatku a na konci uzlového vektoru nazyvame krajni,
uzly uvnitf uzlového vektoru nazyvame vnitrni.

Mayji-li vSechny uzlové roztece stejnou délku, tj.

Uj+1 — u; = Au=konst., i =0,...,m —1,

nazyvame uzlovy vektor uniformni, v ostatnich pfipadech hovoifime o neuniformnim uzlovém
vektoru. Nasobnost krajnich uzli nemé na toto rozdéleni vliv. O

Definice 2.2 — B-spline bazové funkce. Na daném uzlovém vektoru U = (“i);io’ uy = a,

Um = b, a,b € R, jsou B-spline bazové funkce N;,(u), i = 0,...,n, u € [a,b], stupné p
definovany rekurentnim vzorcem:

1, wuefuuip),

Ni’()(u) =
0, wu ¢& [uj,ui+1) nebo na uzlové rozteci nulové délky,
U — U Uith+1 — U
Nip(u) = ————Njpo1(u) + ——— Ny po1(u), k=1,...,p.  (2.1)
Uitk — Uj Uitk+1 — Ui+1

Opakovanim uzlt vznikaji uzlové roztece nulové délky. V takovém pripadé se vyrazy %, které
se vyskytnou v rekurentnim vzorci (2.1), polozi definotoricky rovny nule. O

Z rekurentniho vzorce (2.1) je ziejmé, ze je-li p > 1, je kazda B-spline bazova funkce stupné

p linedrni kombinaci dvou B-spline bazovych funkci stupné p — 1.

Definice 2.3 — B-spline kf¥ivka. Necht je dén fidici polygon (Pi)?:ov uzlovy vektor
U= (ui);im uy = a, uy = b, a,b € R, a stupen kiivky p. Potom je B-spline kiivka C(u)
stupné p dana néasledujici vektorovou rovnici:

C(u) =) Nip(w)Py, u € [a,b], (2.2)
=0

kde Nj,(u), i =0,...,n, jsou B-spline bazové funkce dle (2.1). O

Definice 2.4 — Vahy fFidicich bodu. Necht je dén fidici polygon (Pi)ﬁ_ a posloupnost

p , (1o, vr n . v.f_o P
nezapornych realnych ¢isel W = (wo, w1, ..., w,) = (wi)izw ktera jsou prifazena odpovidaji-
cim fidicim bodtim Py, Py, ..., P,. Potom ¢isla wqy, w1, ..., w, oznacujeme jako vdhy ridicich

bodii. O

Poznédmka: V souladu s terminologii zavedenou v pocitacové grafice budeme nadéale terminem

vdhy tidicich bodid rozumét posloupnost vah W = (wp,ws,...,wy,) = (wi)?zo fidicich bodu

a budeme je i stejné oznacovat, tj. W = (wg, w1, ..., w,) = (wl)

n
i=0"
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B Definice 2.5 — Racionalni bazové funkce. Nechf jsou dany vahy fidicich bodu
W = (wi>?:0- Potom jsou racionalni bazové funkce R; ,(u), ¢ =0,...,n, u € [a,b], stupné p
definovany nasledovné:

Nip(w)w;
Ripu) = 55—, (2:3)
> Njp(u)w;
j=0
kde Nj,(u), i =0,...,n, jsou B-spline bazové funkce dle (2.1). O

B Definice 2.6 — NURBS kfivka. Necht je dan iidici polygon (P;);_ a vahy ¥dicich bodit
W = (wi)?:o' Necht je dale dan uzlovy vektor U = (ui)z‘tm uy = a, Uy = b, a,b € R,
a stupen p. Potom je NURBS ki#ivka C(u) stupné p dana néasledujici vektorovou rovnici:

n
C(u) =Y _ Rip(w)P;, u € [a,b], (2.4)
i=0
kde R;,(u), i =0,...,n, jsou racionalni bazové funkce dle (2.3). O

B Véta 2.1 — Pocet uzlovych roztec¢i uzlového vektoru. Pii daném poctu n + 1 fidicich
bodt a daném stupni p je pocet m uzlovych rozteci uzlového vektoru roven

m=n+p+1. (2.5)

Dtikaz: Obecny tvar soufadnicové funkce z vektorové rovnice C(u) = (z(u),y(u), z(u)),
u € [a, b], polynomidlni kiivky stupné p je

p
z(u), resp. y(u), resp. z(u) = ag + aru + agu® + - + apuf = Z a;u’, (2.6)
1=0

kde koeficienty ag, a1, . .., a, jsou redlné konstanty. Je-li a,, # 0, vyjadiuje (2.6) kfivku stupné
p, k jejiz konstrukeci je tfeba zadat p + 1 geometrickych podminek — zde fidicich bodu, které
vedou k urceni p + 1 koeficientl ag, a1, ..., a,. Danym poctem n + 1 fidicich bodt lze tedy
urc¢it kfivku stupné nejvyse n. Potom je N, ,(u) B-spline bazova funkce stupné p, ktera je
asociovana s poslednim Fidicim bodem P,,. Protoze kazd4 B-spline bazova funkce stupné
p > 0 je linedrni kombinaci dvou B-spline bazovych funkci stupné p — 1, musi byt Ny, ,(u)
nenulovéa na uzlové rozte¢i [up, Unipt1], viz vlastnost 2.1 nize. Vzhledem k tomu, ze N, ,(u)
je posledni B-spline bazovou funkci, musi byt uzel u,4,+1 poslednim uzlem uzlového vektoru,
tedy wy,. Z toho vyplyvd m =n+p+ 1. O

P1i konstrukci B-spline, resp. NURBS kiivky postupujeme nasledovné:

e Pro zadany uzlovy vektor vyjadiime n + 1 B-spline bazovych funkci p-tého stupné podle
rekurentniho vztahu (2.1).

e V piipadé, Ze jsou vSechny vahy fidicich bodu jednotkové (nebo stejné), je vyslednou
kiivkou B-spline kiivka s vektorovou rovnici (2.2).

e Je-li alesponi jedna vaha odlisné od ostatnich, vyjadiime racionalni bazové funkce dle (2.3).

e Je-li alespon jedna vaha odlisna od ostatnich, je vyslednou k¥ivkou NURBS kfivka s vek-
torovou rovnici (2.4).

Priklad konstrukce konkrétni aproximac¢ni B-spline i NURBS kfivky je uveden v Priloze A.
Zdrojovy kéd algoritmu je k dispozici v [12].
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2.2 DulezZité vlastnosti bazovych funkci a NURBS kiivek

Vlastnosti B-spline, resp. racionédlnich bazovych funkci vyznamnym zptsobem ovliviiuji tvar

vvvvv

m

p a uzlovy vektor U = (ui)izo‘

Vlastnost 2.1 B-spline bazova funkce N;,(u), resp. racionalni bazova funkce R; ,(u) je nenu-
lova pouze na p + 1 uzlovych roztecich. Konkrétné se jednd o interval [u;, witpt1)-
Tato vlastnost vyplyva ze skutecnosti, ze B-spline bazova funkce p-tého stupné je linearni
kombinaci dvou B-spline bazovych funkci stupné p — 1, jak muZeme sledovat ve schématu
vypoctu v tab. 2.1. Zde jsou Cervenou barvou vyznacCeny vSechny B-spline bazové funkce
a uzlové roztece, které se podileji na konstrukci Ng}g(u)l). Tato vlastnost je oznacovana jako
lokdlni podpora, nebot zménou polohy fidiciho bodu P; se zméni tvar ¢asti k¥ivky odpovidajici
pouze intervalu u € [u;, ui4+p+1), zatimco mimo tento interval zistane tvar kiivky zachovan.

Vlastnost 2.2 Na libovolné uzlové rozteci [u;, u;+1) je nejvyse p+1 B-spline, resp. raciondlnich
béazovych funkci p-tého stupné nenulovych.
Tato vlastnost je dtsledkem skutecnosti, Ze kazda B-spline bazova funkce nultého stupné
Nio(u) je jednotkova pouze na uzlové rozteci [u;, u; + 1), ale na ostatnich uzlovych rozteéich
je nulova. Ve schématu v tab. 2.2 je ¢ervenou barvou vyznacena uzlova rozte¢ [ug,us), na
které je jednotkova Ny o(u) a vSechny B-spline bazové funkce, do jejichz konstrukce funkce
Nyo(u) zasahuje, a jsou tudiz na [us, us) nenulové.

Tab. 2.1: Lokalni podpora bazovych funkci Tab. 2.2: Nenulové bazové funkce
na uzlové rozteci [uyg, us)
uzlovéa rozte¢ | N;o N;1 N;j2 Nigs uzlova rozte¢ | N;o N;j1  N;2 N;3

[ug, u1) Noo [ug, u1) No,o

No 1 No1
[u1, uz) Nio No2 [u1,u2) Niyo No,2

Nia Nojs N1 Nogs
[u2, u3) Nap Nig2 [ug, us) Najo Nip

N1 Ni3 Nay Ni3
[u3,u4) N3 o No o [us, uq) N3 Noo

N3 1 No 3 Ns 1 N3
(g, us) Ny N3 [ug, us) Ny N32

Ny N33 Ny N33
[us, ue) N5, Nyp [us, ug) N5 Ny

Ns 1 Nyjs Ns 1 Nygs
[ug, u7) Ns,0 N5 [ug, ur) Neg.0 Ns o

Ng 1 Ns3 Ne 1 Ns3
[u7, ug) N7 N2 [u7, ug) N7 N2

N7 N7
[ug, ug) Ng o [ug, ug) Ns.o

Vlastnosti 2.1 a 2.2 vyjadruji plnou podporu kiivky bazovymi funkcemi na uzlovych roztecich,
na kterych je pravé p + 1 B-spline, resp. racionédlnich bazovych funkci nenulovych.

Cast kiivky, kterd je bazovymi funkcemi plné podporovéana, tj. ptislusejici uzlovym rozteéim,
na nichz je pravé p+1 bazovych funkci nenulovych, budeme nazyvat aktivni ¢dst krivky, prislusné

DV tabulkich a obrazcich je pouzito struéné oznaceni bazovych funkei N; , namisto N; ().
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segmenty kiivky, resp. uzlové roztece, resp. uzly budeme nazyvat aktivni segmenty, resp. aktivni
uzlové roztece, resp. aktivni uzly.

Pokud existuji uzlové roztece, na kterych je méné nez p+1 bazovych funkci nenulovych, igno-
ruje se odpovidajici ¢ast kiivky, nebot tato zde neni svymi bazovymi funkcemi plné podporovana
(viz ¢ast 2.3.1 Oteviena kiivka a 2.3.3 Uzaviend kiivka). Takovou ¢ast kiivky, odpovidajici seg-
menty, uzlové roztece a uzly budeme oznacovat jako pasivnz.

Vlastnost 2.3 Jestlize jsou vSechny vahy rovny stejné kladné konstanté (nejéastéji w; = 1,

i =0,...,n), jsou racionalni bazové funkce na aktivnich uzlovych rozteéich rovny B-spline
bazovym funkcim.
B-spline bazové funkce jsou potom specidlnim piipadem raciondlnich bazovych funkci
a B-spline kfivka je ve své aktivni casti totoznd s NURBS kfivkou. Protoze se na pasiv-
nich uzlovych roztecich B-spline a racionalni bazové funkce lisi, lisi se i pasivni ¢asti B-spline
a NURBS kfivky, viz ¢ast 2.3.1 Oteviend kiivka a 2.3.3 Uzaviena kfivka.

Vlastnost 2.4 B-spline, resp. racionalni bazové funkce jsou totalné pozitivni.
Tato vlastnost znamena, ze N; ,(u), resp. R; p(u), ¢ =0,...,n, jsou na svém oboru parame-
trizace u € [a, b] nezdporné pro vsechna i, p a n.

Vlastnost 2.5 Soucet B-spline bazovych funkci je pro libovolnou aktivni uzlovou roztec jed-
notkovy.
Na uzlovych roztecich odpovidajicich pasivni ¢asti kfivky neni soucet B-spline bazovych
funkci jednotkovy. Naproti tomu soucet racionalnich bazovych funkci je jednotkovy na libo-
volné uzlové rozteci, bez ohledu na aktivni nebo pasivni ¢asti kiivky. Podrobnéji viz ¢ast
2.3.1 Oteviena kiivka a 2.3.3 Uzaviena krivka.

Vlastnost 2.6 Totalni variace B-spline, resp. racionalnich bazovych funkci je nanejvys rovna
totalni variaci ptivodni aproximované funkce, tj. ridictho polygonu.
Duisledkem této vlastnosti (oznacované jako variation diminishing property) je vyhlazovaci
efekt B-spline, resp. NURBS reprezentace — vysledna B-spline, resp. NURBS kiivka neosciluje
vice nez jeji fidici polygon. Konkrétné rovinna B-spline, resp. NURBS kiivka nema vice
prusecika s libovolnou primkou nez jeji Fidici polygon a prostorova B-spline, resp. NURBS
kiivka nema vice priseciku s libovolnou rovinou nez jeji fidici polygon.

Vlastnost 2.7 NURBS krivka lezi cela v konvexnim obalu svého fidiciho polygonu; bod NURBS
kiivky C(a), o € [us, uit1), lezi v konvexnim obalu dil¢iho fidiciho polygonu (Pj);.:iip.
Tato vlastnost je disledkem vlastnosti 2.4 a 2.5.

Vlastnost 2.8 NURBS kfivka je invariantni viaci projektivnim transformacim, B-spline kfivka

je invariantni vici afinnim transformacim.
Tato vlastnost je velmi dilezitd pro pfimou aplikaci v CA systémech, nebot znamena, ze
1ze dosahnout stejného vysledku, pokud je transformace aplikovana primo na kiivku zadanou
ptvodnimi fidicimi body nebo pokud konstruujeme k¥ivku zadanou fidicimi body, které jsou
podrobeny stejné transformaci.

Vlastnost 2.9 k-t derivace B-spline bazové funkce je dana vztahem (viz [17], str. 62)

N® () = P e I ) u+MN-(k) u)|, k=0,...,p—1. (2.7
(w) p—k [Uip —ui p-a () Uitpt1 — Uil 1p-1(t) b 2.7)
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Vlastnost 2.10 Uvnitt kazdé uzlové roztece existuji vSechny derivace B-spline, resp. racional-
nich bézovych funkci (prvnich p derivaci je nenulovych). Na rozhrani uzlovych roztedi, tj.
v uzlech, jsou B-spline, resp. racionalni bazové funkce p — k spojité diferencovatelné, kde k je
nasobnost uzlu.
Tato vlastnost znamenad, Ze kfivka stupné p definovand na uzlovém vektoru se vSemi uzly
jednoduchymi je CP~! spojita a ze zvySovani nasobnosti uzlu vede ke snizeni ¥fadu spojitosti
bazovych funkci v tomto uzlu, a tim i ke snizeni fadu spojitosti vysledné kiivky.

Vlastnost 2.11 k-tou derivaci C*)(u) B-spline kfivky lze vyjadfit rekurentnim vzorcem (viz
[17], str. 97). Oznacéime-li P; = PEO), lze B-spline kiivku C(u) psat jako

C(u) = CO(u) = 3" N p(w)P” (28)
=0
a jeji k-tou derivaci jako
n—k
C®(u) = 3" Nipr(w)P, (2.9)
=0
kde
P; k=0
(k) (2] )
P = (2.10)
e [P(.ﬁ;” —p# ] ko
Witp+1— Uitk ? ?

Ni p—i(u) jsou B-spline bazové funkce stupné p — k definované na modifikovaném uzlovém
vektoru U®*), ktery je roven ptivodnimu uzlovému vektoru U zkracenému o k pocatecnich
a koncovych uzlt.

Vlastnost 2.12 Napiseme-li NURBS kfivku jako

Zn: Ni7p(u)wiPi ”
Clu) = =0 _ ‘::Eu)) (2.11)
; Ni,p(u>wi

je jeji prvni derivace
w(u)A!(u) — w'(u)A(u) _ Al(u) — w'(u)C(u)

C'lw) = w(u)? w(u)

, (2.12)

nebot podle (2.11) je A(u) = w(u)C(u). k-tou derivaci C*)(u) lze potom vyjadiit rekurent-
nim vzorcem (viz [17], str. 125)

k
C®) (u) = A® () =37 (M) ()t w) |, (2.13)
=0

(]

kde derivace A®)(u) a w® (u) vypocteme podle (2.9).

2.3 Druhy B-spline a NURBS krivek

Skutecnost, Ze se uzel v uzlovém vektoru mize opakovat, ma zasadni vliv na tvar B-spline a raci-
onalnich bazovych funkci, a tim i na tvar vysledné B-spline a NURBS ktivky. Podle vzajemného
vztahu mezi tvarem uzlového vektoru a fidiciho polygonu rozlisujeme t¥i druhy B-spline, resp.
NURBS krivek: otevrenou, ukotvenou a uzavrenou.
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2.3.1 Oteviena kfivka

Uzlovy vektor oteviené kiivky je tvoren neklesajici posloupnosti uzli:
U=(a=uy<u <wug,...,<upy=0>0). (2.14)

Podminka plné podpory bazovych funkci neni zajiSténa v celém rozsahu parametru u € [a, b),
ale pouze na intervalu [up, un,—p], kde je pravé p + 1 bazovych funkci nenulovych. Pasivni seg-
menty kiivky pfislusejici hodnotam parametru z pasivnich rozteci [a,up) a (ty,—p, b] se ignoruji
(viz vlastnost 2.2). Aktivni segmenty kiivky pfisluseji aktivnim uzlovym rozte¢im a oborem pa-
rametrizace oteviené kiivky je pouze interval [up,un,—p]. Vyslednd kiivka neprochazi zadnym
zadanym fidicim bodem, proto je oznacovana jako oteviend (open).

V tab. 2.3 je uvedeno analytické vyjadieni B-spline bazovych funkci nultého az 3. stupné
a racionalnich bazovych funkci 3. stupné pro n = 3 a uzlovy vektor ve tvaru

U = (uo, u1, ug, us, us, us, ug, ur) = (—3,—-2,-1,0,1,2,3,4). (2.15)

Vahy vsech tidicich bodu pro racionélni funkce uvazujeme jednotkové. Pribéh bazovych funkci
z tab. 2.3 je nakreslen na obr. 2.1.2

Piiklad oteviené B-spline kfivky 3. stupné definované na uzlovém vektoru (2.15) zadané
¢tyfmi fidicimi body Py, P1, P2 a P3 je uveden na obr. 2.2. Na obr. 2.3 je nakreslen piiklad
NURBS kiivky zadané stejnym stupném, stejnym uzlovym vektorem a stejnym Fidicim poly-
gonem. Rozdil je pouze v tom, ze uvazujeme vahy vSech Fidicich boda jednotkové a NURBS
kfivku parametrizujeme racionalnimi bazovymi funkcemi. Na obrazcich jsou nakresleny vSechny
(aktivni i pasivni) segmenty kiivek. Aktivni ¢ast kiivky je vyznacena tlustou (modrou) éarou,
pasivni ¢asti jsou nakresleny tenkou carou. Jednotlivé segmenty krivky jsou odliseny barevné.

Povsimnéme si nékolika vyznamnych skutecnosti, které jsou patrné z analytického vyjadieni
(tab. 2.3) a prubéhu bazovych funkci na obr. 2.1, z pribéhu oteviené B-spline kiivky na obr. 2.2
a z prubéhu oteviené NURBS kfivky na obr. 2.3.

e Vsechny B-spline bazové funkce ur¢itého stupné maji stejny prubéh, pouze jsou posunuty
vzdy o jednu uzlovou roztec.

Pro uniformni uzlovy vektor vyplyva tato vlastnost ze samotného principu konstrukce
B-spline bazovych funkci jako linearni kombinace dvou B-spline bazovych funkci nizsiho
stupné. Je zfejmé, Ze s vypoctem kazdého dalsiho vyssiho stupné B-spline bazovych funkci
se zuzuje aktivni ¢ast oboru parametrizace vysledné kiivky.

e B-spline a racionélni bazové funkce se lisi pouze na pasivnich uzlovych roztecich.

Tam také neni soucet B-spline bazovych funkci jednotkovy. Soucet raciondlnich bazovych
funkci je diky zavedeni vah jednotkovy na vsech uzlovych roztecich. V tab. 2.3 mtzeme
tuto vlastnost sledovat v fadcich s kontrolnimi soucty.

e Krajni body oteviené B-spline kiivky maji soufadnice (0,0), protoze vSechny B-spline
bazové funkce jsou pro u = ug a u = uy, nulové. Krajni body oteviené NURBS krivky
jsou totozné s krajnimi body fidiciho polygonu, protoze racionalni bazové funkce s nimi
asociované nabyvaji pro u = ug a u = u,, hodnoty jedna.

Tyto skutecnosti plati pro rovinnou i prostorovou otevienou B-spline, resp. NURBS kfivku
obecné, nezalezi ani na volbé fidiciho polygonu, uzlového vektoru nebo stupné kfivky. Tvar
kiivek v aktivni ¢asti tim ale ovlivnén neni.

2P¥i zobrazovani prubéhit bazovych funkci jsou v celé publikaci dodrzovéna nasledujici pravidla: jednotlivé
bazové funkce jsou odliSeny barevné, jednotlivé segmenty bazovych funkci jsou odliseny tloustkou ¢ary a jednotlivé
uzlové roztece jsou oddéleny ¢arkovanou ¢arou. Pasivni uzlové roztece jsou vyznaceny Sedou barvou.
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Obr. 2.2: Oteviena B-spline kiivka 3. stupné;

U= (_37 _27 _17 Oa 1a 25 37 4)

u i
2.1: B-spline bazové funkce nultého az 3. stupné a racionalni bazové funkce 3. stupné;
n=3,U=(-3-2,-1,0,1,2,3,4), W =(1,1,1,1)

Obr. 2.3: Oteviena NURBS kiivka 3. stupné;
U= (-3-2-1,01,23,4), W= (1,1,1,1)
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e Uzlovy vektor oteviené B-spline, resp. NURBS kfivky obsahuje na zac¢atku i na konci
p pasivnich uzlovych rozteci, kterym odpovidéa p pasivnich ¢asti kiivky.
Pokud by pasivni uzlové roztece mély nulovou délku, byla by nulovd délka i pasivnich
¢asti ktivky, a vysledna kiivka by obsahovala pouze aktivni ¢asti. To je princip konstrukce
ukotvené kiivky, kterou se budeme zabyvat déle.

Mezi nejznaméjsi oteviené kiivky patii krivka 3. stupné tvofena jedinym segmentem — tzv.
Coonsova kubika.

B Véta 2.2 — Coonsova kubika. Necht jsou dany ¢éty¥i ridici body Py, P1, P2 a P3, vahy
wp, wi, wy a ws roviuy stejné kladné konstanté, uniformni uzlovy vektor (2.15) a stupen
p = 3. Potom je aktivni ¢ast NURBS kiivky (2.4) na intervalu u € [0,1] Coonsova kubika
s nasledujici vektorovou rovnici

3
Cu) =) Ci(w)Py, u € [0,1], (2.16)
=0
kde

1 3

Co(u) = 6(1 —u)°,

Ci(u) = é(Su?’ — 6u® + 4),

Ca(u) = %(—3713 + 3u? + 3u + 1),

C3(u) = %u3 (2.17)

jsou Coonsovy polynomy.

Dukaz: B-spline, resp. racionalni bazové funkce pro U = (-3,-2,-1,0,1,2,3,4), p = 3,
n=3awy=w; =wy =ws =1 jsou uvedeny v tab. 2.3. Je zfejmé, ze zde existuje jedind
aktivni uzlova roztec

[U’ZN um—p] = [U3,U4] = [07 1]7

na které je zajisténa plna podpora B-spline, resp. racionalnich bazovych funkci. Pfi stejnych
vahach jsou B-spline i raciondlni bazové funkce na této aktivni rozteci rovny Coonsovym
polynomum. O

Priubéh Coonsovych polynomu (tj. B-spline i racionalnich bazovych funkei pro u € [0,1]
z obr.2.1) je ve vétsim méfitku zobrazen na obr. 2.4. Coonsova kubika definovana stejnym
fidicim polygonem jako na obr. 2.2, resp. obr. 2.3 je nakreslena na obr. 2.5. Je zfejmé, ze tato
Coonsova kubika je praveé aktivni ¢ast B-spline, resp. NURBS kiivky z obr. 2.2, resp. obr. 2.3.

Vektorova funkce s

C'(u) =) _ Ci(w)P;, ue0,1], (2.18)
=0
resp. ,
C"(u) =) C/'(w)P;, u€[0,1] (2.19)
=0

vyjadfuje pro « € [0, 1] teény vektor C’(«), resp. vektor druhé derivace C”(a)) Coonsovy kubiky
C(u) v jejim bodé a. Ci(u), i =0,1,2,3, resp. C!(u), i = 0,1,2,3, je prvni, resp. druhé derivace
Coonsovych polynomi (2.17), viz tab. 2.4.
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Tab. 2.4: Coonsovy polynomy a jejich derivace

Ci(u) c:(0)] ()| Ci(u) colan]  aw  leolao)
Co(u)=—2u’+ 3u” — Ju+ 1| 2 0 |Cou)=—-2u*+u—3%] -2 | 0 |Ci(u)=—-u+1] 1 0
Ci(u) = 3u® —u? + 2 2 3 Ci(u) = 3u* —2u 0 | -2 |Cl(w)=3u—-2] -2 1
Co(u) = -2+ 3+ Ju+ i| 2 2 Chu)=-3u"+u+i] 3 0 |CY(u)=-3u+1| 1 -2
Cs(u) = Lu? 0 : Ch(u) = Tu? 0 3 Cy(u) =u 0 1

0.8

0 02 04 08 08 U 1

Obr. 2.4: Coonsovy polynomy Obr. 2.5: Vlastnosti Coonsovy kubiky

Coonsova kubika mé zajimavé vlastnosti, které jsou zachyceny na obr. 2.5. Pokud do rovnic
(2.16), (2.18) a (2.19) dosadime funkéni hodnoty Coonsovych polynomu a jejich prvnich dvou
derivaci pro v = 0 a u = 1 z tab. 2.4 a vztahy vhodné upravime tak, aby byla zfejméa jejich
geometricka interpretace, obdrzime nasledujici soubor vlastnosti Coonsovy kubiky.

Vlastnost 2.13 Pocate¢ni bod C(0), resp. koncovy bod C(1) Coonsovy kubiky lezi v jedné
tretiné téznice trojuhelnika APyP1Ps sestrojené z fidiciho bodu Pi, resp. v jedné tretiné
téZnice trojuhelnika AP1PsP3 sestrojené z fidiciho bodu Ps:

1 2 1 111
C0)=_Po+ P1+_Py=P; + [2(130 +P2) - Pl] ;

6 3 6 3
resp.
1 2 1 111
1)=-P -P -P;=P — | =(P P;) Pyl .
C(1) 5 1+3 2+6 3 2+3[2( 1+ P3) 2}

Vlastnost 2.14 Te¢ny vektor C’'(0) v pocatecnim bodé Coonsovy kubiky, resp. teény vek-
tor C'(1) v koncovém bodé Coonsovy kubiky je rovnobézny se stranou PoPj trojuhelnika
APyP1 P> a jeho velikost je rovna poloviné délky strany PoPs, resp. je rovnobéZzny se stranou
P1P3 trojuhelnika AP1P>P3 a jeho velikost je rovna poloviné délky strany P1P3:

(Ps —Py).

1 1 1 1
C'(0) = —5Po+ P2 =5 (P2 — Po), resp. Cc'(1) = —gP1+ 5Py =

1 1
2 2
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Vlastnost 2.15 Tec¢na v pocatecnim bodé Coonsovy kubiky protind rameno PgPj, resp. ra-
meno P;P; fidiciho polygonu v jedné tetiné vzdélenosti |[PoP1|, resp. |[P1P3| od bodu P;.
Tecna v koncovém bodé Coonsovy kubiky protind rameno P;Ps, resp. rameno PyPj3 fidiciho
polygonu v jedné tietiné vzdalenosti |P1 P3|, resp. |P2P3| od bodu Ps.

Vlastnost 2.16 Vektor druhé derivace C”(0) v po¢ateénim bodé Coonsovy kubiky, resp. vektor
druhé derivace C”(1) v koncovém bodé Coonsovy kubiky je dan vektorovym souc¢tem vektort
—_—

_— @ —— —
PPy a PPy, resp. vektorovym souctem vektortt PoP; a PoPs:
C”(O) =Py —2P; +Py = (P() — Pl) + (P2 — Pl),

resp.
C”(l) =P, —-2Py+P3= (Pl — Pg) + (Pg — Pg)

Jak jiz bylo uvedeno, pro n + 1 zadanych fidicich bodt je mozné konstruovat kiivku stupné
nejvyse n, tedy p < n. Zatim jsme uvazovali p = n, kdy vyslednd B-spline, resp. NURBS
kiivka obsahovala jediny aktivni segment. Jestlize je stupen p mensi nez pocet ramen n fidiciho
polygonu, tedy p < n, vznikne kfivka, ktera je tvorena vice nez jednim aktivnim segmentem.
Takové kiivce fikdme segmentovand krivka.

Priklad B-spline a racionalnich bazovych funkci segmentované oteviené kiivky pro n = 6,
p = 3 a uniformni uzlovy vektor U = (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) je uveden na obr. 2.6, odpovi-
dajici kiivky jsou zobrazeny na obr. 2.7. B-spline kiivka je nakreslena ¢ervenou barvou. Ridici
body NURBS kiivky, kterd je nakreslena modrou barvou, maji vahy W = (1,1,3,2, %, 1,1).
Aktivni ¢asti kiivek jsou nakresleny tlustou ¢arou, jednotlivé (aktivni i pasivni) segmenty jsou
oddéleny symbolem ¢ v barvé kiivky.

Nejjednodussi variantou oteviené segmentované NURBS krivky je kfivka 3. stupné znamé
jako Coonsuv kubicky B-spline.

B Definice 2.7 — Coonsuv kubicky B-spline. Necht je dén fidici polygon (P,-):LZO, n >3,
stupen p = 3, védhy (wi)?:o rovny stejné kladné konstanté a uniformni uzlovy vektor
U= (ui); o= (-3,-2...,m—3).
Potom se aktivni ¢ast NURBS kiivky (2.4) na intervalu u € [us, un,—3] nazyva Coonsiv
kubicky B-spline. O

Je zfejmé, ze aktivni Cast oteviené B-spline kiivky zobrazené na obr. 2.7 tlustou cervenou
carou je pravé Coonsuv kubicky B-spline. Abychom si ukéazali dulezité vlastnosti Coonsova
kubického B-spline, je aktivni ¢ast oteviené B-spline kiivky z obr. 2.7 nakreslena samostatné na
obr. 2.8 s barevnym odliSenim jednotlivych segmenti.

Vlastnost 2.17 Aktivni segmenty Coonsova kubického B-spline jsou Coonsovy kubiky urcené
dil¢im ridicim polygonem.
Konkrétné na obr. 2.8 je diléi Coonsova kubika °C(u) uréena diléim ¥idicim polygonem
(Po, Py, Ps, P3), kubika 'C(u) je uréena dilé¢im fidicim polygonem (Py, Po, P3,Py), kubika
2C(u) je uréena diléim fidicim polygonem (Ps, P3, P4, P5) a koneéné kubika 3C(u) je uréena
dil¢im Fidicim polygonem (P3, P4, P5, Pg).

Vlastnost 2.18 Dil¢i Coonsovy kubiky Coonsova kubického B-spline jsou C? spojité napojené.
Tato skutecnost plyne pfimo z vlastnosti 2.10, kterd je obzvlast dobfe patrnd na obr. 2.8 —
aplikaci vlastnosti 2.13 az 2.16 na jednotlivé diléi fidici polygony obdrzime ve spole¢ném
krajnim bodé dvou po sobé nasledujicich dil¢ich Coonsovych kubik totozné tecné vektory
i totozné vektory druhych derivaci.
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Nojs Nij Nz Nss Ny Nes
1 : ; : : : ] | : :
0 : 8 g u 10
Ré3
11 — L
i 7 3 g u 10

Obr. 2.6: B-spline a racionalni bazové funkce segmentované oteviené kiivky 3. stupné;

n=6,U=(0,1,...,10), vahy pro racionalni funkce W = (1,1, 3, 2, %, 1,1)

]

Obr. 2.7: Segmentovana B-spline (¢ervend) a NURBS (modrd) oteviena kiivka 3. stupné;

n=6,U=(0,1,...,10), véhy Fidicich bodd NURBS kiivky W = (1,1,3,2, 3,1,1)

Vlastnost 2.19 Pro uniformni uzlovy vektor s délkou uzlové roztece Au je krajni bod dil¢i
Coonsovy kubiky

1 2 1
C(UZ) = 6Pi_3 + gPi—2 + EPi_l, 1=3,....,m—3. (2.20)

Te¢ny vektor v krajnim bodé diléi Coonsovy kubiky je roven
C'(u;) = W(PH —P;3),i=3,...,m—3, (2.21)

resp. vektor druhé derivace v krajnim bodé dilé¢i Coonsovy kubiky roven

1

C"(ui) = 3 (Pi_g —2P; >+ Pi—l); 1=3,...,m— 3, (2.22)
(Au)

viz také odvozeni (4.38) a (4.39), resp. (4.50) a (4.51).
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Obr. 2.8: Coonsuv kubicky B-spline

2.3.2 Ukotvena kiivka

Uzlovy vektor ukotvené kiivky obsahuje na za¢atku a na konci (p + 1) ndsobné krajni uzly,
vnittni uzly opét tvoii neklesajici posloupnost:

U=w=wm=...=up=0<tUpt1 <Upt2 < ... <Up-p-1 < Up_p=...=Uy=>0). (2.23)

Disledkem opakujicich se uzld s nasobnosti p+ 1 vznika na zacatku a na konci uzlového vektoru
p uzlovych rozte¢i nulové délky. Pasivni segmenty ukotvené kiivky se tedy redukuji na bod
(konkrétné na fidici bod Py na zac¢atku kiivky a na fidici bod P,, na konci kiivky) a ukotvend
kiivka obsahuje pouze aktivni segmenty. Bazové funkce asociované s krajnimi body fidiciho
polygonu Py, resp. P,, dosahuji pro u = a, resp. © = b hodnoty jedna a ukotvend kfivka vzdy
tyto krajni body interpoluje, ostatnimi ridicimi body neprochézi. Z tohoto divodu je oznacovana
jako ukotvend (clamped). Specidlnim pfipadem ukotvené kiivky tvofené jedinym segmentem je
Bézierova krivka.

B Véta 2.3 — Bézierova krivka. Necht je dén fidici polygon (Pi)?:ov n > 0, védhy (wi)?:o
rovny stejné kladné konstanté, uzlovy vektor
U= (ug,...,UpUm—p,-.-Un)=(0,...,0,1,...,1) (2.24)

a stupenn p = n. Potom je aktivni ¢ast NURBS kfivky (2.4) na intervalu u € [0, 1] Bézierova
krivka s nasledujici vektorovou rovnici

C(u) = zn:Bm(u)Pi, u € [0,1], (2.25)
=0

kde ‘ .
Bin(uw) = (7)ui1—w)", i=0,...,n, (2.26)

)
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jsou Bernsteinovy polynomy n-tého stupné.

Dukaz (pouze naznaéime): Pron = p, w; = 1,7 =0,...,n a uzlovy vektor (2.24) provedeme
vypocet B-spline bazovych funkci nultého az p-tého stupné dle rekurentniho vzorce (2.1)
a obdrzime Bernsteinovy polynomy p-tého stupné. O

V tab. 2.5 jsou uvedeny B-spline bazové funkce nultého az 3. stupné pro uzlovy vektor
U =(0,0,0,0,1,1,1, 1), které jsou shodné s Bernsteinovymi polynomy nultého az 3. stupné. Pru-
béh téchto B-spline bazovych funkci je nakreslen na obr. 2.9. Piiklad Bézierovy kfivky 3. stupné
(Bézierovy kubiky) zadané stejnym Fidicim polygonem jako Coonsova kubika z obr. 2.2 a obr. 2.3
je nakreslen na obr. 2.10.

Tab. 2.5: B-spline bazové funkce nultého az 3. stupné; U = (0,0,0,0,1,1,1,1)
(Bernsteinovy polynomy nultého az 3. stupné)

uzlova rozte¢ |N;o(u) Ni(u) Ni2(u) Ni3(u)
1o, u1) = [0,0)| No,o(u) =0

No,i(u) =0
[’LL1,’LL2) == [0,0) leo(u) =0 No’g(u) =0

NLl(u) =0 N0,3(u) = (1 - u)3
[uz, uz) = [0,0)[Nz,0(u) =0 Nia(u) = (1 —u)?

Noj(u)=1—-u Ny 3(u) = 3u(l — u)?
[us, ug) = [0,1)[N3pg(u) =1 Nao(u) = 2u(l — u)?

N3i(u) =u Nos(u) = 3u?(1 — u)
[u4,’LL5) == []_, 1) N470(u) =0 N3’2(u) = u2

Nya(u) =0 N3 3(u) = u?
[U5,u6) = [1, 1) N570(u) =0 N472(u) =0

N5,1(u) =0
[UG,U7] = [1, 1] Nﬁ’o(u) =0

Vzhledem k tomu, Ze Coonsova i Bézierova kubika jsou specidlnimi pfipady NURBS re-
prezentace, existuje mezi obéma kubikami vzdjemny vztah (konverze), ktery je zachycen na
obr. 2.11.

B Véta 2.4 — Vztah mezi Coonsovou a Bézierovou kubikou. Necht je dan fidici polygon
(Pi)?:() Coonsovy kubiky dle (2.16). Potom kiivka dané vektorovou rovnici

E B, 3(u)V;, ue0,1] (2.27)
je Bézierova kubika zadana fidicim polygonem ( ) _o» bro jehoZz vrcholy plati
1 2
Vo = =Po+ =P P
0 6o + 31 + = Po,
2 1
vV, = -P1+-P
1 3 1+ 3 2,
1 2
Vy = -P1+-P
2 3 1+ 3 2
1 2 1
Vs = =P+ -Py+ =P 2.28
3 61 + 3t2 + Rk (2.28)

Naopak, necht je dan fidici polygon (Vi)?:o Bézierovy kubiky dle (2.27). Potom kiivka dana

vektorovou rovnici (2.16) je Coonsova kubika zadana fidicim polygonem (Pi)?zov pro jehoz
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a ' “u 10 ' u 1 0]

w10
Obr. 2.9: B-spline bazové funkce nultého az 3. stupné; U = (0,0,0,0,1,1,1,1)
(Bernsteinovy polynomy nultého az 3. stupné)

E_
.1.-
P,
A B
/ S
! \““n,
4] xf “‘““\ P2
31 Po
Ug =10 = U3 =113
2_
P
“].
Us =15 = Us= U7
0 AEE AAREE RARRS RARRE 2N NS Ps
. . Obr. 2.11: Vztah mezi Coonsovou
Obr. 2.10: Bézierova kubika .. .
a Bézierovou kubikou
vrcholy plati
Pyg = 6Vg—7V{+2Vy,
P, = 2V; —V,,
P; = 2V, —Vy,
P; = 2V — TV, + 6V3. (2.29)

Dukaz: Dosadime-li soufadnice fidicich bodi Vg, V1, Vg a V3 dle (2.28) do rovnice Bézierovy
kubiky (2.27), obdrzime rovnici Coonsovy kubiky (2.16). Naopak, dosadime-li soufadnice
fidicich bodi Py, P1, Py a P3 dle (2.29) do rovnice Coonsovy kubiky (2.16), obdrzime
rovnici Bézierovy kubiky (2.27). O

Vlastnosti Bézierovy kubiky jsou zachyceny na obr. 2.12. Jejich geometrickou interpretaci

ziskdme bud z jejiho vztahu s Coonsovou kubiku nebo pokud do rovnice Bézierovy kubiky (2.27),
resp. do rovnice te¢ného vektoru Bézierovy kubiky

3
C'(u) =) Bis(u)Vi, ue0,1] (2.30)
=0
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Tab. 2.6: Bernsteinovy polynomy 3. stupné a jejich derivace

Bis(w)  |Bis(0)]Bis() Bl (u) BB Bl  [BLO)]BLO)
Bos(u) = (1 —u)? 1 0 |Bbs(u)=—-3u®+6u—3 -3 0 |Bis(u)=-6u+6| 6 0
Bis(u) =3u(l —u)?| 0 0 |Bis(u)=9%>—12u+3| 3 0 |Bis(u)=18u—12| —12 6
Bas(u) = 3u*(1 —u)| 0 0 Bjs(u) = —9u® + 6u 0 -3 |BYs(u)=—18u+6| 6 —12
Bss(u) = u® 0 1 B} 5(u) = 3u? 0 3 BY 5(u) = 6u 0 6
Vo= C(0)
/
\/
‘y\
C(1
Ly N C(0)
Obr. 2.12: Vlastnosti Bézierovy kubiky
a do rovnice druhé derivace Bézierovy kubiky
3
C'(u) = B3(u)Vy, ue0,1] (2.31)
1=0

dosadime pro v = 0 a © = 1 funkéni hodnoty Bernsteinovych polynomu, resp. jejich prvnich
dvou derivaci B 3(u) a Blffg(u), 1=0,1,2,3, které jsou uvedeny v tab. 2.6.

Vlastnost 2.20 Pocateéni bod C(0), resp. koncovy bod C(1) Bézierovy kubiky je totozny
s pocatec¢nim ridicim bodem Vy, resp. koncovym fidicim bodem Vij:

C(0) = Vy, resp. C(1) =V3.

Vlastnost 2.21 Tecény vektor C'(0) v poc¢ateénim bodé Bézierovy kubiky, resp. teény vektor
C’(1) v koncovém bodé Bézierovy kubiky je trojnasobek poéateéniho, resp. koncového ramene
tidiciho polygonu:

C/(O) = —3V0 + 3V1 = 3(V1 — Vo), resp. C/(l) = —3V2 + V3 = 3(V3 — Vg),
viz také odvozeni vztahu (4.62), resp. (4.63).

Vlastnost 2.22 Vektor druhé derivace C”(0) v poc¢ateénim bodé Bézierovy kubiky, resp. vek-
tor druhé derivace C”(1) v koncovém bodé Bézierovy kubiky je dén Sestindsobkem vektoro-

. . . N . N e . . T
vého souctu vektori V1V a V1 Vo, resp. Sestindsobkem vektorového souctu vektora VoVq
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——
a V2V3:
C"(0) = 6V — 12V1 + 6V = 6[(Vo — V1) + (V2 — V)], (2.32)

resp.
C"(1) =6V —12Vy +6V3 = 6[(V1 — V3) + (V3 — V)] (2.33)

viz také odvozeni vztahu (4.78), resp. (4.79).

Pokud bude pocet ramen n ridicitho polygonu vétsi nez stupen p kiivky, obdrzime segmen-
tovanou ukotvenou kifivku. Priklad B-spline a racionalnich bazovych funkci pron = 6, p = 3
a uniformni uzlovy vektor U = (0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4) je nakreslen na obr. 2.13. V pfipadé
raciondlnich bazovych funkci byly zvoleny vahy W = (1,1, 3,2, %, 1,1). Na obr. 2.14 jsou na-
kresleny priklady ukotvenych kfivek — B-spline kfivka je nakreslena ¢ervenou barvou, NURBS
kfivka modrou barvou.

N N3 N; Nas Ngs Ry Rj3 Raz Ry Rg3
1 : : : Ii 1 i : : )
: : .l_l'l i 1 1 1 -.l.lnl i
T"\\\ i . S
! . A A
E\‘-- : '“:-c'-/ I ) '.'""'/./_ E
2 3 1 4 i 4

Obr. 2.13: B-spline a racionalni bazové funkce 3. stupné segmentované ukotvené kiivky;
n=6,U=1(0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4), vahy pro racionalni funkce W = (1,1, 3,2, %, 1,1)

4
.“I‘
3
2_
1-
hcl
P;
0 —T T T —T T L |
1 2 3 4 5 B 0y 7

Obr. 2.14: Segmentovana B-spline (¢ervena) a NURBS (modra) ukotvena kiivka 3. stupné;
n="6,U=(0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4), vahy fidicich bodts NURBS kiivky W = (1,1,3,2, 3,1,1)

Tak, jako lze provést konverzi mezi Bézierovou kubikou (ukotvenou kiivkou tvofenou jedinym
segmentem) a Coonsovou kubikou (otevienou kiivkou tvofenou jedinym segmentem), existuje
konverze i mezi segmentovanou ukotvenou B-spline kiivkou a segmentovanou otevienou B-spline
kiivkou. Ridici polygon ukotvené a oteviené B-spline kiivky p-tého stupné se lisi pouze v prvnich
a v poslednich p — 1 Fidicich bodech. ProtoZe se nejcastéji pouzivaji kfivky 3. stupné, uvedeme
prevodni vztahy mezi otevienou a ukotvenou B-spline kiivkou 3. stupné.

Situace pro p = 3 je naznadena na obr. 2.15. Ridici polygon oteviené B-spline kiivky na
obr. 2.15 je shodny s fidicim polygonem z obr. 2.7 a fidici polygon ukotvené B-spline kiivky na
obr. 2.15 je shodny s fidicim polygonem z obr. 2.14.
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B Véta 2.5 — Vztah mezi ukotvenou a otevienou B-spline kiivkou 3. stupné.

Necht jsou dény uzlové vektory

U= (ug=uy = U = U3, Usy . . ., Upn—4, Un—3 = Upp—2 = U1 = Up) (2.34)

U = (to, s . - - i), (2.35)

pro jejichz uzly plati u; = u;, i = 3,...,m — 3. Necht je déale dan Fidici polygon (Pi)?:o
ukotvené B-spline kiivky 3. stupné definované na uzlovém vektoru U dle (2.34). Potom kiivka

dana vektorovou rovnici

C(u) =Y Nia(u)P;, u € [to, lim] (2.36)
1=0

je oteviena B-spline kfivka 3. stupné definovand na uzlovém vektoru U dle (2.35) zadand
fidicim polygonem (P;)7_, pro jehoz vrcholy plati

Py = 6Py — 6P + Py,

~ 3 1
P, = °P,— -P
1 gt 17 5b2
Pi:Pi,i:2,...,n—2,
~ 1 3
P, 1= _§Pn72 + §Pn717
P, = P,_5— 6P, 1 +6P,,. (2.37)
]\7@3(“)’ i = 0,...,n, jsou B-spline bazové funkce 3. stupné (2.1) definované na uzlovém

vektoru U dle (2.35). N
Naopak, necht je dan Fidici polygon (Pi)?zo oteviené B-spline kiivky 3. stupné definované
na uzlovém vektoru U dle (2.35). Potom kfivka dana vektorovou rovnici

C(u) = Zn:N@g(u)Pi, u € [ug, Up) (2.38)
i=0

je ukotvend B-spline kfivka 3. stupné definovana na uzlovém vektoru U dle (2.34) zadana
fidicim polygonem (Pi)?:o’ pro jehoz vrcholy plati

1~ 2~ 1=~
Py = -Po+ ;P +6P2’

6 3
2~ 1~

P, = -P,+-P

1 301 + 352

P,=P;,i1=2...,n—2

1~ 2~
Pn—l = an—Q + an—la
1~ 2~ 1~
Nis(u), i = 0,...,n, jsou B-spline bazové funkce 3. stupné (2.1) definované na uzlovém

vektoru U dle (2.34). Aktivni ¢ast oteviené B-spline kiivky C(u), u € [u3, Um—3], dle (2.36)
je shodnd s ukotvenou B-spline kiivkou C(u), u € [ug, u,], dle (2.38). N

Dukaz (pouze naznaé¢ime): Pro dané n sestavime uzlové vektory U dle (2.34) a U dle (2.35),
pro jejichz uzly plati u; = w;, i@ = 3,...,m — 3, a uréime B-spline bazové funkce N;3(u)
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0

Obr. 2.15: Vztah mezi ukotvenou (modrou) a otevienou (Cervenou) B-spline kfivkou;
n=6,p=23

a Ni73(u), i = 0,...,n dle (2.1). Poté dosadime soutfadnice Fidicich bodu f’o,f’l,...,Pn
dle (2.37) do vektorové rovnice oteviené B-spline kiivky (2.36) a obdrzime rovnici ukotvené
B-spline kiivky (2.38).

Naopak, dosadime-li soufadnice fidicich boda Py, P, ..., P, dle (2.39) do vektorové rovnice
ukotvené B-spline kiivky (2.38), dostaneme rovnici oteviené B-spline kiivky (2.36). O

B Véta 2.6 — Vztah mezi ukotvenou a otevienou NURBS krivkou 3. stupné. Necht
jsou déany uzlové vektory U dle (2.34) a U dle (2.35), pro jejichz uzly plati v; = u;,

n

1 =3,...,m—3. Necht je ddle dan Fidici polygon (Pi)z‘:o ukotvené NURBS kiivky 3. stupné
definované na uzlovém vektoru U dle (2.34) a véhy Fidicich bodu W= (@i)?zo, takové, ze jsou

jednotkové pro ¢+ =0,1,2,3 aproi=n—3,n —2,n — 1,n a rovny nezdpornym konstantam

pro i =4,...,n — 4. Potom kfivka dana vektorovou rovnici
~ n ~ ~
C(u) =Y Riz(w)P;, u € [to, U] (2.40)
i=0

je oteviend NURBS kiivka 3. stupné definovana na uzlovém vektoru U dle (2.35) zadan4
fidicim polygonem (Pi)?zo, pro jehoz vrcholy plati vztah (2.37). R;3(u), ¢ = 0,...,n, jsou
racionalni bazové funkce

~ Ni73(u)@i

Rig(u) = 5 ; (2.41)
> Njs(u)w;
§=0
kde ]v@g (u),7=0,...,n, jsou B-spline bazové funkce 3. stupné definované na uzlovém vektoru

U dle (2.35).

Naopak, necht je dan ¥idici polygon (Pi)?zo oteviené NURBS kfivky 3. stupné definované
na uzlovém vektoru U dle (2.35) a vahy fidicich bodua W = (wi)?zo, pro které plati w; = w;,
1=0,...,n. Potom kfivka dana vektorovou rovnici

C(u) = Riz(w)P;, u € [ug, ] (2.42)
=0
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je ukotvend NURBS kfivka 3. stupné definovana na uzlovém vektoru U dle (2.34) zadana
fidicim polygonem (Pi)?zo, pro jehoz vrcholy plati vztah (2.39). R;3(u), ¢ = 0,...,n, jsou
racionalni bazové funkce

Rus(u) = (Wi (2.43)
. Njz(u)w;
j=0
kde N;3(u),7=0,...,n, jsou B-spline bazové funkce 3. stupné definované na uzlovém vektoru
U dle (2.34).
Dukaz: je zcela obdobny jako u véty 2.5, pouze je tfeba uvazovat racionalni bazové
funkce. O

Pro jednoznacnou konverzi mezi aktivni ¢asti oteviené NURBS kfivky a ukotvené NURBS
kiivky je tedy nutné kromé podminek na uzlové vektory (2.34) a dle (2.35) zajistit jednotkové
vahy pocatecnich a koncovych p ridicich bodu obou fidicich polygontu a shodné odpovidajici
véahy ostatnich fidicich bodt obou fidicich polygont.

Budeme-li uvazovat stejné ridici polygony (Pi)?:o
jednotkovou volit pouze vahu fidiciho bodu P3 a f’g, pficemz musi platit ws = ws. Piiklad je
nakreslen na obr. 2.16, kde je zvolena vdha ws = ws = 5, vahy ostatnich fidicich boda jsou
jednotkové.

a (f)i)?:o jako na obr. 2.15, 1ze za ne-

4 -
_“I-
3_
N
Y
y
1 1
\;..
.. - 1
0 5 Pﬁ
P:=P;
U T T T L) T 1
1 2 3 4 5 B X 7

Obr. 2.16: Vztah mezi ukotvenou (modra) a otevienou (¢ervena) NURBS kiivkou;
n=6p=3 W=W=(11,1,51,1,1)

2.3.3 Uzaviena kiivka

Uzavienou (closed) kiivkou minime takovou k¥ivku, kdy je pocateéni bod kfivky totozny s kon-
covym bodem kfivky a v tomto bodé zlistava zachovana stejnéd spojitost, jaka je pozadovéana
podél celé kiivky. Aby doslo k takovému napojeni, musi se na konci fidiciho polygonu cyklicky
zopakovat p pocatec¢nich fidicich bodl véetné vah, které jsou s nimi asociovany:

P, ps1=Po, Py p2o=P1, ..., P, =Py 1,

Wp—p41 = W0, Wp—p4+2 = W1, ..., Wn = Wp—1- (2.44)
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Predpokladame, Ze fidici polygon ma na zacatku nejméné p + 1 riznych ridicich bodu, tedy
nejméné p riznych ramen fidiciho polygonu. Uzlovy vektor uzaviené kiivky je, stejné jako u ote-
viené kiivky, tvoren neklesajici posloupnosti uzlu

U=(a=uy<u <...<upy="0). (2.45)

Rovnéz tak aktivni segmenty (obor parametrizace) uzaviené kiivky pfipadaji na interval uzlo-
vého vektoru [up, um—p|. Pasivni segmenty odpovidajici intervaltim [a, up) & (Um—p, b] se ignoruji.

Pfiklad B-spline bazovych funkci pro uniformni uzlovy vektor U = (-3,-2,...,7), p = 3
a n = 6 vidime na obr. 2.17, ptiklad uzaviené B-spline kiivky 3. stupné na obr. 2.18.

_-?\'FD’ 3 _-\ '—1 ] ‘.3\.."2, 3 _-:\"74’ 3 _-\ '—5’ 3 ;.'\'rﬁ K]

-3 -2 i gr—- 1 R ] 5 B u 7
Obr. 2.17: B-spline bazové funkce 3. stupné;
n==6U=(-3,-2,...,7)

5 I
Pi=Ps / "~
1I ‘\‘-.\
17
4
34 PU =P4
24 T3
1_
£ 2
/
."-I
[ Uy, Uy
0 1 2 3 4 5 X 6
Obr. 2.18: Uzaviena B-spline kiivka 3. stupné;
U=(-3,-2,...,7)
Piiklad raciondlnich bazovych funkei pro uniformni uzlovy vektor U = (-3, -2,...,7),p = 3,

n = 6 a vahy vSech Fidicich bodi jednotkové je zobrazen na obr. 2.19, uzavienda NURBS kiivka
3. stupné zadana stejnym fidicim polygonem jako v obr 2.18 je zobrazena na obr. 2.20.

Je ziejmé, ze B-spline i racionalni bazové funkce uzaviené kiivky maji stejny charakter
jako bazové funkce oteviené kiivky. Pouze vétsi pocet fidicich bodu (dany opakovanim) pii
stejném stupni vede na vétsi pocet uzlovych rozteci. Na obr. 2.17 i obr. 2.19 jsou stejnou barvou
nakresleny grafy bazovych funkci, které jsou asociovany s fidicimi body, jejichz poloha je totozna.
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Obr. 2.19: Racionalni bazové funkce 3. stupné;
n=6U=(-3,-2,...,7), W=(1,1,1,1,1,1)
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Obr. 2.20: Uzaviena NURBS kiivka 3. stupné;
U=(-3,-2,...,7), W=(1,1,1,1,1,1)

Konkrétné cervené zobrazené N 3(u) a Ng3z(u) jsou asociovany s Py = Py, zelené zobrazené
Ni3(u) a N5 3(u) jsou asociovany s Py = P5 a modfe zobrazené Ny 3(u) a Ng 3(u) jsou asociovany
S P2 = P6.

Aktivni ¢ast B-spline i NURBS kfivky je shodna a v obr. 2.18 a obr. 2.20 je vyznacena
tlustou ¢arou. Pasivni ¢asti kiivek se lisi, coz je dano rozdilnym chovanim B-spline a racionalnich
béazovych funkci na pasivnich uzlovych roztecich. Segmenty kiivek v obou obrazcich jsou odliseny
barevne.

B Véta 2.7 — Pocet aktivnich segmentt uzaviené NURBS kiivky. Necht je dan stuper
p > 0 a Fidici polygon (Pi)?:o takovy, ze plati P,,_pt14i = Py, i = 0,...,p — 1, a zaroven
Py # Py # ... # P,. Necht jsou déle dany nezaporné vahy fidicich bodu (wi)?:() takové,
ze plati wy_pi14i = w;, 1 = 0,...,p — 1. Potom je aktivni ¢ast uzaviené NURBS kiivky dle
(2.4) vzdy segmentovand a pocet aktivnich segmenti je roven

n—p+l. (2.46)

Dtikaz: Pro dany stupen p > 0 uzaviené NURBS kiivky musi byt celkovy pocet ramen n
fidiciho polygonu n > 2p. Odec¢teme-li od celkového pocétu uzlovych rozteci m =n+p+ 1
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pocet pasivnich uzlovych roztecéi 2p, dostaneme pocet aktivnich rozteéi n — p + 1, kterych je
nejméné p + 1 > 1, tedy aktivni ¢ast uzaviené NURBS kfivky je vzdy segmentovana. O

Poznamenejme, ze podminka p+1 riznych pocatecnich fidicich bodi, tedy nejméné p rtiznych
ramen Fidiciho polygonu, neni pro vytvoreni uzaviené kiivky nutna, ale je vhodna pro praktické
modelovani uzavienych ktivek obecného tvaru.

Teoreticky vzato, pro konstrukci uzaviené kiivky stupné p > 2 vystac¢ime miniméalné se tfemi
riznymi fidicimi body. Zékladnim fidicim polygonem je potom trojuhelnik PoPPs a uzaviena
kiivka je tvofena tremi aktivnimi segmenty. Podle zvoleného stupné kfivky je celkovy pocet
ramen Tidiciho polygonu n = 2 + p, pricemz pro dalsi fidici body plati P; =P;_3,i=3,...,n.

Priklad uzavienych B-spline kfivek definovanych fidicim polygonem s minimalnim poctem
ramen pro p = 3,4,5,6 je uveden na obr. 2.21. Je ziejmé, ze kiivky tohoto typu zfejmé nena-
leznou hlubsi praktické vyuziti v oblasti modelovani obecnych tvart.

p=5n="7U=(-5—-4,...,8) p=6,n=8U=(-6,-5,...,9)

Obr. 2.21: Vliv stupné p na tvar uzaviené B-spline kiivky
definované fidicim polygonem s minimalnim poctem ramen



Kapitola 3

Tvarovaci nastroje aproximacnich
NURBS krivek

Doposud jsme ve vétsiné prikladt uvazovali jednotkové vahy vSech fidicich bodt, stupen p = 3
a uniformni uzlovy vektor. V této ¢asti budeme diskutovat vliv stupné na tvar modelované
kiivky a uvedeme pfimou metodu stanoveni vah fidicich bodu a uzlového vektoru.

3.1 Stupen

Pokud neni kfivka segmentovana, je popsana jedinou rovnici a jeji tvar ovliviiuje jedina sada
bazovych funkci. Takovy matematicky model kfivky ale nenachézi sirsi praktické uplatnéni, ne-
bot vede na vysoky stupen kiivky pfi zvySujicim se po¢tu Fidicich bodi. Navic zména jediného
tvarovaciho néstroje (poloha fidiciho bodu nebo jeho vahy) ovlivni tvar celé kiivky. Vhodnéjsi
je proto matematicky model, ktery umoznuje lokdlni zmény tvaru kfivky, tj. zménou polohy
libovolného fidiciho bodu nebo jeho vahy (popf. zménou délek dvou po sobé nasledujicich uz-
lovych rozteéi pii zachovani délek ostatnich uzlovych rozteci) se zméni pouze tvar ¢asti kiivky.
Znamend to, ze zvoleny stupen p kiivky musi byt mensi nez pocet ramen fidiciho polygonu n.
Tim dojde k segmentaci bazovych funkci i k segmentaci kiivky. Kazdy (i-ty) segment kiivky je
definovan pouze dil¢im fidicim polygonem s p + 1 fidicimi body: (PJ);Z) ,t=0,...,n—p. Tvar
kazdého segmentu kiivky ridi bazové funkce definované na prislusné uzlové rozte¢i. Hodnoty
parametru u, ve kterych na sebe jednotlivé segmenty kiivky navazuji (tj. ve kterych se méni
bazové funkce), jsou vnitini uzly uzlového vektoru.

Porovnejme nyni vliv stupné p = 4 a p = 3 na tvar bazovych funkci a na tvar vysledné kiivky
pro Fidici polygon s péti Fidicimi body (n = 4). Uvazujme (bez Gjmy na obecnosti) vahy vSech
fidicich bodi jednotkové a ukotvenou krivku.

Uzlovy vektor pro p = 4 mé tvar U = (0,(),(),0,0, 1,1,1,1, 1) a obsahuje pouze jedinou
uzlovou rozte¢ nenulové délky [ug,us] = [0, 1]. B-spline bazové funkce i vysledna kiivka jsou
tvoreny jedinym segmentem.

Pro p = 3 zvolme uniformni uzlovy vektor ve tvaru U = (0, 0,0,0, %, 1,1,1, 1), ktery obsahuje
dvé uzlové rozteée nenulové délky [us, us) = [0, %) a [ug, us] = [%, 1]. B-spline bazové funkce jsou
segmentované, tj. maji jiné analytické vyjadieni na uzlové rozteci [0, %) nez na uzlové rozteci
[L,1]. Vysledna kiivka je slozena ze dvou segmentti. Prvni segment je definovan na uzlové roztedi

2
u € [0, %) a jeho tvar je ovliviiovan diléim fidicim polygonem (Pg, P1, P2, P3), popf. vahami
téchto fidicich bodd, druhy segment je definovan na uzlové rozteci u € [%, 1] a jeho tvar je

ovliviiovan dil¢im Fidicim polygonem (P, P2, P3, Py), popt. vahami téchto fidicich bod.

51
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Vliv vnitfnich uzlovych rozteci nenulové délky na segmentaci B-spline bazovych funkci a na
tvar vysledné B-spline krivky demonstruje obr. 3.1. Teckovanou carou jsou zde zndzornény
B-spline bazové funkce 4. stupné a B-spline kfivka 4. stupné, plnou carou jsou znazornény
segmentované B-spline bazové funkce 3. stupné a segmentovana B-spline kiivka 3. stupné. Jed-
notlivé segmenty jsou odliSeny tloustkou cary.

1~

0 02 04 06 08 3 11

Obr. 3.1: B-spline bazové funkce a B-spline kiivka;
n =4, p=4 (plna ¢ara), n =4, p = 3 (teckovana c¢éra)

Vsimnéme si nejprve strméjsiho poklesu funkce Ng 3(u) oproti Noa(u) a zaroven strméjsiho
narustu Ny 3(u) oproti Ny4(u). Tento pokles, resp. narist méa za nasledek jednak pozdéjsi od-
klon kiivky 3. stupné od pocatecniho, resp. koncového ramene fidiciho polygonu nez je tomu
u kiivky 4. stupné, jednak vyssi maxima zbyvajicich bazovych funkci 3. stupné (tj. bazovych
funkei vnitinich bodi fidiciho polygonu) oproti maximim zbyvajicich bazovych funkei 4. stupné.
Krivka 3. stupné je tedy vice tvarovana fidicim polygonem nez kiivka 4. stupné, coz je pfimy
dtisledek segmentace. Zaroven je to také dalsi z divodd, pro¢ se segmentované kiivky pouzivaji.

Pro interaktivni modelovani NURBS kfivky prostfednictvim stupné bazovych funkci, a tim
i stupné krivky, lze vyslovit néasledujici pravidlo:

e Cim je stupen bazovych funkei niz§i, tim nizsi je pocet bodt diléiho Fidiciho polygonu,
které definuji konkrétni segment kiivky, a tim vice se kazdy z téchto fidicich bodi uplatni
a ovlivni tvar vysledné kiivky.

e Naopak, ¢im je stupen kiivky vyssi, tim vyssi je pocet bodd dil¢iho fidiciho polygonu,
které definuji konkrétni segment kiivky, a tim méné kazdy z bodt dil¢iho fidiciho polygonu
ovlivni tvar vysledné kiivky.

V praktickych piipadech, kdy je tfeba modelovat kiivky zadané fidicimi polygony se zna¢nym
poctem Fidicich bodi, je naprosto nevhodné volit stupen p blizky poctu ramen fidiciho polygonu.
Na obr. 3.2 je nakreslen pribéh B-spline bazovych funkei (barevné jsou odliseny jednotlivé bazové
funkce) a vyslednd B-spline kiivka (barevné jsou odliSeny jednotlivé segmenty kiivky) zadana
fidicim polygonem s osmnacti fidicimi body pro p = 17, p = 7 a p = 3 a uniformni uzlovy
vektor.
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‘02

Obr. 3.2: Vliv stupné p na tvar B-spline bazovych funkci a B-spline kiivky
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Povsimnéme si velmi nizkych maxim bazovych funkci 17. stupné, a tim i velmi malého vlivu
polohy vnitinich fidicich bodt na tvar B-spline kiivky. Maxima bazovych funkci se pfi snizovani
stupné zvysuji a vysledna kiivka se vice pfiblizuje fidicim boddm. Se snizujicim se stupném se
zvySuje pocet segmenti, ze kterych se krivka skldda, coz umoznuje efektivnéjsi lokalni zménu
tvaru.

Efekt vzdalovani vysledné kiivky od fidicich bodi se zvySujicim se stupném mizeme také po-
zorovat na obr. 2.21, kde jsou znizornény uzaviené B-spline krivky definované fidicimi polygony
s minimélnim poctem ramen pro p = 3,4, 5, 6.

3.2 Vahy ridicich bodu

S kazdym Tidicim bodem je asociovana jeho vaha, kterda vyjadiuje relativni dilezitost polohy
fidiciho bodu na koneény tvar NURBS kfivky. Disledkem riiznych vah ma NURBS reprezentace
racionalni charakter, tedy analytické vyjadfeni ve tvaru podilu dvou polynomt. Dusledkem
zavedeni vah je moznost presného popisu kuzeloseGek v NURBS reprezentaci, a tim padem
i moznost pouzit jednotnou reprezentaci k vyjadreni analytickych i zcela obecnych tvart. Praveé
tato vlastnost fadi NURBS reprezentaci na pfedni misto z hlediska jejiho pouziti v CA systémech
(podrobné viz [17]).

Zde se budeme nejprve zabyvat vlivem zmény vah Fidicich bodid na tvar bazovych funkci
a NURBS kfivky. Tento pristup lze prirovnat k interaktivnimu navrhu, kdy uzivatel méni vstupni
parametry a sleduje dtsledky. Proces kon¢i, pokud je uzivatel spokojen s dosazenym tvarem.
Dale potom uvedeme metodu piimého stanoveni vah fidicich bodt na zdkladé geometrickych
vlastnosti ridicitho polygonu, kterou lze pouzit pfi automatickém navrhu krivky.

3.2.1 Interaktivni zména vah

Sledujme nyni vliv vah na tvar racionédlnich bazovych funkci a na tvar NURBS kfivky pron = 4,
p = 4 a uzlovy vektor pro ukotvenou kfivku ve tvaru U = (0,0,0,0,0,1,1,1,1,1).
Konkrétné uvazujme ¢tyti varianty vah:

e Vahy vsech fidicich bodu jednotkové: W = (wq, w1, we, w3, wy) = (1,1,1,1,1).

e Viha ridictho bodu P35 nejednotkova, vahy vsSech ostatnich fidicich bodd jednotkové:
W = (UJ(),wl, w27w37w4) == (17 17 17 57 1)

e Rizné nejednotkové vahy vnitinich fidicich bodu (wy # wae # ws), vahy krajnich Fidicich
bodt jednotkové: W = (wg, wy, we, w3, ws) = (1,10,2,5,1).

e Nejednotkové vahy vnitinich fidicich bodt zvolené tak, aby w; = ws # wa, vahy krajnich
fidicich bodu jednotkové: W = (wp, w1, we, w3, ws) = (1, 10,20, 10,1).

Jsou-li vahy vSech fidicich bodt jednotkové, jsou raciondlni bazové funkce ukotvené kiivky
rovny B-spline bazovym funkcim a vysledné kiivka je B-spline kiivka. V pfipadé, Ze p = n, jsou
to pfimo Bernsteinovy polynomy p-tého stupné, jejichz pribéh pro p = 4 je nakreslen na obr. 3.3
spole¢né s prikladem B-spline kfivky urcené ridicim polygonem (Pi)?zo.

Jakmile zménime vahu byt jen jediného Fidiciho bodu, neni jmenovatel rov. (2.3) jednotkovy
a béazové funkce jsou raciondlni. Tvar racionalnich bazovych funkci pro W = (1,1,1,5,1) je
odlisny od tvaru ptavodnich B-spline bazovych funkci, jak mizeme sledovat na obr. 3.4.

K nejvétsi zméné tvaru dochazi u R3 4(u), jejiz maximum je diky ws = 5 vyrazné vyssi nez
maxima béazovych funkci Ry 4(u) a Rz a4(u). Tyto skutecnosti ovliviiuji tvar vysledné NURBS
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Obr. 3.3: B-spline bazové funkce a B-spline kiivka; n =4, p=4, W = (1,1,1,1,1)

kiivky, ktera je nakreslena na obr. 3.4 modrou barvou. NURBS kifivka probiha podstatné blize
bodu P35 nez ptvodni B-spline kfivka, kterd je ¢ervenou barvou nakreslena v obr. 3.4 také.

Tvar racionalnich bazovych funkci pro W = (1,10,2,5,1) je nakreslen na obr. 3.5. Diky

wy = 10 a w3 = 5 dosahuji funkce Ry 4(u) a R3 4(u) vyrazné vyssiho maxima nez funkce Ry 4(u),
pficemz maximum Rj 4(u) je vétsi nez maximum Rs34(u). Proto NURBS kiivka probiha blize
bodtm P; a P3 nez bodu P3. Déle probihé kfivka relativné blize bodu P; nez bodu P3. To je
zptsobeno tim, ze vdha w; je vétsi nez vaha ws. Z pribéhu NURBS kfivky na obr 3.5 je také
zFejmé, ze vliv vahy we = 2 fidictho bodu P9 na vysledny tvar kfivky je diky vysokym vaham
wy a ws zcela zanedbatelny — kiivka nevykazuje zadné znatelné ptiblizeni k fidicimu bodu Ps.
Zajimavy tvar racionalnich bazovych funkci i vysledné aproximacni kiivky dostaneme pro
posledni variantu vah fidicich bodda W = (1,10,20,10,1). Sledujme racionélni bazové funkce

a vyslednou NURBS kfivku na obr. 3.6 a povSimnéme si nékolika skutecnosti:
e Diky w; = w3 dosahuje racionalni bazova funkce R 4(u) stejného maxima jako R34 (u).

e I kdyz je wy dvakrat vétsi nez w; nebo ws, neni maximum funkce Ry 4(u) vétsi nez ma-
ximum funkce Rj 4(u) nebo R34(u), nicméné je podstatné vétsi nez maximum racionalni

bézové funkce Ry 4(u) z obr. 3.5, kde byla vaha wy = 2.

e Tvar NURBS kiivky je ovlivnén vSemi fidicimi body. Nelze vSak jednoznac¢né ftici, ke
kterému bodu je kfivka pritazena relativné vice nebo méné. To je diisledek skutecnosti,
ze soucet bazovych funkci je pro libovolnou hodnotu parametru u € [0,1] vzdy jedna.
ZvySenim vahy jednoho bodu zvysime maximum pfislusné bazové funkce, a tim posilime
vliv tohoto bodu na tvar kifivky. Zaroven se vSak snizuji maxima ostatnich bazovych funkci

a tlumi se vliv ostatnich bodt na tvar kiivky.

7 vyse uvedenych tvah plyne nasledujici zavér: pii vétsim poctu fidicich bodd nelze do-
sahnout vyrazné zmény tvaru kfivky zménou vah vétSiny Fidicich bodi, nebot jejich Gcinek se
eliminuje. Pokud mé&me jasnou pfedstavu o tvaru kfivky, kterého bychom chtéli pro zadanou
sérii fidicich bodt dosahnout, je velmi obtizné — a pro vétsi pocet ridicich bodi zcela nemozné —
stanovit interaktivné takové vahy, které pozadovany tvar kifivky zajisti. Interaktivni modelovani
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Obr. 3.4: Racionélni bazové funkce, B-spline (¢ervend) a NURBS (modra) kiivka;
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Obr. 3.5: Racionélni bazové funkce, B-spline (¢ervend) a NURBS (modra) kiivka;

tvaru NURBS krivky pomoci vah fidicich bodt lze doporucit pouze v pripadech, kdy ménime
vahu jediného fidiciho bodu ze vsech fidicich bodu dil¢iho fidiciho polygonu (P])]ﬂz , ktery

definuje i-ty segment NURBS kiivky, i =0,...,n — p.

3.2.2 Té&z%i3tovA metoda stanoveni vah Fidicich bodu
Metody automatického urceni vah fidicich bodu 1ze rozdélit do dvou skupin — metody optimali-

zacni, kdy jsou vahy jednotlivym fidicim bodt@m pfifazeny na zakladé urcitého optimaliza¢niho
kritéria, a metody geometrické, které vychéazeji z konfigurace fidicich bodu. Zde se budeme
vénovat geometrické metodé, kterou nazveme téZistovou. Tézistova metoda je inspirovéana op-
timaliza¢ni metodou uvedenou v [1], kterd k optimalizaci uzlového vektoru vyuziva kritérium



57

n=4,p=4, W = (1,10,20,10,1)

Ve

3. TVAROVACI NASTROJE APROXIMACNICH NURBS KRIVEK
14 51 Pig
1‘ “
v ;’I "\ll
N84 RD,4 4 J‘J‘Jr \\ll
:‘ ‘\
P1 / Y
_| 3 @ g \ll‘
D-E‘l f.r‘I \\\ i \'.\
- \ 2 :; > 1; \ll‘
| / N ! \
0.44/} ; S \
Y S H
I 1 K
\ 2
0.2“ \\ PD
N 0 i 3 3 3 5 x\ 6
0.2 ; y B P,
Obr. 3.6: Raciondlni bazové funkce, B-spline (¢ervend) a NURBS (modra) kiivka;

miniméalniho sou¢tu vzdélenosti bodt krivky od daného pevného bodu. Tézistova metoda sta-
noveni vah ¥idicich bodd vychézi z nékolika pevnych bodi — tézist dil¢ich Fidicich polygont

a jednotlivym Fidicim bodim pfifazuje vdhy odvozené z polohy téchto tézist. Vahy stanovené

Ve

tézisfovou metodou budeme oznacovat strucéné jako tézistové vdhy.
Pro definici tézistovych vah budeme pfedpokladat (bez Gjmy na obecnosti) ukotvenou kiivku

a uniformni uzlovy vektor tvaru (3.3).

B Definice 3.1 — Té&Zistové vahy Fidicich bodt aproximaéni NURBS k¥ivky. Necht je
dan Fidici polygon (P;);_, aproximaéni NURBS kfivky a necht T; je tézisté dilétho Fdiciho
(3.1)

i+
1 X
— j, 1=0,...,n—p.

polygonu
T, = i

P+ =

tové vdhy Fidicich bodi dény nésledovné

vy

Potom jsou tézis
&
T ?Z‘PzTJ" ) <p,
§=0

1 < .
w; = —— § P, T;|, p<i<n-—p,
p+1 &
J=t—p
(3.2)

1
Z |P;T|, i >n—p.
U

w; = .
n—i+1 &
j=i-p
Tézistova vaha w; Fidictho bodu P; je tedy rovna primérné vzdélenosti Fidiciho bodu od
t8zist vSech diléich polygontl, v nichz se bod P; zGcastiiuje konstrukce kiivky.
Intuitivné lze vysvétlit vliv takto stanovenych vah na tvar aproximacni kfivky nésledovné:
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pokud je primérna vzdalenost vSech Fidicich bodt od prislusnych tézist stejné, jsou stejné i vahy
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prifazené jednotlivym fidicim bodim a vyslednd kiivka prochéazi v relativné stejné vzdalenosti
od v8ech Fidicich bodi. Je-li primérné vzdalenost ¥idicitho bodu od odpovidajicich t&zist vétsi,
je Fidicimu bodu prirazena vyssi vaha a vysledna krivka prochazi relativné blize tomuto fidicimu
bodu. Modifikace tvaru pomoci tézistovych vah se vyraznéji projevi v ptipadé fidiciho polygonu
s vy$$im poctem Fidicich bodd nebo fidicich bodd velmi nerovnomérné rozlozenych.

Vliv tézistovych vah na tvar bazovych funkci pro p = 3 a n = 6 miizeme porovnat na obr. 3.7.
Vlevo jsou nakresleny grafy B-spline bazovych funkci, vpravo grafy racionalnich bazovych funkci.
Odpovidajici k¥ivky jsou nakresleny na obr. 3.8. Cervenou barvou je nakreslena B-spline kiivka,
modrou barvou NURBS kfivka.

Ridici body na obr. 3.8 jsou rozlozeny dosti nerovnomérné, takze je podle piedpokladu prii-
béh racionalnich bazovych funkci zna¢né odlisny od prubéhu odpovidajicich B-spline bazovych
funkei. Vysokd maxima racionalnich bazovych funkci R3 3(u) a R4 3(u) zptsobuji zietelné ptibli-
zeni NURBS kiivky fidicim bodtim P3 a P4. Naopak, nizsi maxima Ra 3(u) a Rs 3(u) zpusobuji
oddaleni NURBS kfivky od fidicich bodi P2 a Ps.
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Obr. 3.7: Porovnani B-spline a racionalnich bazovych funkci 3. stupné;
uzlovy vektor uniformni, vahy pro racionélni funkce tézistové

3.3 Uzlovy vektor

Mnoho védeckych praci se vénuje optimalizacnim metodam névrhu uzlového vektoru. Tyto me-
tody, podobné jako optimalizacni metody stanoveni vah, jsou zaloZeny na minimalizaci délky
kiivky, vzdélenosti bodt kiivky od daného pevného bodu [1], apod. Zde se, kromé nejcastéji po-
uzivaného uniformniho uzlového vektoru, budeme vénovat metodé primého stanoveni uzlového
vektoru, kterd opét vychéazi z geometrickych vlastnosti fidictho polygonu.

V dalsim budeme predpokladat, ze aktivni ¢ast kiivky je definovana na intervalu u € [0, 1],
nebot pro kazdy jiny interval u € [a,b] lze provést zménu parametrizace u = % a normovat
tak puvodni interval @ € [a,b] na interval u € [0, 1].
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Obr. 3.8: Porovnani B-spline (¢ervena) a NURBS (modra) kiivky 3. stupné;
uzlovy vektor uniformni, vahy ¥idicich bodt NURBS kfivky tézistové

3.3.1 Uniformni uzlovy vektor
Uniformni uzlovy vektor spliiuje podminku stejné délky vSech uzlovych rozteci a jeho konstrukce

je nejjednodussi.

B Definice 3.2 — Uniformni uzlovy vektor ukotvené aproximacéni NURBS krivky.
Necht je dan Fidici polygon (Pi)?zo a stupen p. Potom je uniformni uzlovy vektor ukotvené
aproximac¢ni NURBS ktivky dan

U; = 0, ’iZO,...,p,

u; = ,t=p+1,....m—p—1,
m — 2p
u = 1, i=m—p,...,m, (3.3)
kde m je pocet uzlovych rozteci (2.5). O

Pribéhy bazovych funkci a vyslednych ukotvenych kfivek definovanych na uniformnim uz-
lovém vektoru (3.3) jsme vidéli napi. na obr. 3.7 a obr. 3.8.

B Definice 3.3 — Uniformni uzlovy vektor oteviené, resp. uzaviené aproximacéni
NURRBS kfivky. Necht je dan fidici polygon (Pi)?zo a stupen p. Potom je uniformni uzlovy
vektor oteviené, resp. uzaviené aproximacéni NURBS kfivky dan

i-p
Ui:m, Z:(),...,m. (34)

kde m je pocet uzlovych rozteéi (2.5). O

Prubéh B-spline a racionalnich bazovych funkci uzaviené kiivky definované na uniformnim uz-
lovém vektoru (3.4) je nakreslen na obr. 3.9, uzaviend B-spline a NURBS kiivka na obr. 3.10.
Navazujici bazové funkce na zacatku (u = 0) a na konci (u = 1) aktivni éasti kiivky jsou
nakresleny stejnou barvou.
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3.3.2 Tézistova metoda stanoveni uzlového vektoru

Tato metoda vychdzi z polohy t&ézist dilé¢ich Fidicich polygont (Pj);:il,
s p + 2 Tidicimi body, kterym jsou definovany dva sousedni segmenty kiivky napojené v uzlu

Vv e

u; a zohlednuje tak polohu Fidicich bodi. Uzlovy vektor stanoveny tézistovou metodou budeme
strucné nazyvat tézistovym uzlovym vektorem.

i =1,...,n —p,

B Definice 3.4 — Té&zisfovy uzlovy vektor ukotvené aproximaéni NURBS kiivky.
Necht je dan Fidici polygon (Pi)n T

=0
polygonu
Ty = Py,
1 i+p
T, = —— S P i=1...n-
7 p+2 _Z VB! 1 9 , D,
j=i—1
Tonpt1 = Pn. (3.5)
Oznacéme
=TTy, i=1,....n—p+1, (3.6)

vzdélenost dvou po sobé nasledujicich tézist (3.5) a

n—p+1

L= Z; l; (3.7)

soucet vsech téchto vzdélenosti. Potom je téZistovy uzlovy vektor ukotvené aproximacni
NURBS krivky déan

U; = 0, ’iZO, oy Py
1 <X
uizz lj,i:p—i—l,...,m—p—l,
j=1
u = l,i=m—p,...,m. (3.8)

Délka aktivni uzlové roztece ukotvené aproximacéni NURBS kfivky je tedy tmérna vzdalenosti
tézist dil¢ich Fidicich polygont tvofenych p — 2 Fidicimi body. 4

Na obr. 3.11 jsou nakresleny pribéhy B-spline a racionalnich bazovych funkci definovanych
na tézistovém uzlovém vektoru pro jinak stejnd vstupni data jako na obr. 3.7 a obr. 3.8. Je zfejmé,
Ze tvar bazovych funkci se znacné zménil oproti bazovym funkcim definovanym na uniformnim
uzlovém vektoru, které jsou nakresleny na obr. 3.7.

Vliv tézistového uzlového vektoru na tvar B-spline a NURBS kiivky mutzeme posoudit na
obr. 3.12. Je zfejmé, ze zména uzlového vektoru se projevila mnohem vyraznéji na tvaru bazovych
funkei nez na tvaru vysledné kiivky.

Vyse uvedenou definici 3.4 Ize s mirnou modifikaci pouzit i pfi konstrukei tézistového uzlového
vektoru oteviené B-spline nebo NURBS kfivky. Aktivni uzly uzlového vektoru oteviené kiivky
jsou shodné s aktivnimi uzly ukotvené ktivky, pasivni uzly musime stanovit jinym zptisobem —
napf. uniformni metodou.

Zasadné jiné jsou ovSem podminky pfi konstrukci uzaviené B-spline nebo NURBS kfivky
definované na libovolném neuniformnim uzlovém vektoru. Aby se B-spline, resp. NURBS kiivka
skutecné uzaviela, musi se pocatec¢nich p pasivnich uzlovych rozteci uzlového vektoru shodovat
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Obr. 3.11: Porovnani B-spline a racionalnich bazovych funkci 3. stupné;
uzlovy vektor tézistovy, vahy pro racionalni funkce tézistové
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Obr. 3.12: Porovnani B-spline (cervend) a NURBS (modra) kiivky 3. stupné;
uzlovy vektor tézistovy, vahy fidicich bodi NURBS kiivky tézistové

s koncovymi p aktivnimi uzlovymi roztecemi a koncovych p pasivnich uzlovych roztec¢i se musi
shodovat s pocatecnimi p aktivnimi uzlovymi roztecemi.

Mvoen

Nez uvedeme definici tézistového uzlového vektoru uzaviené aproximacéni NURBS kiivky,
musime si uvédomit, ze krajni aktivni uzly u, = 0 a u,,—, = 1 uzaviené kiivky od sebe oddéluji
krajni aktivni segmenty kfivky, a proto zavedeme rozsireny vidici polygon.

B Definice 3.5 — Rozsifeny fidici polygon uzaviené aproximaéni NURBS krivky.
Necht je dan stupen p, Fidici polygon (Pi)?zo a vahy fidicich bodu W = (wi)?zo splnujici pod-
n+2(p—2)

minku (2.44) pro uzavienou NURBS kiivku. Potom je rozsireny 7idici polygon (f,i)z:()
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dan nasledovné:
P; = Pp+27i7 i1=0,...,p—3,
Pi = Pi—p+27 Z:p_277n+p_2a
P, =P, _p1,i=n+p—1,...,n+2(p—2). (3.9)

Rozsireny tidici polygon je ptivodni fidici polygon, ktery je na obou koncich rozsifen o dalsich
p — 2 opakujicich se fidicich bod. O

Nyni mtzeme uvést definici tézistového uzlového vektoru uzaviené aproximacéni NURBS
kiivky.

B Definice 3.6 — Té&zistovy uzlovy vektor uzaviené aproximaéni NURBS kiivky.
Necht je dan stupen p, Fidici polygon (Pi)?:o a vahy fidicich bodd W = (wi)?zo spliujici
i+p+1 _
P;,i=0,...,n—p+1, (3.10)
j=i

1
T p + 2

g n+2(p72) . vy R T . vvevp . . v ,
kde (Pi)z‘:o je rozsifeny Fidici polygon (3.9). Potom je tézistovy uzlovy vektor uzaviené
aproximac¢ni NURBS ktivky dan

1 m—2p
U = —— Z l;, 1 =0, ,p—1,
J=m=2(p+1)+i
up = 0,
1 8
ui:f lj, i=p+1,...,m—p,
j=1
1 i—n+1
ui:1+z lj, t=m-p+1,...,m, (3.11)
j=1

kde l;, j = 1,...,n — p, je vzdalenost (3.6) dvou po sobé nasledujicich tézist (3.10) a L je
soucet vSech téchto vzdalenosti (3.7). O

Na obr. 3.13 je uveden priklad B-spline, resp. racionédlnich bazovych funkci definovanych na
tézisfovém uzlovém vektoru pro uzavienou B-spline, resp. NURBS kiivku 3. stupné zadanou
stejnym Fidicim polygonem jako na obr. 3.10. Navazujici bazové funkce na zac¢atku (u = 0) a na
konci (u = 1) aktivni ¢asti kiivky jsou nakresleny stejnou barvou a pro lepsi orientaci jsou zde
jednotlivé uzly zndzornény symbolem o na ose u.

Povsimnéme si shodné délky nésledujicich uzlovych rozteci na obr. 3.13:

Uy —Up = uUg — U7, U2 — U1 = U9 — U, U3 — U2 = U10 — UY,

Ul — U0 = U4 — U3, U12 — ULl = U5 — U4, U13 — U12 = U — U5,

které, spole¢né s opakujicimi se pfislusnymi fidicimi body, zajistuji uzavieni kiivky.
Pokud vykreslime vsechny kfivky z obr. 3.10 a obr. 3.14 do jednoho grafu, ktery je na
obr. 3.15, mizeme porovnat jak vliv konstrukce uzlového vektoru, tak i vliv vah na tvar vysled-

nych kiivek. Je zfejmé, Ze vice se tézistovy uzlovy vektor i tézigtové vahy Fidicich bodu projevi
tam, kde jsou Fidici body nerovnomérné rozlozeny.
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Obr. 3.13: Porovnani B-spline a racionalnich bazovych funkci pro uzavienou krivku 3. stupné;
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Obr. 3.14: Porovnani uzaviené B-spline (cervend) a NURBS (modra) kiivky 3. stupné;
n =9, uzlovy vektor tézistovy, vahy ridicich bodi NURBS kiivky tézistové
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Obr. 3.15: Porovnani B-spline a NURBS uzavtenych kiivek 3. stupné; n =9
B-spline kiivka, uzlovy vektor uniformni (zelend),
B-spline kiivka, uzlovy vektor tézistovy (Cervend),
NURBS kiivka, uzlovy vektor uniformni, vahy tézistové (svétle modra),

NURBS kiivka, uzlovy vektor tézistovy, vahy tézistové (modrd)

3.3.3 Efekt vicenasobnych uzli

S dtisledkem vicendsobnych krajnich uzli jsme se seznamili v ¢asti 2.3.2 Ukotvena kiivka. Zde se
budeme zabyvat vlivem vicendsobného vnitfniho uzlu na tvar B-spline a racionéalnich bazovych
funkci a na tvar vysledné B-spline a NURBS ktivky.

Efekt vicenasobného vnitiniho uzlu si ukdzeme na prikladu vypoctu bazovych funkci 2. stupné
pro n = 4 a uzlovy vektor oteviené kiivky ve tvaru

U= (U(),Ul,U2,U3,U4,U5,U6,U7) = (_27 _1703 ]-7 1727374)'

Nulova délka uzlové roztece [uz,us) = [1,1) se projevi nulovou B-spline bazovou funkci N3 o(u),
viz obr. 3.16. Disledek je nasledujici: B-spline bazova funkce N3 o(u), resp. racionalni bazova
funkce Rp2(u) nabyva pro v = uz = us = 1 hodnoty jedna a vSechny ostatni bazové funkce
hodnoty nula. Diky tomu B-spline, resp. NURBS kfivka prochézi fidicim bodem P,, ktery je
s B-spline bazovou funkei Nj o(u), resp. s racionalni bazovou funkei Ry 2(u) asociovan.

Pribéh oteviené B-spline, resp. NURBS kiivky pro uzlovy vektor U = (—2,—1,0,1,1,2,3,4)
je nakreslen ¢ervenou barvou na obr. 3.17, resp. obr. 3.18. Pro porovnani je v obou obrazcich
modrou barvou nakreslena B-spline, resp. NURBS kiivka definovand na uniformnim uzlovém
vektoru U = (—2,-1,0,1,2,3,4,5). Je zfejmé, Ze dvojndsobny uzel vede na snizeni po¢tu aktiv-
nich segmentt B-spline, resp. NURBS kiivky, nebot pro u = us = u4 je C(uz) = C(uq), a tim
i na sniZeni spojitosti B-spline, resp. NURBS kiivky v bodech C(u3), resp. C(uy4). Piivodni C*
spojitost kiivky se v téchto bodech snizuje na C° spojitost.

Opakovani uzlt se vyuziva pro vytvoreni bodu vratu (ostrého rohu) na jinak plynulé kiivce
nebo pii specifické konfiguraci fidicich bodi a jejich vah k modelovani kuzeloseéek (podrobné
viz [17]).
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Obr. 3.16: B-spline bazové funkce nultého az 2. stupné a racionalni bazové funkce 2. stupné;
n=4,U = (-2,-1,0,1,1,2,3,4),
véhy pro racionalni funkce W = (1,1,1,1,1)

(=2,-1,0,1,1,2,3,4) U=(-2-1,0,1,1,2,3,4)

U _
U=(-2-1,0,1,2,3,4,5) U=(-2-1,0,1,2,3,4,5)

Obr. 3.17: B-spline kiivky 2. stupné; Obr. 3.18: NURBS kfivky 2. stupné;
n=4,p=2 n=4,p=2 W=(1,1,1,1,1)



Kapitola 4

Interpolacni NURBS krivky

Doposud jsme uvazovali aproximac¢ni kiivky, kde kfivka nemusi zadanymi fidicimi body pro-
chézet. Tato metoda je velmi tisp€sna pri vyhlazeni naméfenych dat zatizenych znac¢nou chybou
meéfeni. Pokud vSak pracujeme s pfesnymi daty, neni i¢elné konstruovat aproximacni kiivku, ale
naopak kfivku interpolacni, kterd danymi body, v tomto pripadé tzv. defini¢nimi body, prochazi.

Vektorovou rovnici interpola¢ni B-spline, resp. NURBS kfivky nelze napsat pfimo. Stéale
méame k dispozici pouze analytické vyjadfeni aproximacni kiivky dle (2.2), resp. (2.4). Zname
sice presnou polohu defini¢nich bodt Q;, ¢ = 0, ..., n, které lezi na kiivce, ale nezname polohu
fidicich bodu P;, i = 0, ..., n, které vystupuji v rovnicich (2.2), resp. (2.4). Je tedy nutné nejprve
sestavit soustavu rovnic, jejimz feSenim jsou prave soutadnice neznamych fidicich bodi, a teprve
poté mizeme napsat vektorovou rovnici interpolac¢ni kiivky.

Uloha zkonstruovat interpola¢ni B-spline, resp. NURBS kfivku je inverzni tilohou k tloze
zkonstruovat aproximacni B-spline, resp. NURBS kfivku.

Rozlisujeme dva rtizné ptistupy k problému interpolace. V prvnim pfipadé vychazime z pod-
minky, Ze pocet Fidicich bodt n + 1 je stejny jako pocet definiénich bodd 7 + 1. Tento zptisob
interpolace oznacime jako prostou interpolaci a vyslednou interpola¢ni kfivku jako prostou in-
terpolacni krivku.

Druhy pfistup vychézi z logického pozadavku, aby vysledna interpolacni kiivka méla praveé
tolik aktivnich segmentt1, kolik je ramen defini¢niho polygonu 72, a aby uzly oddélujici jednotlivé
segmenty kiivky lezely pfimo v defini¢nich bodech. Tento zpusob interpolace oznaCime jako
uzlovou interpolaci a vyslednou interpola¢ni kiivku jako uzlovou interpolacni k¥ivku. Jak uvidime
déle, pocet fidicich bodu uzlové interpolacni kiivky bude vyssi nez pocet zadanych defini¢nich
bodt a pro vypocet souradnic Fidicich bodid bude tfeba definovat dodateéné podminky.

Pri matematickém modelovani interpolacni kiivky je tieba jesté zvazit tlohu vah fidicich
bodt. U aproximacni kiivky mé vyssi vaha fidiciho bodu za nésledek priblizeni kiivky k tomuto
fidicimu bodu. V pfipadé interpolacni kiivky, kdy je poloha fidiciho bodu neznama, je tfeba
efekt vah chapat opac¢né: zvysi-li se vaha fidiciho bodu interpola¢ni kiivky, priblizi se fidici bod
vice k definiénimu polygonu. To vede ve svém disledku k plynulej$imu pribéhu interpola¢ni
kiivky a vhodné stanovené véahy fidicich bod omezi nezadouci prekmity a zvlnéni vysledné
kiivky.

Navrh vah fidicich bodt interpola¢ni kiivky nemtze probihat interaktivné. Nezndmym tidi-
cim bod@m musime predem pritadit vhodné vahy, abychom mohli uréit racionalni bazové funkce
a sestavit soustavu rovnic pro vypocet soufadnic Fidicich bodu interpola¢ni NURBS kfivky.
Jakmile bychom dodate¢né zménili vahu fidiciho bodu interpola¢ni k¥ivky, zméni se i pfislusna
raciondalni bazova funkce. Tim padem by ¢ast interpolac¢ni kiivky, kterd odpovida uzlovym roz-
te¢im, na kterych je zménénd racionalni bazova funkce nenulova, jiz neprochazela zadanymi
defini¢nimi body.

67
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Z vyse uvedeného divodu se budeme zabyvat pfimou metodou stanoveni vah fidicich bodt
pouze u prosté interpolaéni kiivky. Pokud je pocet fidicich i defini¢nich bodu stejny, lze pfi
stanoveni vah vyjit z geometrickych vlastnosti defini¢éniho polygonu a pouzit modifikovanou
tézisfovou metodu, kterd byla popsdna v kap. 3 Tvarovaci ndstroje aproximac¢nich NURBS
kiivek. U uzlové interpolace, kde je pocet fidicich bodt vyssi nez pocet zadanych defini¢nich
bodti, budeme uvazovat vahy vSech fidicich bodd vzdy jednotkové.

4.1 Prosta interpolace

B Definice 4.1 — Vektor parametrizace. Necht H je neklesajici posloupnost 72 + 1 redlnych

Cisel ho S hl S

... < hg. Potom éisla h;, ¢ = 0,...,n, nazyvame hodnotami parametru,

o n /. 3 . v s .
mnozinu H = (hi)z‘:o nazyvame vektorem parametrizace a polootevieny interval [h;, hiy1)
nazyvame i-tou rozteci vektoru parametrizace.
Mayji-li vSechny roztece vektoru parametrizace stejnou délku, t;j.

hi+1—hi:Ah:k0nSt., i:(),...,ﬁ—l, (4.1)

nazyvame vektor parametrizace uniformni. Pokud je délka rozteCi vektoru parametrizace
ruznéa, hovorime o neuniformnim vektoru parametrizace. O

B Definice 4.2 — Prosta interpola¢ni B-spline kfivka. Necht je din definiéni polygon

(Qi)?zo, vektor parametrizace H = (hz)

n
1=0’

uzlovy vektor U = (ui)jio a stupen krivky p.

Potom je vektorova rovnice prosté interpola¢ni B-spline kiivky C(u) st_upné p nasledujici:

C(u) = ZNi,p(u)Pi, u € [ug, U], (4.2)
i=0

kde N;p(u), u € [ug, um], i

=0,...,n, jsou B-spline bazové funkce dle (2.1). P;,i=0,...,n,

jsou Fidici body, jejichz soufadnice obdrzime feSenim soustavy rovnic

C(hi) =Y _ Njp(h)P; =Qj, i =0,...,7, (4.3)
j=0

jejiz maticovy tvar je nasledujici:

Nop(ho) Nip(ho) -+ Nip(ho) Py Qo
Nop(h1) Nip(hi) - Nﬁ,p(hl) P, Qi
: : : d B N N (4.4)
Nop(hn) Nip(hz) -+ Nip(hs) Py Qx
0
B Definice 4.3 — Prosta interpolaéni NURBS krivka. Necht je dan defini¢ni polygon
(Qi)?:()’ vektor parametrizace H = (hi)?zo, uzlovy vektor U = (ui);lo a stupen krivky
p. Necht jsou dale zndmy kladné vahy W = (wi)?zo. Potom je vektorova rovnice prosté

interpola¢ni NURBS kfivky C(u) stupné p nasledujici:

C(u) =Y Rip(w)P;s, u € [ug, ), (4.5)
=0
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kde R;p(u), u € [ug,um], @ = 0,...,n, jsou racionalni bazové funkce dle (2.3). P;,
1=0,...,n, jsou Fidici body, které obdrzime feSenim soustavy rovnic
n
hi) = Rjp(hi)P; =Qi, i =0,...,7, (4.6)

jejiz maticovy tvar je nésledujici:

Rop(ho) Rip(ho) -+ Rsp(ho) Py Qo
Ro,p.(hl) RLp.(hl) R’ﬁ,p'(hl) ' le _ 91 ' )
Rop(hw) Rip(hs) - Rip(hs) P Qx

O

Pokud bude pocet defini¢nich bod vétsi nez je pozadovany stupen kiivky, je vysledna prostéa
interpolac¢ni kiivka tvorena m —2p aktivnimi segmenty, kde m = n+p-+1 je pocet vsech uzlovych
rozteci uzlového vektoru.

Princip prosté interpolace je naznacen na obr. 4.1 a obr. 4.2. Postup konstrukce prosté
interpolacni ukotvené B-spline, resp. NURBS kfivky je nasledujici:

1.

. Sestavime soustavu rovnic (4.4) pro vypocet soufadnic fidicich boda P;, i = 0,...,n,

Pro zadany defini¢ni polygon (QZ) i_o ur¢ime vektor parametrizace H = (hi)?fo dle
def. 4.1, tj. pfifadime jednotlivym defini¢cnim bodim hodnoty parametru, ve kterych bude
interpola¢ni kfivka prochézet pravé definiénimi body. V prikladu na obr. 4.1 a obr. 4.2 je
uvazovan uniformni vektor parametrizace s hg = 0 a hi = 1. Dal$imi metodami urceni
vektoru parametrizace se zabyva ¢ast 5.4 Uzlovy vektor a vektor parametrizace. Jednotlivé
hodnoty parametru h; jsou v grafu bazovych funkci na obr. 4.1 vyznaceny symbolem o na

ose u.

Pro zvoleny stupen krivky p a druh kiivky urc¢ime uzlovy vektor U = (ul) . Zde uva-
Zujeme 3. stupen a uniformni uzlovy vektor. Dalsi metody stanoveni uzloveho vektoru
interpola¢ni kfivky jsou popsany v ¢asti 5.4 Uzlovy vektor a vektor parametrizace.

V piipadé konstrukce NURBS kifivky potfebujeme znat vahy fidicich bodt. V nasem
prikladu jsou vahy fidicich bodi NURBS krivky stanoveny postupem uvedenym v ¢asti

v e

5.3.1 Tezistova metoda stanoveni vah ¥idicich bodi.

. Nalezneme vyjadreni B-spline bazovych funkci N;,(u), i = 0,...,n, p-tého stupné dle

rov. (2.1) definovanych na uzlovém vektoru U, resp. racionalnich bazovych funkei R; ,(u),
i=0,...,n, p-tého stupné dle rov. (2.3) definovanych na uzlovém vektoru U.

. Vypocteme funkéni hodnoty B-spline, resp. racionalnich bazovych funkci pro vsechny hod-

noty parametru u = h;, i = 0,...,n, z vektoru parametrizace. Tyto funkéni hodnoty jsou
v grafech B-spline a raciondalnich bazovych funkci vyznaceny symboly e v barvé prislusné
funkce, souvislost s hodnotou parametru h; je vyznacena c¢erchovanou carou.

B-spline kfivky, resp. soustavu rovnic (4.7) pro vypocet soufadnic Fidicich bodu P;,
i=0,...,71, NURBS kfivky.
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Obr. 4.1: B-spline a racionalni bazové funkce ukotvené prosté interpolac¢ni kiivky;
uzlovy vektor uniformni, vektor parametrizace uniformni,
vahy pro raciondalni funkce tézistové
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Obr. 4.2: Ukotvena prosta interpolac¢ni B-spline (Cervend) a NURBS (modra) kiivka;
uzlovy vektor uniformni, vektor parametrizace uniformni,

MV oo

vahy pro racionalni funkce tézistové

7. B-spline, resp. NURBS kfivka je ddna vektorovou rovnici (2.2), resp. (2.4). Na obr. 4.2 je
B-spline kfivka a jeji fidici polygon nakreslen ¢ervenou barvou, NURBS kfivka a jeji fidici
polygon je nakreslen modrou barvou.
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Z prubéhu kiivek na obr. 4.2 je ziejmé, Ze predpokladany efekt rtiznych vah fidicich bodt
na tvar vysledné interpolacni krivky se uplatnil. Vyssi vaha fidiciho bodu, tj. vyssi maximum
racionalni bazové funkce oproti maximu prislusné B-spline funkce, mé za nasledek mensi vzda-
lenost tohoto Fidiciho bodu od defini¢niho bodu. To ve svém diisledku potla¢uje moznost vzniku
oscilaci kfivky a vede k jejimu plynulejsimu prubéhu.

Naopak, nizsi vaha fidiciho bodu oddaluje fidici bod od defini¢niho polygonu a umoznuje tak
vznik ¢asto velmi nezadoucich prekmiti kiivky mezi jednotlivymi defini¢nimi body. Je zfejmé, ze
vhodné stanovené vahy fidicich bodt interpolac¢ni kiivky jsou efektivnim tvarovacim néastrojem.
Blize se touto problematikou zabyva cast 5.3 Vahy ridicich bodt interpolacni kiivky a cela
kap. 6 Porovnani presnosti interpola¢nich metod.

Detailni postup konstrukce prosté interpolacni B-spline i NURBS kiivky je uveden v Pii-
loze B. Zdrojovy kéd nékterych algoritmu je k dispozici v [13].

4.2 Uzlova interpolace

Zakladnim pozadavkem uzlové interpolace je, aby pocet aktivnich segmentii interpolac¢ni k¥ivky
(pocet aktivnich uzlovych rozteéi) byl shodny s po¢tem ramen defini¢niho polygonu 7 a aby body
kiivky, ve kterych dochazi k napojeni jednotlivych segmentti, byly pravé definiéni body. Vektor
parametrizace H = (hi)?:o je potom vybranou (aktivni) ¢asti uzlového vektoru U = (UZ)ZO

Abychom mohli sestavit soustavu rovnic pro vypocet souradnic fidicich bodd uzlové inter-
pola¢ni kiivky, musime nejprve znat pocet fidicich bodi, ktery bude v tomto pripadé rtzny
od poctu defini¢nich bodu. Vime, Ze pro dany stupen p je pocet pasivnich uzlovych rozteci 2p.
Celkovy pocet uzlovych rozteci m uzlového vektoru U je tedy roven

m =7+ 2p. (4.8)

I pro uzlovou interpolac¢ni kiivku musi platit vztah (2.5), ze kterého vypocteme pocet ramen n
fidiciho polygonu
n=m-—p-—1. (4.9)

Do rov. (4.9) dosadime za m z rov. (4.8) a obdrzime:
n=n+p-—1. (4.10)

K soustavé (4.4), eventudlné (4.7) pfi riznych vahéach fidicich bodd, je tedy t¥eba ptidat p — 1
dodatecnych rovnic, vétsinou okrajovych podminek. Okrajové podminky pro uzlovou interpo-
laci vyjadruji nejcastéji geometrické pozadavky, které lze rozdélit do dvou skupin: podminka
uzavienosti kiivky a zadané vektory derivaci interpolac¢ni kiivky v jejich krajnich bodech.

4.2.1 Podminka uzavienosti kiivky
Ucinme nejprve nékolik tvah. Pro defini¢ni polygon (Qi)?:()’ n > 3, uzaviené interpolacni
kiivky musi platit Qg = Q;;. Neznamy ridici polygon musi umoznit konstrukci uzaviené kiivky,
coz znamend, ze po n fidicich bodech, kde P; = Py, se musi jesté dalSich p — 1 fidicich bodu
opakovat. Ridici polygon, ktery ma podle (4.10) celkem n = 7 + p — 1 Fidicich bodfi, m4 potom
nasledujici tvar:
(Pi)r o= (Po, P1,....Py1,..., P =P, Pry =P1,..., P, =P,_1), (4.11)
pficemz rovnosti
P; 1=P1, P o=Py, .... P, =Py (4.12)
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predstavuji p—1 potiebnych okrajovych podminek pro konstrukci uzaviené uzlové krivky. Uzlovy
vektor uzaviené uzlové kiivky ma

m=n+p+l=n+2p (4.13)

uzlovych rozteci. Prvnich p a poslednich p uzlovych rozteéi je pasivnich, aktivni ¢ast kiivky
pfipadd na vnitfnich n uzlovych roztedi. Protoze aktivnich uzlovych rozteéi je stejny pocet
jako ramen defini¢niho polygonu, mize byt vektor parametrizace H = (hy, ..., hz) vybranou
(aktivni) ¢asti uzlového vektoru:

U= (ui):io = (U0, s Up—1,Up, -y Um—p, Um—pt1 - - -, Upy) =

= (Uo, ceey Up—1, ho, ey hﬁ, Um—p415--- ,um). (414)
Nyni muzeme uvést definici uzaviené interpolacni k¥ivky.

B Definice 4.4 — Uzaviena interpolac¢ni B-spline kiivka. Necht je dan defini¢ni poly-
gon (Qi)?zo, n > 3, pro ktery plati Qg = Qs, stupen kfivky p a vektor parametrizace

H= (hi)?zo, ktery je vybranou ¢asti uzlového vektoru U spliujici rov. (4.14). Potom je uza-
viena interpola¢ni B-spline kfivka déna vektorovou rovnici (2.2), kde N;,(u), i = 0,...,n,
jsou B-spline bazové funkce (2.1) a P;, i = 0,...,n, jsou Fidici body, které obdrzime feSenim
soustavy rovnic

p—1 n—1
C(hi) = [Njp(hi) + Napjp(hi) | Pj+ > Njp(hi)P; =Qi, i =0,...,n—1.  (4.15)
J=0 Jj=p
O
B Definice 4.5 — Uzaviena interpolaéni NURBS kt#ivka. Necht je dan defini¢ni polygon
n

(Qi)f:ov n > 3, pro ktery plati Qg = Q;;, stupen kfivky p, vektor parametrizace H = (hi)i:w
ktery je vybranou ¢asti uzlového vektoru U spliujici rov. (4.14) a kladné vahy W = (wz)n

=0

které spliiuji podminku
Wi = Wo, Wiyt1 = Wi, ..., W, = Wp_1. (4.16)
Potom je uzaviend interpolaéni NURBS kfivka dana vektorovou rovnici (2.4), kde R;,(u),

i = 0,...,n, jsou racionalni bazové funkce (2.3) a P;, i = 0,...,n, jsou fidici body, které
obdrzime feSenim soustavy rovnic

p—1 -1
C(hi) = [Rjp(hi) + Risjp(ha)| P+ > Rjp(hi)P; =Qi, i =0,...,n—1.  (4.17)
Jj=0 Jj=p
O
Velmi ¢asto se uvazuje p = 3 a uniformni vektor parametrizace ve tvaru
7 12 n—1
H=(h)l, = <0” ,1) . (4.18)
- n n n
Odpovidajici uniformni uzlovy vektor uzaviené krivky 3. stupné ma potom tvar:
3 2 1 12 n—1_n+1n+2 n+3
U:(UZ’)Z():(”’O’?"”’” )1’n+ an+ 7n+ ) (4'19)
- n n n n n n n n n
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Soustava rovnic (4.15) pro vypocet neznamych fidicich bodt uzaviené interpolaéni B-spline

kiivky 3. stupné se v takovém piipadé zjednodusi nasledovné:

1 2 1
12100--00000
1 21

0121 00000
00 00¢: 2%
1 1 2
10000--000 % 2
21 0000 ¢

Py
P,

P53
P
P71

Qo
Qi

Qs
Qs
Qs

3

2

1

(4.20)

Postup konstrukce uzaviené interpola¢ni B-spline, resp. NURBS kfivky probihd podle po-
stupu na str. 69, pouze je tfeba pii sestavovani matice soustavy respektovat specifika uzaviené

kfivky, tedy navaznost bazovych funkci.

Na obr. 4.3, resp. obr. 4.4 je piiklad B-spline, resp. racionalnich bazovych funkci pro uzavie-
nou kiivku zadanou péti definiénimi body (n = 4, Q4 = Qo). Vysledné kiivky jsou zobrazeny

na obr. 4.5, resp. obr. 4.6.

Obr. 4.3: B-spline bazové funkce uzaviené interpola¢ni kiivky;

n=4,n =6, p=3, uzlovy vektor i vektor parametrizace uniformni

0.8

!'?3

18 u 2

1
r’ 14

1.2

1.4

16

Obr. 4.4: Racionalni bazové funkce uzaviené interpolacni kiivky;

n=4,n =6, p=3, uzlovy vektor i vektor parametrizace uniformni, vihy tézistové

1.8

”21
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Obr. 4.5: Uzaviena interpolac¢ni B-spline kiivka;
n=4,n =6, p=3, uzlovy vektor i vektor parametrizace uniformni
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Obr. 4.6: Uzaviend interpolacni NURBS kfivka;
n=4,n =6, p=23, uzlovy vektor i vektor parametrizace uniformni, vahy tézigtové
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B-spline i racionalni bazové funkce jsou definovany na uniformnim uzlovém vektoru, vahy
pro raciondlni bazové funkce jsou vahy uréeny tézisfovou metodou popsanou v &asti 5.3.1 Té-
zistovd metoda stanoveni vah Fidicich bodd. Bézové funkce, které jsou asociovany se dvéma
Fidicimi body, jejichZ poloha je totozna, jsou v grafech vyznaceny stejnou barvou. Formalné jsou
B-spline bazové funkce na obr. 4.3 stejné jako B-spline bazové funkce uzaviené aproximacni
kiivky z casti. 2.3.3 Uzaviena kfivka na obr. 2.17, pouze maji jinou parametrizaci.

Funkéni hodnoty B-spline i racionalnich bazovych funkci pro potfebné hodnoty parametru
uw=h; i=0,...,n— 1, z vektoru parametrizace jsou vyznaceny symboly e v barvé prislusné
funkce. Samotné hodnoty parametru h;, i = 0,...,n, jsou vyznaceny na ose u symboly o. Je
vidét, ze tyto hodnoty parametru jsou shodné s uzly u,,. .., umy—p ohranicujicimi aktivni uzlové
rozteCe a ze vektor parametrizace je vybranou, aktivni ¢asti uzlového vektoru.

Zbyva dodat, ze pro p = 3 je uzaviena interpolacni B-spline kiivka Coonstv kubicky
B-spline zadany fidicimi body, které jsou feSenim soustavy rovnic (4.20). Konkrétné uzaviend
interpola¢ni B-spline kiivka nakreslena na obr. 4.5, ktera je zadana defini¢nimi body

13 9 23 11 25 11 11 13 9
QO = (672> s Ql = <6’3> ) Q2 = (676> ; Q3 = (613> ) Q4 = <672> ) (421)

je tvarové naprosto shodné s uzavienou aproximacni B-spline kiivkou z obr. 2.18 zadanou fidi-
cimi body

Py =P, =(1,3), Py =P5 = (2,5), Py = Pg = (4,4), P3=(5,1), (4.22)

nebot poloha defini¢nich bodu (4.21) z obr. 4.5 spliiuje podminku (2.20) vzhledem k Fidicim
bodtim (4.22) z obr. 2.18.

4.2.2 Vektory derivaci krivky v krajnich bodech defini¢niho polygonu

Oproti prosté interpolaci, kde byly neznamé fidici body feSenim soustavy n + 1 rovnic o n + 1
neznamych, uzlova interpolace vyzaduje sestavit soustavu n + 1 rovnic o n + 1 neznamych, kde
n = n+p—1. Z divodl symetrie se pouzivaji interpolacni k¥ivky lichého stupné, nebot vyzaduji
sudy pocet dodateénych podminek.

V dalsim se budeme zabyvat pouze interpola¢nimi B-spline k¥ivkami 3. stupné, které jsou

v praxi nejrozsifenéjsi. Pro kiivky 3. stupné plati n = n + 2. Interpolacéni kfivky vyssiho stupné

nemivaji vhodny tvar, nebot vysoky stupen vede na nezadouci zékmity a zvinéni kfivek, viz ¢ast

5.2 Stupen v kap. 5 Tvarovaci nastroje interpolacnich NURBS kiivek.

B Definice 4.6 — Uzlova interpolaéni B-spline kiivka 3. stupné. Necht je dan definiéni
polygon (Qi)?:o: stupen kiivky p = 3, vektor parametrizace H = (hi)?zo, ktery je vybranou,
aktivni ¢asti uzlového vektoru U spliujici rov. (4.14), a po jednom vektoru k-té derivace
(k = 1 nebo k = 2), (()k), resp. Q%k) v pocatecnim bodé Qq, resp. v koncovém bodé Qs
defini¢niho polygonu. Potom je oteviend nebo ukotvena uzlova interpola¢ni B-spline kiivka

déna vektorovou rovnici (2.2). Soutadnice Fidicich bodta P;, i =0, ..., n, které se v rov. (2.2)
vyskytuji, jsou feSenim soustavy rovnic

C(hi) = Y Njs(hi)P;=Q;, i=0,...,7n
=0
c®)(hg) = ZNJ(E)(hO)Pj = QW
7=0

CWha) = 3 N3 (ha)P; = Q. (4:23)
=0
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jejiz maticovy tvar je nasledujici:

Nos(ho) Nig(ho) -+ Nps(ho) Py Qo

Nos(h1) Nis(hi) -+ Npg(hi) P, Q:
= - . (4.24)

Nogs(ha) Nis(ha) Ni,3(h) P, 7

Nyj (ho) N{3(ho) -+ Ny3(ho) | | Puca Qp”

Néf?(ha) Nfg)(hﬁ) Né’fgf(hﬁ) P, Q%k)
O

Odvodme nyni vyjadfeni vektorti prvni derivace B-spline kfivky 3. stupné v krajnich bodech,
tj. teénych vektortt C'(ho) = Q, resp. C'(h) = Q% a vektori druhé derivace B-spline kiivky
3. stupné v krajnich bodech C”(hg) = Qg, resp. C"(h;) = Q% pouze pomoci vrcholt Fidiciho
polygonu s respektovanim zvolené parametrizace. Takové vyjadieni vektorit Qp, Q~, Qg a Q% je
velmi praktické, nebot se, obzvlast pro uniformni parametrizaci, znacné zjednodusi uréeni prvki
poslednich dvou fadkd matice soustavy (4.24), tj. vypocet funkénich hodnot prvni a druhé
derivace B-spline bazovych funkci pro u = hg a u = h;.

Vektory Qp, Qf; Qp a Qf, funkéni hodnoty prvni derivace B-spline bazovych funkei N; 3(ho),
Ni3(hw), i = 0,...,n, a funkéni hodnoty druhé derivace B-spline bazovych funkci N’5(ho),
N/3(h7),i=0,...,n, vyjddiime nejprve obecné pro neuniformni uzlovy vektor. Ziskané vysledky
potom zjednodusime pro dvé nejcastéji uzivané uniformni parametrizace — budeme uvazovat
uniformni uzlovy vektor s jednotkovym krokem, kdy u; — u;—1 = Au = 1, a uniformni uzlovy

vektor s krokem o velikosti Au= %, i=1,...,m.
n
Pro neuniformni uzlovy vektor a pro uniformni uzlovy vektor s krokem Au = i budeme
n
predpokladat, ze aktivni ¢ast kiivky je definovana na intervalu u € [0, 1], nebot pro kazdy jiny
interval u € [a,b] 1ze provést zménu parametrizace u = ;== a normovat tak ptivodni interval
u € [a,b] na interval u € [0, 1].

Teéné vektory v krajnich bodech oteviené B-spline kfivky

Neuniformni uzlovy vektor. Podle vyse uvedenych predpokladi je neuniformni uzlovy vek-
tor oteviené B-spline kiivky 3. stupné

U=(w<u<u<uz=0<u <...Stpua <tup-3=1<upn-2 <tUp_1 < up).  (4.25)

Vektor prvni derivace C’(0) oteviené B-spline kiivky 3. stupné v poc¢ateénim bodé C(0), tj.
teény vektor Qg vyjadiime podle (2.9):

n—1
C0)=Q, =S NPl = % pD) 2 p) 4.26
() QO ; 1,2() i Uy — Uz 0 Ug — U 1 ( )
nebot No,2(0) = u;flw, Ni2(0) = _u;fw a Ni20)=07=2,...,n—1. P(()l), resp. Pgl) je
podle (2.10)
pH — P,—P P = P, — P,). 4.27
0 u4_u1( 1 — Po), resp. P; u5_u2( 2 —Py) (4.27)

Tedy teény vektor Qf v pocatecnim bodé C(0) oteviené uzlové interpolaéni B-spline kiivky
3. stupné definované na neuniformnim uzlovém vektoru (4.25) je dan
, 3uy 3[U4(U5 — UQ> + UQ(U4 — ul)] B 3uo

Q=- (ug — ug)(ug — ul)P0+ (ug — up)(us —ur)(us —u) "+ (ug — ua)(us — u2)

P,y. (4.28)
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Vektor prvni derivace C’(1) oteviené B-spline kiivky 3. stupné v koncovém bodé C(1), tj.
te¢ny vektor Q.. vyjadiime podle (2.9):

n—1
/(1) = Q. = No(DPWY = MP(U MP(I) 4.99
( ) Q’n ; 172( ) 1 Umn—9 — Upp—a n + Umn—9 — Upp—a n—1» ( )

nebof Ny_po(1) = Lm=2=tn=3 N (1) = Ym=d=Uni o N o(1) =0, =0,...,n— 3. PV

Um—2—Um—4 Um—2—Um—4 n—2°

resp. Pfll_)l je podle (2.10)

1 3 1) 3
P =— (Py_1 — Py_9), . P = (P, —-P,_1). 4.30
n—2= Um—5( n—1 n—2), resp. P,/ U1 — Um—4( n n—1) ( )

Tedy teény vektor Q% v koncovém bodé oteviené B-spline kiivky 3. stupné definované na neu-
niformnim uzlovém vektoru (4.25) je dan

QL _ 3(um—2 - Um—?))
" (um—Z - um—4)<um—2 - um—5)
3[(um—2 - Um—S)(um—l - um—4) - (Um—S - Um—4)(um—2 - um—5)]

Pn72 +

+ P, i+
(um72 - um74)(um72 - um75)(um71 - umf4) el
3(um—3 - Um—4)
+ P,. 4.31
(umf2 - Umf4)<um71 - um74) " ( )

Piedposledni fadek matice soustavy (4.24) pro vypocet soufadnic Fidicich bodt oteviené
uzlové interpola¢ni B-spline kiivky 3. stupné definované na neuniformnim uzlovém vektoru (4.25)
obsahuje funkéni hodnoty prvni derivace B-spline bazovych funkci pro u = 0. Vzhledem k (4.28)
vypocteme tyto hodnoty nasledovné:

3U4
(ug — uz)(ug — u)’
, . 3[U4(U5 — U2) + U2(U4 — ul)]
N 1,3(0) - ’
(ug — uz)(ug — u1)(us — ug)
3U2
N/ 0) = — ’
2,3( ) (U4 _ UQ)(U5 _ u2)
13(0) = 0,i=3,...,n. (4.32)

Posledni fadek matice soustavy (4.24) obsahuje funkéni hodnoty prvni derivace B-spline

bazovych funkci pro u = 1. Vzhledem k (4.31) jsou tyto hodnoty nésledujici:

No3(0) = —

1(,3(1) - O7i:07"'7n_3a
3(um—2 - um—B)
/7 1 - - )
w2l = T T ) (s — )
3[(um—2 - um—3)(um—1 - um—4) - (um—3 - um—4)(um—2 - um—S)}

(um—Z - um—4)(um—2 - Um—B)(um—l - um—4)

N;zfl,?)(l) =

Y

N/ (1) _ 3(Um—3 - Um—4) .
3 (um—Q - um—4)(um—1 - um—4)

(4.33)

Uniformni uzlovy vektor s jednotkovym krokem. Predpokladejme nésledujici tvar uni-
formniho uzlového vektoru s jednotkovym krokem oteviené B-spline kiivky:

U = (U0:—3,U1:—2,U2:—1,U3:0:]’L,’,‘i,...
e U =M — 4 U3 =M —3=hz =N, Upm-—2 =M — 2, Up—1 =M — 1, Uy, =m).

(4.34)
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Teény vektor Qq v pocateénim bodé C(0) oteviené uzlové interpola¢ni B-spline kiivky
3. stupné definované na uniformnim uzlovém vektoru (4.34) s jednotkovym krokem dostaneme,
pokud do (4.28) dosadime za jednotlivé uzly jejich hodnoty:

Q) = %(P2 — Py). (4.35)

Podobné dosadime hodnoty uzlt do (4.31) a dostaneme te¢ny vektor Q% v koncovém bodé
C(n):
1
Prvky predposledniho, resp. posledniho fadku matice soustavy (4.24) pro vypocet soufadnic
fidicich bodi oteviené uzlové interpola¢ni B-spline kiivky 3. stupné definované na uniformnim

uzlovém vektoru (4.34) s jednotkovym krokem jsou s ohledem na (4.35), resp. (4.36):

Ng3(0) = _%, Nis(n) = 0,i=0,...,n—3,
N{,S(O) = 0, resp 7’1—2,3(ﬁ) = _%7
Njs(0) = 3, be1al® = 0

i3(0) = 0,i=3,...,n, L@ = 3.

Uniformni uzlovy vektor s krokem Predpokladejme uniformni uzlovy vektor s krokem

3N~

L oteviené B-spline kiivky ve tvaru
n

3 2 1 1
U = (Uoz,u1=7U2=,U3=0,U4=,~-
n n n n
m—4 m — 2 m—1 m
yUm—3 = 1, Um—2 = y Um—1 = 7um:>‘ (437)

n n n n

ey Up—g =

Teény vektor Qp v pocateénim bodé C(0) oteviené uzlové interpola¢ni B-spline kiivky
3. stupné definované na uniformnim uzlovém vektoru (4.37) s krokem 1 dostaneme, pokud
n
do (4.28) dosadime za jednotlivé uzly jejich hodnoty:

Q) = g(Pz —Py). (4.38)

Podobné dostaneme tecny vektor Q. v koncovém bodé C(1):

Q; = g(Pn —~Py2), (4.39)

viz také vlastnost 2.19.

Prvky predposledniho, resp. posledniho fadku matice soustavy (4.24) pro vypocet soufadnic
fidicich bodi oteviené uzlové interpola¢ni B-spline kiivky 3. stupné definované na uniformnim
uzlovém vektoru (4.37) s krokem % vypocteme s ohledem na (4.38), resp. (4.39)nasledovné:

Nia(0) = —5. Nig(1) = 0,i=0,....n3,
n
N{5(0) = 0, resp. N _o3(1) = -2,
NéS(O) - E7 N7/1—1,3(1) = 05
b 2 ﬁ
Ni3(0) = 0,i=3,...,n, na(l) = ok
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Vektory druhych derivaci v krajnich bodech oteviené B-spline krivky

Neuniformni uzlovy vektor. Vektor druhé derivace C”(0) v pocatecnim bodé C(0), tj. vek-
tor Qg oteviené uzlové B-spline kiivky 3. stupné definované na neuniformnim uzlovém vektoru
(4.25) je podle (2.9) roven:

n—2
C'(0)=Qp = N (PP =P, (4.40)
1=0

protoze No1(0) =1a N;1(0)=0,i=1,...,n—2. P je podle (2.10)

) 2 1) o) 2 3 3
Py =—— P —Py | = Py —Py) — P,—Py))|. (441
0 U4—u2[ ! 0 } Ugq — U2 [ug,—uQ( 2 1) U4—u1( 1 0) ( )

Po dosazeni (4.41) do (4.40) obdrzime

1 — — 1
Q- 6 [ P, - (ug —u) + (us UQ)P1 n PZ} ‘ (4.42)
Ug — U2 | Uqg — UL (U5 — UQ)(U4 — ul) us — U2

Analogicky je podle (2.9) vektor druhé derivace C”(1) v koncovém bodé C(1), tj. vektor Q%
oteviené uzlové B-spline kiivky 3. stupné definované na neuniformnim uzlovém vektoru (4.25)

roven )
e
C'(1)=Q4 =Y Nua()PP =P, (4.43)
i=0
nebot Ny,_o1(1)=1a N;1(1)=0,i=0,...,n—3. P, je podle (2.10)
(2 2 1 1
Pn—)Z = —um_z U4 [Pn—1 - Pgl—)z} =
2 3 3
_ [ (Pu—Py1)——— (P — Py s)
Um—2 — Um—4 [Um—-1 — Um—4 Um—2 — Um—5
(4.44)
Dosadime-li (4.44) do (4.43), dostaneme
Q% _ 6 [ 1 P, o — (Um—2 — Um—5) + (Um-1 — um_4)Pn_1+
Um—2 — Um—4 [Um—2 — Um—5 (Um—l - Um—4)(um—2 - um—S)
1
—|—Pn] : (4.45)
Um—1 — Um—4

viz také vlastnost 2.19.

Prvky predposledniho fadku matice soustavy (4.24) pro vypocet soufadnic fidicich bodi
oteviené uzlové interpolacni B-spline kfivky 3. stupné definované na neuniformnim uzlovém
vektoru (4.25) stanovime s ohledem na (4.42) nasledovné:

6

N6,3(0) = (ug — ug)(ug — uy)’

. L (U4 — Ul) + (U5 — u2)
N13(0) = 6(u4—u2)(U5—U2)(U4_u1)7
N£73(0) = 0

(ug — uz)(us — ug)’
1300) = 0, i=3,...,m, (4.46)



4. INTERPOLACNI NURBS KRIVKY 80

a prvky posledniho fadku matice soustavy (4.24) vypocteme s ohledem na (4.45) nasledovné:

i3(1) = 0,i=0,...,n—3,

6
n—23(1 ,
2’3( ) (umf2 - Umf4)(umf2 - Um75)
/ (1) - _6 (umf2 - umf5) + (umfl - umf4)
n—13 (umf2 - umf4)(um71 - umf4)(um72 - umf5)’
6
n3(l) = (4.47)

(um—2 - um—4)(um—1 - Um—4) ‘

Uniformni uzlovy vektor s jednotkovym krokem. Vektor druhé derivace Qf v pocatec-
nim bodé C(0) oteviené uzlové interpolacni B-spline kiivky 3. stupné definované na uniform-
nim uzlovém vektoru (4.34) s jednotkovym krokem dostaneme, pokud do (4.42) dosadime za
Ug— Uy =2, Ug — U] =3 & U5 — U = 3t

0 =Po—2P; +Py. (4.48)

Vektor druhé derivace C”(1) v koncovém bodé C(1), tj. vektor Q% dostaneme, pokud dosa-
dime za Up—9 — Um—g4 = 2, Um—1 — Um—4 = 3 & Upp—2 = Up_5 = 3t

% =P, o—2P,_1+P,, (4.49)

viz také vlastnost 2.19.

Prvky pfedposledniho, resp. posledniho fadku matice soustavy (4.24) pro vypocet soufadnic
fidicich bodi oteviené uzlové interpola¢ni B-spline kiivky 3. stupné definované na uniformnim
uzlovém vektoru (4.34) s jednotkovym krokem jsou s ohledem na (4.48), resp. (4.49) nasledujici:

No3(0) = 1, N/3(R) = 0,i=0,...,n—3,
N{73(0) = -2, resp. N;_o3(n) = 1,
Né,3(0) =L 72_173(%) = —2,
{,3(0) =0,i=3,...,n, ;L3(ﬁ) = 1.
Uniformni uzlovy vektor s krokem 1. Vektor druhé derivace Qf v pocéateénim bodé

n
C(0) oteviené uzlové interpolacni B-spline kiivky 3. stupné definované na uniformnim uzlovém
vektoru (4.37) s krokem + dostaneme, pokud do (4.42) dosadime za ugy — uy = 2, ug — uy =
n n
a Uus — Uz = %Z
n

3 |eo

C"(0) = Q) = n%(Py — 2P1 + Py). (4.50)

Analogicky, vektor druhé derivace Q% v koncovém bodé C(1) oteviené uzlové interpolac¢ni
B-spline kiivky 3. stupné definované na uniformnim uzlovém vektoru (4.37) s krokem 1 dosta-
n

neme, pokud do (4.45) dosadime za up,—2 — Upm—a4 = 2 U] — Ut = 2 8 U9 — U = 2
n n

C'(1)= QL =n*Ppo— 2P, 1 +P,), (4.51)

viz také vlastnost 2.19.

Prvky predposledniho, resp. posledniho fadku matice soustavy (4.24) pro vypocet soufadnic
Fidicich bodu oteviené uzlové interpola¢ni B-spline kiivky 3. stupné definované na uniformnim
uzlovém vektoru (4.37) stanovime s ohledem na (4.50), resp. (4.51) nasledovné:



4. INTERPOLACNI NURBS KRIVKY 81

Nj4(0) = 72, Niy(1) = 0,i=0,...,n—3,
Ni3(0) = —on?, resp. N, 53(1) = n2,

N3 3(0) = 77, no13(1) = —20%,

NZI,3(O) - 07 Z:37 -1, NT/L,3(1) = ﬁ2.

Teéné vektory v krajnich bodech ukotvené B-spline kfivky

Prvni a n-ty fadek matice soustavy (4.24) pro vypocet soufadnic fidicich bodt ukotvené kfivky
se zjednodusi, nebot plati Ny 3(ho) =1, Nij3(ho) =0,i=1,...,n,a Ny, 3(hz) =1, N;3(hz) =0,

1=0,...,n—1:

1 0o .- 0 Py Qo
Nos(h1)  Nig(hi) -+ Nngs(h) P, Q:
Nos(hz-1) Nig(hz_1) --+ Nps(hs—1) || Pos | = | Qa1 |- (4.52)
0 0 1 P, , Q-
NG (o) N{9(ho) N3 (o) Py Q"
NER(hz) NV () N (k) P, Q"

Neuniformni uzlovy vektor. Neuniformni uzlovy vektor ukotvené B-spline kiivky 3. stupné
ma tvar

U=(w=u1=u=u3=0<ug <...<Up-a < Un-3=1Un-2=Un_1=uUn=1). (4.53)

Vektor prvni derivace C'(0), tj. teény vektor Qp v pocateénim bodé C(0) ukotvené uzlové
interpola¢ni B-spline kiivky 3. stupné definované na neuniformnim uzlovém vektoru (4.53) je
podle (2.9)

n—1
C'(0)=Qp =Y Nia(0)PV =PV, (4.54)
=0
nebot No2(0) =1 a Nj2(0)=0,i=1,...,n— 1. P uréime podle (2.10)
3
P{ = = (P, - Py), (4.55)
Uq
tudiz 5
Q) = —(P1 —Py). (4.56)
Uy

Analogicky je vektor prvni derivace C'(1), tj. te¢ny vektor Q% v koncovém bodé C(1) ukot-
vené uzlové interpolac¢ni B-spline kiivky 3. stupné definované na neuniformnim uzlovém vektoru

(4.53) podle (2.9)

n—1
C'(1)=Q; =Y Ni2()P =PV | (4.57)
=0
nebot N,_12(1) =1a Nis(1)=0,i=1,...,n— 1. P"| uréime podle (2.10)
Pnl—l - 5 (Pn - Pn—l)a (4.58)
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tudiz 5
Q% = 17(Pn —P, ). (4.59)
— Um—4
Prvky predposledniho, resp. posledniho fadku matice soustavy (4.52) pro vypocet soufadnic
Fidicich bodu ukotvené uzlové interpolacni B-spline kiivky 3. stupné definované na neuniformnim

uzlovém vektoru (4.53) stanovime s ohledem na (4.56), resp. (4.59):

Nos(0) = —3, Ni/,3(1) =0,1=0,...,n—2,
K u4 3
resp. /_ 1) = SR —
N{ 3(()) = iv " 173( ) 1 —upm—yg
y u4 / 1 3
/ . . _ 3
;i3(0) = 0,i=2,...,n, n3(1) p— (£.60)

Uniformni uzlovy vektor s jednotkovym krokem. Uniformni uzlovy vektor s jednotko-
vym krokem Awu = 1 ukotvené B-spline kiivky 3. stupné je
U = ('LL():ulZUQ:'LL3:0,U4:1,U5:2,...
ey Umed =M — 4 U3 = Up—2 = Um—1 = Uy, = hyz = 7). (4.61)

Teény vektor Qf v pocateénim bodé C(0) ukotvené uzlové interpola¢ni B-spline kiivky
3. stupné dostaneme, pokud do (4.56) dosadime za ugq = 1:

Q) = 3(P1 - Py). (4.62)

Obdobné, te¢ny vektor C'(hs;) = C'(n), tj teény vektor Q% v koncovém bodé C(7n) ukotvené
uzlové interpola¢ni B-spline kfivky 3. stupné definované na uniformnim uzlovém vektoru (4.61)
dostaneme, pokud do (4.59) dosadime za 1 — uy,—4 = 1:

Q; =3(P, — Ppa). (4.63)

Prvky ptredposledniho, resp. posledniho fadku matice soustavy (4.52) pro vypocet soufadnic
fidicich bodt ukotvené uzlové interpolacni B-spline kiivky 3. stupné definované na uniformnim
uzlovém vektoru (4.53) s jednotkovym krokem jsou s ohledem na (4.62), resp. (4.63) nasledujici:

N} 3(0) = =3, 's(n) = 0,i=0,...,n—2,
(/),3( ) resp. / 1,3(2) t n
Ni3(0) = 3, Ny_q13(n) = =3,

2{73(0) = 0, i:2,...,n, 7/L73(ﬁ) = 3.

Uvazujme nyni nejjednodussi situaci, kdy je ukotvena uzlova interpolacni kiivka 3. stupné
tvofena jedinym segmentem mezi dvéma zadanymi definicnimi body Qg a Qq, tedy n = 1
a n = 3. B-spline bazové funkce jsou v tomto pripadé Bernsteinovy polynomy 3. stupné a vy-
sledn4 kiivka je Bézierova kubika. Resenim soustavy rovnic

1 000 Vo Qo
000 1 \Ys
N (4.64)
—33 00 Vs A
0 0-33 Vs |
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jsou Fidici body Bézierovy kubiky
VO = Q07
1
VvV, = QO + gQ{)a
1
V2 = Ql - ngla
Vs = Q. (4.65)

Krivka, kterd je zadand pravé dvéma krajnimi defini¢nimi body Qg, Q1 a teénymi vektory
Qp, Qj v téchto krajnich bodech je zndma jako Fergusonova kubika.

B Véta 4.1 — Fergusonova kubika. Necht jsou dany dva defini¢ni body Qq, Q1, teéné vek-
tory Qp, Q) a stupen p = 3. Potom je aktivni ¢ast ukotvené uzlové B-spline kiivky (2.2) na
intervalu u € [0, 1] Fergusonova kubika s nasledujici vektorovou rovnici

C(u) = Ho(u)Qo + H1(u)Q1 + Ha(u)Qq + H3(u)QY, (4.66)
kde
Ho(u) = 2u® — 3u® 41,
Hi(u) = —2u® + 3u?,
Hy(u) = u® —2u? +u,
H3(u) = u® —u? (4.67)

jsou tzv. Hermitovy polynomy.
Dtikaz: Dosadime-li do rovnice Bézierovy kubiky (2.27) fidici body Vo, Vi, Vo a V3 dle
(4.65), dostaneme

Cu) = (1- u)?’Qo + 3u(l — u)2 [Qo + ;Qf)] + 3u2(1 —u) {Ql - ;Q’l} +u2Q; =

= (20 = 3u® +1)Qo + (—2u° 4+ 3u?)Q1 + (v” — 2u® + u)Qp + (u* — v?)Q;.
(4.68)

Soucéinitelé u vstupnich dat Qp, Q1, Qf a Q) jsou Hermitovy polynomy (4.67). O

Na obr. 4.7 je nakreslen prubéh Hermitovych polynomu (4.67). Priklad Fergusonovy kubiky
vidime na obr. 4.8. Na tomto obrazku je zachycen i vzdjemny vztah vsech tii kubik — Fer-
gusonovy zadané krajnimi body Qo, Qi1 a te¢nymi vektory Qp, Q}, Bézierovy zadané fidicim
polygonem (Vy, V1, Va, V3) a Coonsovy zadané fidicim polygonem (Pg, Py, Py, P3), které patii
ke klasickym reprezentacim kiivek obecného tvaru. Zevseobecnénim téchto klasickych reprezen-
taci se NURBS reprezentace postupné vyvinula a klasické reprezentace nyni zahrnuje jako své
specialni pfipady (viz také obr. 2.11).

Uniformni uzlovy vektor s krokem 1. Uniformni uzlovy vektor s krokem

n n

ukotvené

B-spline kfivky 3. stupné méa tvar

,aUs = —, ...

1
n

NN

U = (U0:U1:UQZU3:0,U4:

m—4

e U = SUm—3 = Um—2 = Um—1 = U = ﬁ) ) (4.69)

n
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1_
0.6
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Obr. 4.8: Vztah mezi Fergusonovou,

Obr. 4.7: Hermitovy polynom
Y POy Y Bézierovou a Coonsovou kubikou

Teény vektor Qf v pocateénim bodé C(0) ukotvené uzlové interpola¢ni B-spline kiivky
3. stupné definované na uniformnim uzlovém vektoru (4.69) s krokem % dostaneme, pokud
n

do (4.56) dosadime za uy = L:

n
Q) = 3n(Py — Py). (4.70)
Tecny vektor Q7 v koncovém bodé C(n) ukotvené uzlové interpolaéni B-spline kiivky 3. stupné
definované na uniformnim uzlovém vektoru (4.69) s krokem 1 dostaneme, pokud do (4.59) do-
n

sadime za Uyy_1 — Upy—gq = L:

n
Q. =3n(P, —Pn_1). (4.71)
Prvky predposledniho, resp. posledniho fadku matice soustavy (4.52) pro vypocet soufadnic
Fidicich bodu ukotvené uzlové interpolacni B-spline kfivky 3. stupné definované na uniformnim
uzlovém vektoru (4.69) s krokem 1 jsou s ohledem na (4.70), resp. (4.71) nésledujici:
n

N, 4(0) = —3n, 1) =0,i=0,...,n—2,
?,3( ) ~” resp. ( ) l~ n
N173(0) = 3n, n 13(1) = —3n,
i3(0) =0,i=2,...,n, n3(1) = 37

Vektory druhych derivaci v krajnich bodech ukotvené B-spline kfivky

Neuniformni uzlovy vektor. Vektor druhé derivace C”(0) (tj. vektor Qf) v pocateénim
bodé C(0) ukotvené B-spline kiivky 3. stupné definované na neuniformnim uzlovém vektoru
(4.53) je podle (2.9) roven:

c’(0 Z Nia( =P, (4.72)

protoze Ny 1(0) =1 a Ni,l(o) =0,i=1,...,n—2. P je podle (2.10)

23 3
P = [P(” pgﬂ - [ (P2~ P1) — (P~ Py)| (4.73)

Ug Ug | U5
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Po dosazeni (4.73) do (4.72) obdrzime

6 |1 Ug +u 1
- [ P, — — 5PlJruT_)PQ. (4.74)

0
Ugq | Ug UqUs

Analogicky je podle (2.9) vektor druhé derivace C”(1) v koncovém bodé C(1) (tj. vektor Q%)
ukotvené uzlové B-spline kiivky 3. stupné definované na neuniformnim uzlovém vektoru (4.25)
roven

C'(1) = ZJ\Q1 HP? =p?® (4.75)

nebot Ny,_o1(1)=1a N;1(1)=0,i=0,...,n—3. P, je podle (2.10)

2 2 1 1
P7(1—2 = 1— v U4 [Pn—)l - P;—)J =
2 3 3
= P,-P,y)-—P,1—-P,_0)]. 4.76
= D Pua - Pra)| . (@0
Dosadime-li (4.76) do (4.75), dostaneme

6 1 (1 —um—s5) + (1 — upm—4) 1
" P, o— P,i+-——P,|. (477
Qn 1- Um—4 |:1 — Um—5 2 (1 - Um—4)(1 - um—5) Lt 1- Um—4 ( )

Prvky predposledniho, resp. posledniho fadku matice soustavy (4.24) pro vypocet soufadnic
Fidicich bodi ukotvené uzlové interpola¢ni B-spline kiivky 3. stupné definované na neuniformnim
uzlovém vektoru (4.25) vypoéteme s ohledem na (4.74), resp. (4.77) nasledovné:

N63(O) - 627 1/,3(1) = 0,’5:0,...,71—3,
7 4 / (1) _ 6
N{,3(O) = *GM ;— U5, resp. nos (1 = um—a)(1 = tm—5)’
. uzus , (1) = _6(1 — Upm—q) + (1 — upy—5)
N33(0) = —, e (1= tm—a)?(1 =t 5)
’ UqUs / 6
Nz‘l,s(O) =0,i=3,...,n, Nn,3(1) = m-

Uniformni uzlovy vektor s jednotkovym krokem. Zde musime rozliit pfipady, kdy n = 1
an > 1. Jestlize n = 1, je n = 3 a pocet rozteci uzlového vektoru m = 7. Uniformni uzlovy vektor
s jednotkovym krokem mé tvar U = (ui)::() = (0,0,0,0,1,1,1,1). Vektor druhé derivace Qg
v pocateénim bodé C(0) této ukotvené uzlové interpolaéni B-spline kiivky 3. stupné dostaneme,
pokud do (4.74) dosadime za uqs =1 a us = 1:

= 6Py — 12P; + 6Ps. (4.78)

Obdobné, vektor druhé derivace C”(n) v koncovém bodé C(1) dostaneme, pokud do (4.77)
dosadime za 1 —u;p—gy =1 azal— upy_5 =1:

Q% = 6P, — 12P; + 6P3, (4.79)

coz jsou vektory druhych derivaci v krajnich bodech Bézierovy kubiky, viz vlastnost 2.22.
Je tedy zfejmé, ze ukotvend uzlova interpolacni B-spline kiivka 3. stupné definovana na
uniformnim uzlovém vektoru s jednotkovym krokem zadané dvéma definiénimi body je Bézierova

kubika.
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Pro n > 1 dostaneme vektor druhé derivace Qf v pocateénim bodé C(0) ukotvené uzlové
interpola¢ni B-spline kiivky 3. stupné definované na uniformnim uzlovém vektoru (4.61) s jed-
notkovym krokem dostaneme, pokud do (4.74) dosadime za ug = 1 a us = 2:

Qb = 3(2Pg — 3P, + Py). (4.80)

Vektor druhé derivace C”(n) (vektor Q%) v koncovém bodé C(7n) ukotvené B-spline kiivky
3. stupné definované na uniformnim uzlovém vektoru dostaneme, pokud do (4.77) dosadime za
l—upg=1lazal—uy,.5=2:

Q! =3(P,_o — 3P,_1 + 2P,,). (4.81)

Prvky ptredposledniho, resp. posledniho fadku matice soustavy (4.24) pro vypocet soufadnic
fidicich bodu ukotvené uzlové interpolacni B-spline kiivky 3. stupné definované na uniformnim
uzlovém vektoru (4.34) s jednotkovym krokem vypocteme s ohledem na (4.80), resp. (4.81)
nésledovné:

Ny3(0) = 6, Ni3(n) = 0,i=0,...,n—3,
N{,s(o) = -9, resp Nn—2,3(ﬁ) )
Né,a(o) = 9% 7/L—1,3(ﬁ) = -9,
Ni3(0) = 0, i=3,...,n, n3(m) =6
Uniformni uzlovy vektor s krokem 1. I zde je nutné rozlisit piipad, kdy m = 1 (stejné

n
jako v pfedchozim odstavci je vyslednou kfivkou Bézierova kubika) a n > 1.
Pro m > 1 vektor druhé derivace Qg v pocatecnim bodé C(0) ukotvené uzlové interpolaéni
B-spline kfivky 3. stupné definované na uniformnim uzlovém vektoru (4.69) s krokem % dosta-
n

neme, pokud do (4.74) dosadime za uy = L a us = 2:
n n

b =3n%(2Py — 3P; + P»). (4.82)

Vektor druhé derivace QI v koncovém bodé C(n) ukotvené uzlové interpolacni B-spline
kiivky 3. stupné definované na uniformnim uzlovém vektoru (4.69) s krokem 2+ dostaneme,
n

pokud do (4.77) dosadime za + 1 —uy, 4=+ al—upy_ 5= 2:
n n n

QL = 30%(P,_o — 3P, 1 +2P,). (4.83)
Prvky ptredposledniho, resp. posledniho fadku matice soustavy (4.24) pro vypocet soufadnic
fidicich bodu ukotvené uzlové interpolacni B-spline kiivky 3. stupné definované na uniformnim
uzlovém vektoru (4.34) s krokem 1 vypocteme s ohledem na (4.82), resp. (4.83) nasledovné:
n

Np3(0) = 602, N/3(1) = 0,i=0,...,n -3,
Ni;(0) = —9n?, resp.  Nj,_53(1) = 307,
N§73(()) = 3627 VIL71,3(1) = —9ﬁ2,

i3(0) = 0,i=3,...,n, 1 4(1) = 6n%



Kapitola 5

Tvarovaci nastroje interpolacnich
NURBS krivek

V této kapitole se budeme zabyvat pfimymi metodami stanoveni tvarovacich nastroji interpolac-
nich NURBS kfivek. Pocet tvarovacich nastroja je dan predevsim zvolenou metodou interpolace
— prostou nebo uzlovou. Kromé samotné polohy defini¢nich bodu ovliviiuji vysledny tvar prosté
interpola¢ni kiivky nésledujici tvarovaci nastroje: stupen, vektor parametrizace, uzlovy vektor
a vahy fidicich bodt. Tvar uzlové interpolac¢ni kiivky je dan polohou defini¢nich bodi, stupném,
vektorem parametrizace a zptisobem stanoveni okrajovych podminek.

Vzhledem k mozné konverzi mezi otevienou a ukotvenou B-spline kiivkou, kterou vyjadiuje
véta 2.5, budeme bez Gjmy na obecnosti v prikladech uvedenych déle v této kapitole uvazovat
pouze ukotvenou kfivku, a pokud nebude fe¢eno jinak, s oborem parametrizace u € [0, 1]. Uza-
vienou interpolacni kiivku ze svych tvah jiz nadale také vynechame. Uzaviena kiivka patii sice
svym charakterem a vlastnostmi do uzlovych interpolac¢nich kiivek, ale zptisob jeji konstrukce
je shodny s konstrukci prosté interpolac¢ni k¥ivky. Veskeré dale uvedené metody stanoveni tvaro-
vacich néstroji prostych interpola¢nich kiivek lze tedy pouzit i pii konstrukci uzaviené kiivky.

V této kapitole se budeme nejprve vénovat metodam stanoveni okrajovych podminek uzlo-
vych interpolacnich kiivek, konkrétné metoddm stanoveni tecnych vektorti a vektord druhych
derivaci v krajnich bodech uzlové interpola¢ni kiivky. Jedna se o tvarovaci nastroje, které jsou
specifické pouze pro uzlovou interpolaci a v pfipadé prosté interpolace nemaji zadné uplatnéni.
Dale budeme diskutovat vliv stupné na tvar interpolacni kiivky, poté uvedeme pfimou metodu
stanoveni vah fidicich bodt prosté interpola¢ni ki¥ivky a nakonec se sezndmime s riznymi (opét
primymi) metodami konstrukce uzlového vektoru a vektoru parametrizace.

5.1 Okrajové podminky uzlové interpolac¢ni kiivky

Okrajovou podminku, ktera predpoklada uzavienost kiivky, jsme diskutovali v ¢asti 4.2.1 Pod-
minka uzavienosti kiivky. Zde se budeme vénovat metodam stanoveni te¢nych vektort a vektori
druhych derivaci v krajnich bodech uzlové interpolac¢ni kiivky.

5.1.1 Tecné vektory v krajnich bodech kiivky

Asi nejrozsitenéjsi metodou stanoveni te¢nych vektort v krajnich bodech interpolac¢ni kiivky je
Lagrangeova interpolace, kdy se tecné vektory stanovi jako vektory prvnich derivaci v poca-
te¢nim, resp. koncovém bodé Lagrangeovy interpolac¢ni kiivky konstruované pro tifi pocatecni,
resp. tfi posledni body definiéniho polygonu. Tecné vektory takto stanovené budeme struc¢né
oznacovat jako Lagrangeovy tec¢né vektory.

87
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Dale uvedeme metodu stanoveni te¢nych vektort pomoci osové soumérnych téznic troju-
helnika tvofeného prvnimi, resp. poslednimi tfemi body defini¢niho polygonu. Te¢né vektory
stanovené touto metodou budeme struéné oznacovat jako téznicové tecné vektory.

Jako zajimavost si uvedeme i metodu, kterd predpoklada nulové teéné vektory v krajnich
bodech uzlové interpola¢ni kiivky, nebof je velmi jednoduché a krivky takto ziskané jsou pre-
kvapivé dobfe tvarovany.

Vsechny metody budeme demonstrovat na stejném definicnim polygonu, ktery je tvoien Sesti
defini¢nimi body (7 = 5), uzlovy vektor zvolime uniformni s krokem Ay = 1,

n
B-spline bazové funkce pro uzlovou interpolac¢ni kifivku definované na uniformnim uzlovém

vektoru s krokem Au = L, na jejichz pribéh volba okrajovych podminek nema vliv, jsou na-
n

kresleny na obr. 5.1.

Obr. 5.1: B-spline bazové funkce uzlové interpolac¢ni kiivky;
uzlovy vektor uniformni

Lagrangeovy teéné vektory v krajnich bodech k¥ivky

B Definice 5.1 — Lagrangeova interpolace. Necht je dan definiéni polygon (Qi)?:o a vek-
tor parametrizace H = (hi)?zo. Potom je vektorova rovnice Lagrangeovy interpolacni kiivky
n-tého stupné nasledujici:

n

L(u) = Li(w)Qi, u € [ho, hz), (5.1)

=0

kde L;(u), i = 0,...,n, jsou Lagrangeovy polynomy 7-tého stupné

n

Jj=0, j#i

u—hj
. 2
hi — h; (52)
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Pro pfimou konstrukci interpolac¢nich kiivek se Lagrangeova interpolace nehodi diky vysokym
stupniim vysledného interpolac¢niho polynomu pii vysokém poctu defini¢nich bodd. Velmi ¢asto
se ale pouziva Lagrangeova interpolace pro tfi body ke stanoveni teéného vektoru v krajnich bo-
dech interpolacni kiivky konstruované jinou metodou, kde jsou te¢né vektory v krajnich bodech
vyzadovany jako soucast vstupnich dat. -
Princip stanoveni teénjch vektortt Qg a Q% v krajnich bodech defini¢niho polygonu (Qi)?:()
je nasledujici: pro zadany vektor parametrizace H = (hi)?zo nejprve vyjadiime Lagrangeovy
polynomy 2. stupné L;(u) pro interpolaci prvnich tii a poslednich tii defini¢nich bodi:

Lo(w) = g

L) = g

La(w) = e
Lio(u) = (hﬁf - Z:SEZ__; i)hﬁ)’
Lia(u) = (hﬁ(lf - Z‘ii&_f hjha)’

L) — o= haa)(u—hny)

~ (hi — ha—2)(his — ha—1)”

Déle vyjadiime prvni derivace L;(u), i = 0,1, 2, Lagrangeovych polynomu, do kterych dosadime
za u = hg = 0, a prvni derivace L}(u), i = n — 2,n — 1,n, Lagrangeovych polynomi, do kterych
dosadime u = h; = 1:

Lolw) = (ho2ﬁ zl?éh;fzhz)’ 5O = T
Li(w) = (h123 ZO??hthy Lo = hl(hj = h)’
La(u) = (h22ﬁ ;o])lz)h; fl]’L1)7 :(0) = ]12(}:1_]12)7
b ke 1— hy
L%72(u) - (hﬁ22g hﬁh?)(lhﬁ};n— hﬁ)’ %_2(1) N (hﬁ—2_hﬁ—flb7;(hlﬁ—2_1>’
Lhyu) = e Lh,(1) = s

(hii—1 — hi—2)(hs—1 — 1)’
2—hz o—hz 1

(1= hu—2)(1 — hs_1)

(hii—1 — hs—2)(hi—1 — hz)’
2u — hz_o — hy_ /
Li(u) = 7 LL(1) =
w(v) (hi — h—2)(hs — hz—1) W)

(5.3)
Tecny vektor Qj, resp. QL mé potom tvar:
Qo = Lo(0)Qo + L1 (0)Q1 + L5(0)Qz, (5.4)
resp.
Qs =L »,(1)Qr-2+ L5 1(1)Qa-1 + L5(1)Qs-2, (5.5)

kde za L(0),i=0,1,2, resp. Li(1), i =n —2,n — 1,7, dosadime z (5.3).
Priklad interpola¢ni kiivky, jejiz krajni te¢né vektory byly stanoveny pomoci Lagrangeovy
interpolace, je nakreslen na obr. 5.2.
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4
Q:=P-
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Qu=Pp
0 1 3 3 i £§ x B

Obr. 5.2: Interpolacni uzlova kiivka;
krajni te¢né vektory stanoveny Lagrangeovou interpolaci

TézZnicové teé¢né vektory v krajnich bodech kfivky

Tato metoda odvozuje smér, orientaci a velikost teénych vektort v krajnich bodech uzlové in-
terpola¢ni B-spline kfivky z geometrickych vlastnosti definiéniho polygonu. Je navrzena tak,
aby te¢né vektory reagovaly na konfiguraci pocatecnich a koncovych defini¢nich bodt a vhodné
tvarovaly kiivku v jejich okoli.

Princip metody je naznac¢en na obr. 5.3. Smér a orientace te¢ného vektoru Qj v pocateénim
bodé interpolac¢ni kfivky je urcen orientovanou primkou QgA*, ktera je osové soumérna s téznici
QoA trojuhelnika AQpQ1Q2 konstruovanou z bodu Qg. Osou soumérnosti je po¢atecni rameno
Qo Q1 defini¢niho polygonu. Smér a orientace te¢ného vektoru Q~ v koncovém bodé interpolacni
kfivky je uréen orientovanou primkou B*Q;, kterd je osové soumérnd s téznici BQ; trojuhel-
nika AQz_2Qr_1Q5 konstruovanou z bodu Q. Osou soumérnosti je koncové rameno Qz_1Qx
defini¢niho polygonu, viz obr. 5.3.

Nejenom smér a orientace, ale i velikost krajnich te¢nych vektori ma znacny vliv na vysledny
tvar k¥ivky v okoli krajnich bodt. Proto v ptipadé, ze krajni rameno QgQ1, resp. Qz_1Qj defi-
ni¢niho polygonu je stejné dlouhé jako délka téznice QpA, resp. BQj, je délka tecného vektoru
Qp, resp. Q} rovna vzdalenosti [QoA*| = |QoA| = |QoQul, resp. [B* Qx| = |BQs| = Qi1 Qal.
Neni-li délka krajniho ramene defini¢niho polygonu a pfislusné téznice stejna, nasobi se ptivodni
velikost tecného vektoru korekénim soucinitelem, ktery je roven pomeéru délky krajniho ramene
defini¢niho polygonu a délky pfislusné téznice.

Tecény vektor v pocatecnim bodé defini¢niho polygonu je potom

[ — (A" — Q)19 5.6
QO ( QO) ’QOA| ( )
a tecny vektor v koncovém bodé definiéniho polygonu je
* |Q7L—1Qﬁ|
Q. = (Q — BY)—=—"—. 5.7
(@~ B 50" (5.7)

Pro praktické pouziti je t¥eba vyjadiit teéné vektory (5.6) a (5.7) pouze pomoci vstupnich
dat, tedy defini¢nich bodti a zvolené parametrizace. Podle konstrukce naznacené na obr. 5.3 lezi



5. TVAROVACI NASTROJE INTERPOLACNICH NURBS KRIVEK 91

Q:iz

. s . G--'""—--.d

Qs3

Qu=Pq

Obr. 5.3: Konstrukce krajnich te¢nych vektort pomoci osové soumérnych téznic

bod A* na pfimce prochézejici stfedem A = %(Ql + Q2) ramene Q;Q2 a patou N kolmice
konstruované z bodu A na pocatecni rameno QgQ; defini¢niho polygonu:

A*=A+2(N—A)=2N—A. (5.8)
Bod N lezi na tisecce QgQ7 ve vzdalenosti

(A QO) ) (Ql QO) (A QO) ) (Ql QO)
QoN| = |QoA = |QoA = .

od bodu Qq, kde ¢ je tthel ZAQyQ1 a (A —Qp) - (Q1 — Qo) je skalarni soucin vektort (A — Qo)
a (Q1 — Qo). Pro bod N tedy plati

Q1 — Qo — Qo+ (A —Qo)-(Q1— Qo)
1QoQ1| 0 1QoQ1

Jestlize (5.10) dosadime do (5.8), dostaneme vztah pro vypocet bodu A*:

(A —Qo) - (Q1— Qo)
1QoQ1/?

(5.11) dosadime do (5.6) a obdrzime vztah pro vypocet te¢ného vektoru v pocéateénim bodé
ukotvené uzlové interpolacni B-spline kfivky

(A — Qo) (Q1— Qo)
Qo Q1|2

ve kterém se vyskytuji pouze zadané defini¢ni body, nebot A = %(Ql + Q2).

Obdobné odvodime vzorec pro vypocet teéného vektoru v koncovém bodé interpolacni kiivky:
bod B* lezi na piimce prochézejici stfedem B = %(Qﬁ_g + Qf_1) ramene Q5 _2Qr_1 a patou
M kolmice konstruované z bodu B na koncové rameno Q;_1Qj definiéniho polygonu:

N = Qo + |QoN| (Q1 — Qo). (5.10)

A =2 [QO + Q) — Qo)] —A. (5.11)

1QoQ1|
|QoA|’

(5.12)

Q) = [QO—A+2 (QI—QO)]

B* =B +2(M — B) = 2M — B. (5.13)
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Bod M leZi na usecce Qz_1Q5 ve vzdalenosti

(B -Qx) (Qi1—-Qi) _ (B—Qs) (Qi-1—Qw)
QB [Qn Q-1 Q7 Q71

od bodu Qgz, kde ¢ je thel ZBQ;Qs-1 a (B — Q5) - (Qr-1 — Q) je skalarni souc¢in vektort

(B—Qn) a (Qr_1 — Qp). Pro bod M dostavame

Qi1 — Qs (B - Qx) - (Qa—1 — Qa)
M= Qs + QML
7+ 1QM| Q7 Q71| " 1Qn Q-1
Jestlize (5.15) dosadime do (5.13), dostaneme vztah pro vypocet bodu B*
(B - Qs) - (Qa—1 — Qa)
1Qr Q-1
(5.16) dosadime do (5.7) a obdrzime vztah pro vypocet tecného vektoru v koncovém bodé
ukotvené uzlové interpolacni B-spline kiivky 3. stupné

(B-Qz) (Qs — Qs-1)
|Qii—1 Q5|2

QM| = |Q7B| cos ) = |Q5B] (5.14)

(Qr-1— Qr). (5.15)

B =2 |Qn + (@1 - Q)| - B, (5.16)

|Qi-1Qx ]|
BQs|

Q; = [_Qﬁ +B+2 (Qn — Qﬁ—l)] (5.17)

ve kterém se opét vyskytuji pouze zadané defini¢ni body, nebot B = %(Qﬁ,g + Qi1)-

Protoze metoda osové soumérnych téznic vychéazi pouze z geometrickych vlastnosti definic-
niho polygonu, je tfeba pii vlastnim vypoctu teénych vektorti respektovat konkrétni zvolenou
parametrizaci. Pouze pro uniformni uzlovy vektor s jednotkovym krokem budou posledni dva
fadky pravé strany soustavy (4.24) pfimo rovny teénym vektortm dle (5.12) a (5.17). Pokud
bude krok uniformniho uzlového vektoru %, je nutné vynésobit te¢né vektory (5.12), resp. (5.17)

soucinitelem n, bude-li uzlovy vektor neuniformni, je nutné vynasobit teéné vektory (5.12), resp.
(5.17) soucinitelem u—14, resp.

1—um—yq"

Interpolac¢ni kiivka s téznicovymi krajnimi teénymi vektory je nakreslena na obr. 5.4.

4
Pg Q5 :PT
&
] .

D/ Py va

3.

2_

1 -

Qo=Fq
U 1 2 3 4 5 X b

Obr. 5.4: Uzlova interpolacni kiivka;
krajni te¢né vektory téznicové
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Nulové tecéné vektory v krajnich bodech krivky

Metoda, kdy jsou tec¢né vektory v krajnich bodech uzlové interpolacni kiivky nulové

Q) =0, resp. Q- =0, (5.18)

se vyznacuje velmi jednoduchym uréenim tecnych vektort a velmi dobfe tvarovanymi interpo-
la¢nimi kfivkami, jak mtzeme posoudit na obr. 5.5, kde je priklad této kiivky uveden. Obecné
je krajni te¢ny vektor ukotvené B-spline kiivky urcitym nésobkem (zavislym na parametrizaci)
krajniho ramene fidicitho polygonu.

Protoze jsou krajni teéné vektory nulové, maji krajni ramena fidictho polygonu nulovou
délku a interpolacni kfivka prochazi dvojnasobnymi body svého fidiciho polygonu shodnymi
s defini¢nimi body: Qo =Py =P;a Qz =P, =P,_1.

44
Qs=Pi=
y o
3.
Qi
7 # Qs
2-
Q Qs
14
Q==
D T T ¥ T T ]
1 2 3 4 5 Y &

Obr. 5.5: Uzlova interpolac¢ni ktivka; krajni tecné vektory nulové

5.1.2 Vektory druhych derivaci v krajnich bodech kiivky

Pokud jsou okrajové podminky urceny vektory druhych derivaci v krajnich bodech kiivky, jsou
smér, orientace a velikost téchto vektort bud znamy nebo se voli nulové. Zde budeme uvazovat
druhou moznost, tedy nulové vektory druhych derivaci v pocatecnim, resp. koncovém bodé uzlové
interpola¢ni kiivky:

0 =0, resp. Q2 = 0. (5.19)

B-spline kfivky, jejichz krajni vektory druhjch derivaci jsou nulové, se oznacuji jako prirozené
spline.

Druhé derivace vektorové funkce kfivky souvisi s prvni kfivosti kfivky. Jestlize je druha
derivace nulovéa, prechazi kiivka v pfimku. Interpolaéni kiivka vypoctend z podminky nulovych
krajnich vektori druhych derivaci je v okoli defini¢nich bodi Qg a Q; primka, a proto jsou tii
pocatecni, resp. tfi posledni Fidici body kolinearni.

Priklad interpolacni kiivky, jejiz krajni vektory druhych derivaci jsou nulové, je nakreslen
na obr. 5.6.
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Obr. 5.6: Uzlova interpola¢ni kiivka; krajni vektory druhych derivaci nulové

5.1.3 Porovnani vlivu okrajovych podminek na tvar uzlové interpola¢ni kiivky

Abychom mohli porovnat tvary uzlovych interpolacnich kiivek ovlivnénych ruzné stanovenymi
okrajovymi podminkami, jsou vSechny ¢tyfi interpolac¢ni kiivky nakresleny do jednoho grafu ve
zvétSeném métritku na obr. 5.7. Z dtvodu lepsi Citelnosti obrazku nejsou popsany fidici body.
Rozdily v priibézich jednotlivych kiivek v okoli krajnich defini¢nich bodi jsou dobfe patrné, nelze
vSak jednoznacné Fici, kterd z kfivek ma nejvhodnéjsi tvar. Uvazime-li, Zze kromé okrajovych
podminek ovliviiuji tvar interpolacni kiivky jesté dalsi faktory (viz déle), je volba ,nejlepsi“
metody skutecné obtizna a nejednoznacni.

Pro odliseni jednotlivych metod stanoveni te¢nych vektori a vektord druhych derivaci v kraj-
nich bodech defini¢niho polygonu zavedeme nasledujici struc¢né oznaceni, které budeme pouzivat
v legendach grafi uzlovych interpolacnich kiivek: Lagrange — Lagrangeovy tecné vektory, Me-
dian — téznicové tecné vektory, Zero Tangent — nulové tecné vektory, Natural — nulové vektory
druhych derivaci k¥ivky v krajnich bodech.

5.2 Stupen

Volba stupné p uzlové interpola¢ni kiivky predstavuje zcela zdsadni rozhodnuti, nebot ovlivituje
pocet rovnic, které musi byt sestaveny pro vypocet fidicich boda. Jak jiz bylo fe¢eno v casti
4.2 Uzlova interpolace, pro lichy stupen p je tieba sestavit sudy pocet dodateénych podmi-
nek, a proto se z divodil symetrie pouzivaji uzlové interpolac¢ni kiivky pouze lichého stupné.
V prevazné vétsiné praktickych aplikaci vyhovuji kfivky 3. stupné, proto se zde dalsimi stupni
uzlovych interpolaénich kiivek jiz zabyvat nebudeme.

U prosté interpolacni kiivky je volba stupné p zcela svobodnd, ale vzhledem k velmi nevhod-
nému tvaru kfivek vyssich stupnd se i v tomto pripadé pouzivaji kiivky 2. nebo 3. stupné. Vliv
stupné na tvar B-spline i racionalnich funkci a na tvar prosté interpola¢ni B-spline i NURBS
kiivky si ukdzeme na piikladu interpolace defini¢niho polygonu s deseti (n = 9) definiénimi body.
Pro B-spline kfivku budeme piedpokladat vahy vSech fidicich bodu jednotkové, pro NURBS
k¥ivku bude pouzita ke stanoveni vah tézisfova metoda popsand v nésledujici ¢asti.

Na obr. 5.8, resp. obr. 5.11, resp. obr. 5.14 jsou nakresleny prubéhy B-spline bazovych funkci
Nia(u), resp. Nj3(u), resp. Nia(u), i = 0,...,9. Jakym zptsobem ovlivni priabéh bazovych
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Obr. 5.7: Uzlové interpolacni kiivky

funkci zavedeni vah, miZeme porovnat na obr. 5.9, resp. obr. 5.12, resp. obr. 5.15, kde jsou
nakresleny racionalni bazové funkce R;4(u), resp. R;3(u), resp. Ria(u), i = 0,...,9. Prosté
interpola¢ni k¥ivky mizeme sledovat na obr. 5.10, resp. obr. 5.13, resp. obr. 5.16, kde jsou
¢ervenou barvou nakresleny prtbéhy B-spline kfivky 4., resp. 3., resp. 2. stupné a modrou
barvou pribéhy NURBS kfivky 4., resp. 3., resp. 2. stupné.

V piipadé aproximacni kiivky (viz obr. 3.2) mé stupenl p jednoznaény vliv: ¢im vyssi je
stupen, tim vice je vysledna kiivka vzdéalena od vnitinich fidicich bodt. U interpolac¢nich k¥ivek
je tento vliv stejny, jen je tfeba jej jinak formulovat: ¢im vysSsi je stupen, tim vice jsou vypoctené
fidici body vzdalené od defini¢niho polygonu, a tim vétsi zakmity na interpolacni kiivce mohou
vzniknout. Krivky na obr. 5.10, obr. 5.13 a obr. 5.16 dobfe dokumentuji tuto skutecnost. Pfi
konstrukci interpolac¢nich kfivek vSak neni cilem co nejlépe vystihnout tvar fidiciho polygonu,
ale dosdhnout co nejplynulejsiho pribéhu k¥ivky zadanymi definicnimi body. Z tohoto didvodu
nejsou prudké prekmity a oscilace na interpolacnich kiivkach zadouci.

5.3 Vahy ridicich bodu interpolaéni krivky

7 diskuse uvedené v kap. 3 T'varovaci nastroje aproximac¢nich NURBS kiivek vime, ze vliv vah na
tvar aproximacni kiivky neni zcela jednoznacny, ale Ze jej 1ze zjednodusené vyjadrit nasledovné:
pokud se vaha fidiciho bodu zvysuje, priblizuje se kiivka tomuto ridicimu bodu. Pokud se vaha
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Obr. 5.9: Racionalni bazové funkce 4. stupné

Obr. 5.8: B-spline bazové funkce 4. stupné

Obr. 5.10: Prosta interpola¢ni B-spline (¢ervena) a NURBS (modra) kiivka 4. stupné
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Obr. 5.13: Prosta interpola¢ni B-spline (¢ervend) a NURBS (modra) kiivka 3. stupné

fidicitho bodu snizuje, oddaluje se kiivka od tohoto fidiciho bodu. Kde konkrétné bude kiivka
probihat, to zalezi, pfi jinak stejnych ostatnich tvarovacich néastrojich, jesté na vahach okolnich
p + 1 fidicich bodi.

Uloha vah u interpola¢ni kiivky je néasledujici: ¢im je vaha jednoho ¥idiciho bodu vyssi pii
jinak stejnych vahach ostatnich fidicich bodd, tim mensi je vzdalenost tohoto ridiciho bodu od
defini¢niho polygonu a tim plynulejsi pribéh vysledna interpola¢ni kiivka mé. Naopak, pokud
bude vaha jednoho fidictho bodu nizsi pfi jinak stejnych vahéach ostatnich fidicich bodi, bude
poloha tohoto ridiciho bodu od defini¢niho polygonu vzdalenéjsi a na kiivce miize vzniknout
nevhodny zakmit. Cilem tedy je stanovit takové vahy fidicich bodi, které povedou na plynulejsi
prubéh interpolacni kiivky.



5. TVAROVACI NASTROJE INTERPOLACNICH NURBS KRIVEK 98

ho Iy .hz hz. hy -}Fs hﬁ. e b ha Iy .:Ifg :Iﬂ'g. Dy '1;5 hﬁ- h by
Obr. 5.14: B-spline bazové funkce 2. stupné  Obr. 5.15: Racionalni bazové funkce 2. stupné
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Obr. 5.16: Prosta interpolaéni B-spline (¢ervend) a NURBS (modra) kiivka 2. stupné

5.3.1 Tézistova metoda stanoveni vah Fidicich bodu

Tézistova metoda stanoveni vah Fidicich bodt interpolacni kiivky je inspirovéana jednak meto-
dou popsanou v [1], kde se optimalizuje uzlovy vektor minimalizaci vzdalenosti bodu kiivky od
daného pevného bodu, jednak dostfedivou metodou, kterd odvozuje délku rozteci vektoru para-
metrizace od odmocniny délky ramene defini¢niho polygonu (viz ¢ast 5.4 Uzlovy vektor a vektor

Vv

parametrizace). Vahy fidicich bodu interpola¢ni kiivky stanovené tézistovou metodou budeme

vyvoev

i zde oznacovat jako téZistové vdhy.

B Definice 5.2 — Téiiéfové vahy Fidicich bodu prosté interpola¢ni kfivky. Necht je
dén defini¢ni polygon (Qi)?:() prosté interpola¢ni NURBS kiivky a nechft

1 n
T = ; 2
4iva 620
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Vv ew

w; = \/|QiT|, Z'ZO,...,ﬁ. (5.21)

Tézistova vaha w; Fidictho bodu P; je rovna odmocniné vzdélenosti definiéniho bodu Q; od
tézisté defini¢niho polygonu. O

Vv e

defini¢niho polygonu) a vSem fidicim bodtm by byly pfifazeny stejné vahy. Vsechny fidici body
by lezely relativné stejné daleko od defini¢niho polygonu. Jakmile jsou defini¢ni body nerov-
nomérné rozlozeny, jsou odpovidajicim fidicim bodtm pfifazeny ruzné vahy. Druhd odmocnina
potlacuje prifazeni velmi vysoké vahy takovému fidicimu bodu, jehoz odpovidajici defini¢ni bod
velmi nerovnomérné rozlozeny, je jejich nerovnomeérnost vétSinou zdmeérnd a nejednd se o chybu
vstupnich dat.

Racionalni bazové funkce R; 4(u), resp. R;3(u), resp. R;2(u), i =0,...,9, pro véhy Fidicich
bodi stanovené tézistovou metodou jsou nakresleny na jiz zminénych obr. 5.9, resp. obr. 5.12,
resp. obr. 5.15. Odpovidajici NURBS kfivky jsou nakresleny na obr. 5.10, resp. obr. 5.13,
resp. obr. 5.16. Muzeme tedy porovnat jednak vliv samotnych vah na tvar bazovych funkci
i na tvar vysledné krivky, ale také jejich vyvoj s ohledem na stupen kfivky p. Je zfejmé, zZe
¢im nerovnomérnéji jsou defini¢ni body rozlozeny, tim vice se projevuje vliv vyssich vah ¥idi-
cich bodi. Ridici body NURBS kiivky jsou potom bliZze defini¢nimu polygonu nez fidici body
B-spline kfivky a nevhodné zakmity a oscilace kiivky jsou utlumeny.

5.4 Uzlovy vektor a vektor parametrizace

vvvvvv

kiivky, je volba vhodného uzlového vektoru a vektoru parametrizace. Vliv zptisobu konstrukce
uzlového vektoru a vektoru parametrizace budeme sledovat na sérii defini¢nich bodt z obr. 5.13,
které budeme interpolovat prostou i uzlovou interpolacni kiivkou 3. stupné. U prosté interpolace
pouzijeme tézistovou metodu ke stanoveni vah Fidicich bod.

Metody konstrukce vektoru parametrizace jsou stejné pro prostou i uzlovou interpolacni
kiivku a jsou popsany dale. Metoda konstrukce uzlového vektoru se pro prostou a uzlovou
kiivku lisi.

Pokud konstruujeme uzlovou interpolac¢ni kiivku, jejiz jednotlivé segmenty jsou napojeny
pravé v defini¢nich bodech, je vektorem parametrizace jednoznac¢né urcen i uzlovy vektor, na
kterém jsou definovany B-spline bazové funkce.

B Definice 5.3 — Uzlovy vektor ukotvené uzlové interpola¢ni B-spline kiivky. Necht
je dan defini¢ni polygon (Qi)?:(ﬁ vektor parametrizace H = (hi)?zo a stupen p. Potom jsou
uzly uzlového vektoru U = (“i)zr;o ukotvené uzlové interpolac¢ni B-spline kiivky dany

U; = 0, iZO,...,p—l,
U = Ni—p, ©=p,...,m—p,
u =1, i=m—-p+1,...,m. (5.22)

Vektor parametrizace je tedy vybranou, aktivni ¢asti uzlového vektoru. O
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Poznamenejme, Ze teoreticky vzato lze i pro uzlovou interpola¢ni B-spline kfivku zkonstru-
ovat uzlovy vektor, ktery je nezavisly na vektoru parametrizace. Pocet segmenti je opét roven
poc¢tu ramen defini¢niho polygonu, ale diky vzajemnému nesouladu uzlového vektoru a vektoru
parametrizace nejsou jednotlivé segmenty napojeny v defini¢nich bodech. Tvar vysledné kiivky
je potom dosti nepfedvidatelny.

V ptipadé prosté interpolace je t¥eba uzlovy vektor vhodné stanovit, a to bud zavisle nebo
nezavisle na hodnotach vektoru parametrizace. Nejznaméjsi metody pouzivané ke konstrukci
uzlového vektoru prosté interpola¢ni kiivky jsou dveé: uniformni a prumeérovd. Zde si uvedeme

Vv Vv e

jesté tézistovou metodu konstrukce uzlového vektoru, ktera je modifikaci tézistové metody pou-

Vv

zité ke konstrukci uzlového vektoru aproximacni kifivky popsané v ¢asti 3.3.2 Tézistova metoda
stanoveni uzlového vektoru.

5.4.1 TUniformni uzlovy vektor

Uniformni uzlovy vektor je nezavisly na hodnotach parametru vektoru parametrizace.

B Definice 5.4 — Uniformni uzlovy vektor ukotvené prosté interpola¢ni NURBS
kiivky. Necht je dan definiéni polygon (Qi)?:() a stupen p. Potom jsou uzly uniformniho
uzlového vektoru U = (ui)?io ukotvené prosté interpola¢ni NURBS kfivky dany

U; = 0, iZO,...,p,

u; = i ,it=p+1,....m—p—1,
m — 2p
u = l,i=m-—p,...,m, (5.23)
kde m =n + p+ 1 je pocet uzlovych roztedi. O

5.4.2 Prumérovy uzlovy vektor

Primeérovy uzlovy vektor je zavisly na vektoru parametrizace, nebot vnit¥ni uzly uzlového vek-
toru jsou prumeérem hodnot parametru z vektoru parametrizace. Krajni uzly se neméni.

B Definice 5.5 — Prumérovy uzlovy vektor ukotvené prosté interpola¢ni NURBS
kiivky. Necht je dan vektor parametrizace H = (hi)?:o interpola¢ni NURBS kiivky a stupen
p. Potom jsou uzly prumeérového uzlového vektoru U = (“i)ZO ukotvené prosté interpolacni
NURBS kiivky dany

U = 07 ZZOJ Ry 2
1 i—1
u; = — hi, i=p+1,....m—p—1,
i p_z ;
j=i—p
u = 1, t=m—p,...,m, (5.24)
kde m =n + p+ 1 je pocet uzlovych rozteci. O

5.4.3 Té&zistovy uzlovy vektor

Tato metoda je modifikaci t&zisfové metody stanoveni uzlového vektoru aproximac¢ni NURBS
kiivky popsané v kap. 3 Tvarovaci nastroje aproximacnich NURBS kfivek. Rozdil je pouze

Ve

v tom, Ze namisto vzdalenosti tézist dil¢ich Fidicich polygoni tvofenych p—2 Fidicimi body se zde

Ve

uvazuji vzdalenosti tézist dilé¢ich defini¢nich polygonil tvofenych p—2 definiénimi body a metoda
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tak zohledniuje prostorovou konfiguraci definiénich bodi. Uzlovy vektor stanoveny tézistovou
metodou budeme i v piipadé interpolacni kiivky nazyvat téZistovym uzlovym vektorem.

Podobné jako uniformni, ani tézisfovy uzlovy vektor neni zavisly na konstrukci vektoru
parametrizace.

B Definice 5.6 — Té&zistovy uzlovy vektor ukotvené prosté interpolaéni NURBS
kiivky. Necht je dan defini¢ni polygon (Qi)?:o interpola¢ni NURBS kiivky, stupen p a necht

Mvoe N

TO = Q07
| it
T, = — =10
% p+2j;1Q]7Z ) 0 —D,
Tr pr1 = Qg (5.25)

m
1=

Potom jsou uzly tézistového uzlového vektoru U = (ul) o interpola¢ni NURBS krivky dany

u; = 0, 1=0,...,p,
U; =

J
u = l,i=m—p,...,m, (5.26)

Vv

kde l;, t = 1,...,n — p, je vzdélenost (3.6) dvou po sobé nasledujicich tézist (5.25) a L je
soucet (3.7) vSech téchto vzdélenosti. m = n + p + 1 je pocet uzlovych roztedi.
Délka uzlové roztece je tedy umeérna vzdalenosti tézist dilé¢ich defini¢nich polygont. O

Mezi nejznaméjsi metody konstrukce vektoru parametrizace patii metoda uniformni, téti-
vovd a dostredivd. Zajimavou moznost predstavuje metoda univerzadlni, u které se predpoklada
uniformni uzlovy vektor a jednotlivé hodnoty parametru z vektoru parametrizace jsou hodnoty,
ve kterych bazové funkce dosahuji svého maxima. Zde si uvedeme i univerzalni metodu, kdy ke
konstrukei uzlového vektoru pouzijeme metodu tézistovou.

5.4.4 TUniformni vektor parametrizace

B Definice 5.7 — Uniformni vektor parametrizace interpolaéni NURBS k#ivky. Necht
n

je dan defini¢ni polygon (Qi)l_o interpola¢ni NURBS ktivky. Potom jsou hodnoty parametru
uniformniho vektoru parametrizace H = (hi)?zo interpola¢ni NURBS kiivky dany

hi=—,i=0,...,7. (5.27)

Vzdélenost hodnot parametru v uniformnim vektoru parametrizace je konstantni. O

B-spline, resp. racionalni bazové funkce 3. stupné definované na uniformnim uzlovém vektoru
s uniformnim vektorem parametrizace jsou zobrazeny na obr. 5.11, resp. obr. 5.12. Odpovidajici
prosté interpolac¢ni B-spline i NURBS kfivka jsou zobrazeny na obr. 5.13.

Pro predstavu, jak na jiné rozlozeni uzld reaguji bazové funkce, jsou na obr. 5.17, resp.
obr. 5.18 nakresleny B-spline, resp. racionalni bazové funkce definované na primérovém uzlovém
vektoru dle (5.24) s uniformnim vektorem parametrizace. Zména tvaru k¥ivek oproti obr. 5.13
je velmi zfetelnd. Nezadouci pfekmity jsou znacné€ omezeny tim, ze rozlozeni vnitinich uzld je
odvozeno od rozlozeni hodnot parametru.
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Obr. 5.17: B-spline bazové funkce 3. stupné; Obr. 5.18: Racionalni bazové funkce 3. stupné;
vektor parametrizace uniformni, vektor parametrizace uniformni,
uzlovy vektor primeérovy uzlovy vektor priumeérovy

5 4 3 2 1 7 i 2 x 3
Obr. 5.19: Prosté interpola¢ni B-spline (¢ervena) a NURBS (modrd) kfivka 3. stupné;
vektor parametrizace uniformni, uzlovy vektor primeérovy

Vliv tézistového uzlového vektoru na pribéh B-spline, resp. racionalnich bazovych funkei,
resp. prostych interpola¢nich kfivek muzeme sledovat na obr. 5.20, resp. obr. 5.21, resp. obr. 5.22.

B-spline bazové funkce uzlovych interpola¢nich kiivek jsou nakresleny na obr. 5.23, uzlové
interpolacni kfivky vypoctené pro okrajové podminky uvedené v kap. 4.2.2 Vektory derivaci
kfivky v krajnich bodech defini¢niho polygonu jsou nakresleny na obr. 5.24. Vzhledem k velmi
malym rozdilim v pribézich kiivek jsou vSechny ¢tyri krivky nakresleny ve vétsim meéritku nez
predchozi grafy prostych interpola¢nich kfivek. S ohledem na zachovéani ¢itelnosti obrazku nejsou
nakresleny fidici polygony uzlovych interpola¢nich kiivek.

Tvar jednotlivych uzlovych interpolac¢nich k¥ivek se vyraznéji 1isi v okoli krajnich bodu defi-
ni¢niho polygonu. Je to dano tim, ze vliv okrajovych podminek klesé se vzdalenosti od krajniho
defini¢niho bodu. Stfedni ¢ast vSech kifivek se lisi pouze minimalné. Z grafu uzlovych interpolac-
nich kfivek na obr. 5.24 je také zfejmé, ze diky okrajovym podminkam jsou nezéddouci prekmity
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Obr. 5.20: B-spline bazové funkce 3. stupné;
vektor parametrizace uniformni,
uzlovy vektor tézistovy
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Obr. 5.21: Racionélni bazové funkce 3. stupné;

vektor parametrizace uniformni,
uzlovy vektor tézistovy
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Obr. 5.22: Prost4 interpola¢ni B-spline (¢ervena) a NURBS (modrd) kfivka 3. stupné;
vektor parametrizace uniformni, uzlovy vektor tézistovy

v okoli krajnich bodii zna¢né omezeny. Nejzajimavéjsi je z tohoto hlediska (a pro tento defini¢ni
polygon) uzlové interpola¢ni kiivka s nulovymi teénymi vektory v krajnich bodech. Na obr. 5.24

je nakreslena zelenou barvou.

Konstrukce uniformniho vektoru parametrizace je velmi jednoduchd, ale vznik nezadoucich
prekmitd prostych interpolac¢nich kfivek pfi interpolaci defini¢nich polygont s velmi ruznymi
vzdalenostmi defini¢nich bodl zna¢nym zptisobem omezuje praktické pouziti této metody.

5.4.5 Tétivova metoda konstrukce vektoru parametrizace

Teétivova metoda konstrukce vektoru parametrizace patii k nejrozsifenéjsim metodam. Princip
této metody spociva ve snaze priblizit obecnou parametrizaci kiivky jeji prirozené parametrizaci
obloukem. Jednotlivé hodnoty parametru ve vektoru parametrizace nejsou stanoveny nezavisle
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Obr. 5.23: B-spline bazové funkce 3. stupné pro uzlovou interpolaci;
vektor parametrizace uniformni
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Obr. 5.24: Uzlové interpolac¢ni kiivky 3. stupné; vektor parametrizace uniformni

na geometrii defini¢niho polygonu, jako je tomu v piipadé uniformniho vektoru parametrizace,
ale jsou odvozeny od délky ramen defini¢niho polygonu. Pokud k¥ivka probiha blizko defini¢niho
polygonu, je jeji délka srovnatelné s délkou polygonu a parametrizace takto ziskana je aproximaci
prirozené parametrizace obloukem.

B Definice 5.8 — Tétivovy vektor parametrizace interpola¢ni NURBS kfivky. Necht
n
1=

je dan defini¢ni polygon (QZ) o interpolacni NURBS ktivky. Potom jsou hodnoty parametru
tétivového vektoru parametrizace H = (hi)?zo interpola¢ni NURBS ktivky dany
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Obr. 5.25: B-spline bazové funkce 3. stupné; Obr. 5.26: Racionalni bazové funkce 3. stupné;
vektor parametrizace tétivovy, vektor parametrizace tétivovy,
uzlovy vektor uniformni uzlovy vektor uniformni

o
=
w

5 -4 3 2 A Y i
Obr. 5.27: Prost4 interpola¢ni B-spline (¢ervena) a NURBS (modrd) kfivka 3. stupné;
vektor parametrizace tétivovy, uzlovy vektor uniformni

ho = 0,

%
Zl\Qj—le!
h; = Li=1,...,7 (5.28)

j=
i 1Qj-1Q;
j=1

Vzdélenost hodnot parametru v tétivovém vektoru parametrizace je tmérna délce ramen
defini¢niho polygonu — tétiv. g

Aplikaci tétivového vektoru parametrizace mizeme sledovat na obr. 5.25, resp. obr. 5.26,
kde jsou zobrazeny pribéhy B-spline, resp. racionalnich bazovych funkci 3. stupné pro prostou
interpola¢ni kfivku definovanou na uniformnim uzlovém vektoru.
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Obr. 5.28: B-spline bazové funkce 3. stupné; Obr. 5.29: Racionalni bazové funkce 3. stupné;
vektor parametrizace tétivovy, vektor parametrizace tétivovy,
uzlovy vektor primeérovy uzlovy vektor primérovy

5 4 3 2 R 7 1 2 x 3
Obr. 5.30: Prosta interpola¢ni B-spline (¢ervend) a NURBS (modra) kiivka 3. stupné;
vektor parametrizace tétivovy, uzlovy vektor primeérovy

B-spline, resp. racionalni bazové funkce na obr. 5.25, resp. obr. 5.26 maji stejny prubéh jako
na obr. 5.11, resp. obr. 5.12. Tétivovy vektor parametrizace se projevi pouze jinymi funkénimi
hodnotami B-spline, resp. racionalnich bazovych funkci, které tvori prvky matice soustavy (4.4),
resp. (4.7) pro vypocet soufadnic fidicich bodt B-spline, resp. NURBS kifivky. Tvar prosté
interpolacni B-spline a NURBS kfivky definované na uniformnim uzlovém vektoru s tétivovim
vektorem parametrizace je nakreslen na obr. 5.27.

Priklad B-spline, resp. racionalnich bazovych funkei 3. stupné pro prostou interpolacni kiivku
definovanou na priamérovém uzlovém vektoru s tétivovym vektorem parametrizace je uveden na
obr. 5.28, resp. obr. 5.29. Tvar pfislusnych prostych interpolac¢nich kiivek muzeme sledovat na
obr. 5.30. Pfiklad B-spline, resp. racionalnich bazovych funkci 3. stupné pro prostou interpo-
la¢ni kiivku definovanou na tézistovém uzlovém vektoru s tétivovym vektorem parametrizace je
uveden na obr. 5.31, resp. obr. 5.32, prosté interpolac¢ni kiivky jsou nakresleny na obr. 5.33.
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Obr. 5.31: B-spline bazové funkce 3. stupné; Obr. 5.32: Racionalni bazové funkce 3. stupné;
vektor parametrizace tétivovy, vektor parametrizace tétivovy,
uzlovy vektor tézistovy uzlovy vektor tézistovy
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Obr. 5.33: Prosté interpolac¢ni B-spline (¢ervend) a NURBS (modré) kfivka 3. stupné;
vektor parametrizace tétivovy, uzlovy vektor t&zistovy

B-spline bazové funkce 3. stupné uzlové interpolacni kiivky s vektorem parametrizace stano-
venym tétivovou metodou jsou zobrazeny na obr. 5.34, uzlové interpolac¢ni kiivky jsou zobrazeny
na obr. 5.35. Tak jako v pfipadé uniformniho vektoru parametrizace, tak i v pripadé tétivového
vektoru parametrizace lze zaznamenat znacné omezeni piekmitd vyslednych interpolac¢nich kii-
vek v okoli krajnich bodi. Je ziejmé, Ze okrajové podminky ovliviiuji tvar interpola¢ni kiivky
velmi vyznamnou mérou.

5.4.6 Dostrediva metoda konstrukce vektoru parametrizace

Dostiediva metoda se snazi omezit nezadouci prekmity na kiivce, které mohou vzniknout diky
ostrym zlomum defini¢niho polygonu, tedy velmi malym hlim mezi dvéma pfilehlymi rameny.
Svuj nazev ziskala vzhledem k podobnosti s dostfedivou silou, ktera u kiivo¢arého pohybu prudce
narusta se zmensujicim se polomérem kiivosti drahy.
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Obr. 5.34: B-spline bazové funkce 3. stupné pro uzlovou interpolaci;

vektor parametrizace tétivovy
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Obr. 5.35: Uzlové interpolac¢ni kiivky 3. stupné; vektor parametrizace tétivovy

Ve skutecnosti jde o rozsifeni metody t&tivové, nebot vzdalenost hodnot parametrt ve vek-
toru parametrizace je umérnd odmocniné (zpravidla druhé) délky ramen defini¢niho polygonu.

B Definice 5.9 — Dostfedivy vektor parametrizace interpola¢ni NURBS kfivky.
Necht je dan defini¢ni polygon (Qi)?:() interpola¢ni NURBS kfivky. Potom jsou hodnoty
parametru dostredivého vektoru parametrizace H = (hi)?:o interpola¢ni NURBS kiivky dany

ho = 0,

V1Qj-1Qj]
V1Qj-1Q;l

-~

hi = Li=1,...,7. (5.29)

<
I

<
e
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Obr. 5.36: B-spline bazové funkce 3. stupné; Obr. 5.37: Racionalni bazové funkce 3. stupné;
vektor parametrizace dostredivy, vektor parametrizace dostredivy,
uzlovy vektor uniformni uzlovy vektor uniformni

5 4 3 2 -1 g 1 x 3 3

Obr. 5.38: Prosté interpolac¢ni B-spline (¢ervena) a NURBS (modrd) kfivka 3. stupné;
vektor parametrizace dostredivy, uzlovy vektor uniformni

Vzdalenost hodnot parametru v dostfedivém vektoru parametrizace je imérnéd druhé odmoc-
niné z délky ramen defini¢niho polygonu. O

Priklad B-spline, resp. racionalnich bazovych funkci, resp. prostych interpola¢nich ktivek
s dostiedivym vektorem parametrizace a uniformnim uzlovym vektorem je uveden na obr. 5.36,
resp. obr. 5.37, resp. obr. 5.38, s prumérovym uzlovym vektorem je uveden na obr. 5.39, resp.
obr. 5.40, resp. obr. 5.41 a s tézistovym uzlovym vektorem je uveden na obr. 5.42, resp. obr. 5.43,
resp. obr. 5.44.

B-spline bazové funkce uzlové interpolacni kiivky s dostfedivym vektorem parametrizace jsou
nakresleny na obr. 5.45, pfislusné uzlové interpolacni k¥ivky jsou nakresleny na obr. 5.46. Opét
si mizeme vSimnout, ze ve své vnitini ¢asti jsou rozdily mezi jednotlivymi kfivkami nepatrné.



5. TVAROVACI NASTROJE INTERPOLACNICH NURBS KRIVEK 110

R

0.8

- D

061

0.41

0.24

D . . . A
hg h 1 }12 )!13 }14 }15 hﬁ }17 hg

Obr. 5.39: B-spline bazové funkce 3. stupné; Obr. 5.40: Racionalni bazové funkce 3. stupné;
vektor parametrizace dostiedivy, vektor parametrizace dostiedivy,
uzlovy vektor primeérovy uzlovy vektor primérovy

5 4 3 2 Rt U 1 7 X 3
Obr. 5.41: Prosté interpolac¢ni B-spline (¢ervena) a NURBS (modrd) kfivka 3. stupné;
vektor parametrizace dostiedivy, uzlovy vektor primeérovy

Porovname-li pribéhy dosud zkonstruovanych prostych interpola¢nich krivek na nésleduji-
cich obrazcich:

obr. 5.13 — vektor parametrizace uniformni, uzlovy vektor uniformni,

obr. 5.19 — vektor parametrizace uniformni, uzlovy vektor primeérovy,

obr. 5.22 — vektor parametrizace uniformni, uzlovy vektor tézistovy,

obr. 5.27 — vektor parametrizace tétivovy, uzlovy vektor uniformni,

obr. 5.30 — vektor parametrizace tétivovy, uzlovy vektor priameérovy,

obr. 5.33 — vektor parametrizace tétivovy, uzlovy vektor tézistovy,

obr. 5.38 — vektor parametrizace dostfedivy, uzlovy vektor uniformni,

obr. 5.41 — vektor parametrizace dostredivy, uzlovy vektor primeérovy,

obr. 5.44 — vektor parametrizace dostredivy, uzlovy vektor tézistovy,
vidime, ze vSechny metody konstrukce vektoru parametrizace vykazuji pro primeérovy a pro té-
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Obr. 5.42: B-spline bazové funkce 3. stupné; Obr. 5.43: Racionalni bazové funkce 3. stupné;
vektor parametrizace dostiedivy, vektor parametrizace dostiedivy,
uzlovy vektor tézistovy uzlovy vektor tézistovy
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Obr. 5.44: Prosta interpola¢ni B-spline (¢ervend) a NURBS (modra) kiivka 3. stupné;

Vv e

vektor parametrizace dostiedivy, uzlovy vektor tézistovy

zistovy uzlovy vektor podstatné lepsi tvar prostych interpolacnich k¥ivek, nez pro uniformni uz-
lovy vektor. Déle je zfejmé, ze zavedeni tézistovych vah vede ke zmenseni nezddoucich prekmit

interpola¢nich kfivek.

Uzlové interpola¢ni kiivky jsou zobrazeny na obr. 5.24 (vektor parametrizace uniformni),
obr. 5.35 (vektor parametrizace tétivovy) a na obr. 5.46 (vektor parametrizace dostfedivy).
Porovnanim jejich priibéhia vidime, ze zplisob konstrukce vektoru parametrizace, zrovna tak jako
volba okrajovych podminek, vyznamnym zptisobem ovliviiuje tvar uzlové interpolac¢ni krivky.

5.4.7 TUniverzalni metoda

Univerzalni metodu lze pouzit pouze pro prostou interpolaci, nebot se nejprve stanovi uzlovy
vektor, poté se vyjadii bazové funkce a nakonec se naleznou takové hodnoty parametru, pro
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Obr. 5.45: B-spline bazové funkce 3. stupné pro uzlovou interpolaci;
vektor parametrizace dostredivy
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Obr. 5.46: Uzlové interpola¢ni kiivky 3. stupné; vektor parametrizace dostredivy

které bazové funkce asociované s prislusnymi fidicimi body dosahuji svého maxima. Vzhledem
k tomu, ze kazda B-spline N;,(u), resp. racionalni R;,(u) bazova funkce dosahuje na inter-
valu [u;, uiyp) pouze jediného maxima, je tento zptisob konstrukce vektoru parametrizace velmi
pfirozeny a maximalné zirocuje vliv bazovych funkci na tvar kiivky.

B-spline, resp. racionalni bazové funkce pro prostou interpola¢ni kifivku definovanou na uni-
formnim uzlovém vektoru s vektorem parametrizace stanovenym univerzalni metodou jsou na-
kresleny na obr. 5.47, resp. obr. 5.48. Pfislusné prosté interpolacni kiivky jsou nakresleny na
obr. 5.49. B-spline, resp. racionalni bazové funkce pro prostou interpola¢ni kiivku definovanou
na tézisfovém uzlovém vektoru s vektorem parametrizace stanovenym univerzalni metodou jsou
nakresleny na obr. 5.50, resp. obr. 5.51. Prislusné prosté interpola¢ni kiivky jsou nakresleny na
obr. 5.52.

Tvar kiivek na obr. 5.49 a na obr. 5.52 je velmi podobny, coz by znamenalo, Ze tato metoda
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Obr. 5.47: B-spline bazové funkce 3. stupné;
uzlovy vektor uniformni,
vektor parametrizace stanoven
univerzalni metodou
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Obr. 5.48: racionélni bazové funkce 3. stupné;
uzlovy vektor uniformni,

vektor parametrizace stanoven
univerzalni metodou
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Obr. 5.49: Prosté interpolac¢ni B-spline (¢ervena) a NURBS (modrd) kfivka 3. stupné;
uzlovy vektor uniformni, vektor parametrizace stanoven univerzalni metodou

konstrukce vektoru parametrizace je v pravém slova smyslu univerzalni — metoda konstrukce
uzlového vektoru ani zavedeni ridznych vah Fidicich bodd nemaji zasadni vliv na tvar vysledné
kiivky. Podrobnéji budeme tuto domnénku zkoumat v kap. 6 Porovnani pfesnosti interpola¢nich
metod. Za zminku také stoji skutec¢nost, Ze vSechny interpola¢ni kfivky, jejichz vektor parame-
trizace je stanoven univerzalni metodou, maji velmi dobry pribéh.

5.5 Rozdéleni interpolac¢nich metod

V této kapitole jsme se zabyvali obecnym principem konstrukce interpola¢ni NURBS kiivky
a vybranymi metodami stanoveni jednotlivych tvarovacich néstrojt, které ovliviiuji koneény
tvar interpolacni kiivky. Uvedme si nyni souhrn poznatkti o feSeni problému interpolace za-
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Obr. 5.50: B-spline bazové funkce 3. stupné; Obr. 5.51: Racionalni bazové funkce 3. stupné;

uzlovy vektor tézistovy, uzlovy vektor tézistovy,
vektor parametrizace stanoven vektor parametrizace stanoven
univerzalni metodou univerzalni metodou
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Obr. 5.52: Prosté interpolac¢ni B-spline (¢ervena) a NURBS (modrd) kfivka 3. stupné;

Vv

uzlovy vektor tézistovy, vektor parametrizace stanoven univerzalni metodou

dané posloupnosti defini¢nich bod a moznostech konstrukce jednotlivych tvarovacich néastroju
interpolacnich B-spline a NURBS krivek.

e Podle zdkladniho pifistupu k problému interpolace rozliSujeme prostou interpolac¢ni kiivku,
kdy je pocet fidicich bodd roven poctu zadanych defini¢nich bodt, nebo wuzlovou inter-
polacni kiivku, kdy je pocet segmenti vysledné kiivky roven poctu ramen defini¢niho
polygonu.

e Prosté interpolac¢ni kiivky

— Prostou interpola¢ni kfivku mtzeme konstruovat jako B-spline kiivku, kdy mtizeme
povazovat vahy vSech fidicich bodi za jednotkové, nebo jako NURBS kiivku, kdy jsou
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vahy jednotlivych fidicich bodt rtzné. Vahy fidicich bodi NURBS kfivky stanovime
tezistovou metodou.

— K urceni vektoru parametrizace a uzlového vektoru lze pfristupovat nezavisle — potom
konstruujeme vektor parametrizace uniformni, tétivovou nebo dostredivou metodou
a uzlovy vektor uniformni nebo tézistovou metodou.

— Pokud maji byt vektor parametrizace a uzlovy vektor ve vzadjemné vazbé, lze nejprve
stanovit vektor parametrizace (uniformni, tétivovy nebo dostredivy) a uzlovy vektor
konstruovat jako prumeérovy nebo pouzit univerzalni metodu, kdy se nejprve stanovi
uzlovy vektor (uniformni nebo téZistovy) a hodnoty parametru se ur¢i tak, aby v nich
bazové funkce dosahovaly svého maxima.

e Uzlové interpolacni kiivky

— Pii konstrukci uzlové interpolac¢ni kiivky je vektor parametrizace vybranou ¢asti uz-
lového vektoru, proto se nejprve stanovi vektor parametrizace — opét metodou uni-
formni, tétivovou nebo dostredivou.

— Pokud jsou okrajové podminky urceny teénymi vektory v krajnich bodech kfivky,
miizeme je stanovit na zakladé Lagrangeovy interpolace, metodou osové soumernych
téznic nebo zvolime nulové tecné vektory. V piipadé, Ze jsou okrajové podminky
urceny vektory druhych derivaci v krajnich bodech kfivky, volime je nulové.

Vyse uvedeny vycet metod stanoveni tvarovacich nastroji interpolacnich B-spline a NURBS
kiivek nezahrnuje veskeré zndmé metody, ale pouze takové, jejichz konstrukce byla popséana
v této publikaci. I tak méme k dispozici zna¢né Sirokou paletu (celkem 34) interpola¢nich metod,
jejichz schopnosti interpolace vhodné zvolenych modelovych dat se budeme zabyvat v nasledu-
jici kapitole. Rozdéleni interpola¢nich metod podle zpusobu konstrukce tvarovacich nastroju je
uvedeno v tab. 5.1 spolecné s ¢iselnym kddem, ktery pouzijeme pro struéné rozliseni jednotlivych
metod v dalsim textu. Uzlovy vektor je v tabulce oznacen symbolem U, vektor parametrizace
symbolem H.

Dvojitou ¢arou jsou v tab. 5.1 oddéleny nasledujici skupiny interpola¢nich metod:

e Prosté interpola¢ni metody s uniformnim uzlovym vektorem: 1 aZ 6.
e Prosté interpola¢ni metody s primérovym uzlovym vektorem: 7 az 12.
e Prosté interpola¢ni metody s tézistovym uzlovym vektorem: 13 az 18.

e Prosté interpola¢ni metody s vektorem parametrizace stanovenym univerzalni metodou:
19 az 22.

e Uzlové interpolacni metody s uniformnim vektorem parametrizace: 23 az 26.
e Uzlové interpolacni metody s tétivovym vektorem parametrizace: 27 az 30.

e Uzlové interpolacni metody s dostfedivym vektorem parametrizace: 31 az 34.

Sedé¢ podbarveni ¢iselného kédu oznacuje metodu, jejiz alesponn jeden tvarovaci nastroj je
konstruovan postupem, ktery byl navrzen autorkou publikace: téZznicové te¢né vektory v kraj-
nich bodech uzlové interpola¢ni NURBS kiivky (¢ast 5.1.1), nulové te¢né vektory v krajnich
bodech uzlové interpolaéni NURBS kiivky (éast 5.1.1), tézistové vahy Fidicich bodi prosté in-
terpolacni NURBS kiivky (¢ast 5.3.1), tézistovy uzlovy vektor ukotvené prosté interpolacéni
NURBS kiivky (¢ast 5.4.3) nebo univerzalni metoda konstrukce vektoru parametrizace prosté

interpola¢ni NURBS kfivky s tézistovym uzlovym vektorem (¢ast 5.4.7).
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Tab. 5.1: Ciselny kéd interpola¢nich metod

~
O~
=9

Metoda

Prostéa interpolace, U uniformni, H uniformni, B-spline

Prosta interpolace, U uniformni, H uniformni, NURBS

Prosta interpolace, U uniformni, H tétivovy, B-spline

Prosta interpolace, U uniformni, H tétivovy, NURBS

Prosta interpolace, U uniformni, H dostredivy, B-spline

Prostéa interpolace, U uniformni, H dostfedivy, NURBS

Prosta interpolace, U priamérovy, H uniformni, B-spline

Prostéa interpolace, U prumérovy, H uniformni, NURBS

© |00 | NS [0 W N

Prosté interpolace, U prumérovy, H tétivovy, B-spline

[t
=}

Prostéa interpolace, U prumérovy, H tétivovy, NURBS

-
—

Prosté interpolace, U prumérovy, H dostfedivy, B-spline

e
N

Prosta interpolace, U prumérovy, H dostiedivy, NURBS

[t
w

Prosté interpolace, U tézistovy, H uniformni, B-spline

e
=~

Prost4 interpolace, U tézistovy, H uniformni, NURBS

=
ot

Vv

Prosté interpolace, U tézistovy, H tétivovy, B-spline

-
=2}

Prosté interpolace, U tézistovy, H tétivovy, NURBS

=
EN |

Prosté interpolace, U tézistovy, H dostredivy, B-spline

e
Qo

Prosté interpolace, U tézistovy, H dostiedivy, NURBS

-
©

Prosta interpolace, univerzalni metoda, U uniformni, B-spline

N
(e}

Prosta interpolace, univerzalni metoda, U uniformni, NURBS

[\
=

Vv

Prosté interpolace, univerzalni metoda, U tézistovy, B-spline

N
[

Vv

Prosté interpolace, univerzalni metoda, U tézistovy, NURBS

[\
w

Uzlova interpolace, H uniformni, krajni te¢né vektory Lagrangeovy

[
=~

Uzlova interpolace, H uniformni, krajni te¢né vektory téznicové

[\
ot

Uzlova interpolace, H uniformni, krajni tecné vektory nulové

N
(=]

Uzlova interpolace, H uniformni, krajni vektory druhych derivaci nulové

N
3

Uzlova interpolace, H tétivovy, krajni tecné vektory Lagrangeovy

N
(00]

Uzlova interpolace, H tétivovy, krajni tecné vektory téznicové

N
©

Uzlova interpolace, H tétivovy, krajni tecné vektory nulové

w
[en]

Uzlova interpolace, H tétivovy, krajni vektory druhych derivaci nulové

w
=

Uzlova interpolace, H dostiedivy, krajni te¢né vektory Lagrangeovy

w
[\V]

Uzlova interpolace, H dostfedivy, krajni tecné vektory téznicové

(oY)
w

Uzlova interpolace, H dostfedivy, krajni tecné vektory nulové

w
~

Uzlova interpolace, H dostfedivy, krajni vektory druhych derivaci nulové




Kapitola 6

Porovnani presnosti interpolacnich
metod

Presnost interpola¢ni metody je pojem relativni. Pokud neni k dispozici originalni model kiivky,
ze kterého byly defini¢ni body ziskany, lze Gspésnost pouzité interpola¢ni metody pfi interpolaci
konkrétnich dat posoudit pouze vizualné. Zde budeme posuzovat interpola¢ni metody obecnéji.
Pouzijeme je k interpolaci modelovych dat ziskanych vypoctem soutfadnic bodidl z analytické
rovnice znamé (teoretické) kiivky a porovname interpolovana data s teoretickymi.

6.1 Stanoveni presnosti interpolacni metody

Zakladem pro porovnani uspésnosti interpolac¢nich metod je vypocet vzdalenosti teoretické a in-
terpolacni kiivky. V defini¢nich bodech bude tato vzdéalenost nulové, mezi defini¢nimi by méla
byt co nejmensi, aby se interpola¢ni kiivka svym tvarem co nejvice blizila tvaru teoretické kiivky.
Zavedeme tzv. odchylku ktivek, kterou budeme vzdalenost mezi krivkami mérit. Maximalni hod-
notu odchylky nazveme absolutni chybou interpolace. Porovnani tispésnosti interpolac¢nich me-
tod budeme provadét na zakladé vypoctu relativni chyby interpolace, kterou ziskdme z absolutni
chyby interpolace vhodnym normovanim.

6.1.1 Odchylka krivek

Podle zptisobu urceni odchylek kiivek definujeme odchylku interpolacni kiivky od teoreticke,
odchylku teoretickée krivky od interpolacni a odchylku teoretickée a interpolacni krivky.

B Definice 6.1 — Odchylka interpolaéni k¥ivky od teoretické. Necht definiéni body Q;,
i =0,...,n, lezi na dané teoretické kiivce K(t), t € [a,b], kterd je spojitd na svém oboru
parametrizace a ma zde spojité i prvni derivace, a necht bod A = K(ta), ta € [a,b], je zvoleny
bod na kiivce K(t). Necht dale kiivka C(u), u € [0, 1], je interpola¢ni kiivka vypoctend dle
(4.4), (4.7) nebo (4.24). Potom odchylka d! interpola¢ni kiivky C(u) od teoretické kiivky
K(t) v bodé A je ddna

d' = |AN], (6.1)

kde bod N je prusecik kiivky C(u) a normalové roviny va konstruované v bodé A ke kfivce
K(?)

va: (N—A) - K'(ta) = 0. (6.2)
K'(ta) je te¢ny vektor kiivky K(¢) v bodé A. Odchylka d' je délka tisecky AN lezici v nor-
malové roviné va teoretické kfivky meérend od teoretické kiivky k interpolacni. O

117
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K(7)

Obr. 6.1: Odchylka interpola¢ni k¥ivky od teoretické

Zptisob uréeni odchylky d! interpolaéni kiivky od teoretické je znazornén na obr. 6.1 vlevo.
Priklad pribéhu odchylek d§, j=0,...,90, podél teoretické kiivky

K(t) = (cos3tcost?, cos2tsint), t € [0,7],

vidime na obr. 6.1 vpravo. Interpola¢ni kfivka C(u) byla vypoctena uzlovou interpolaci pro
uniformni vektor parametrizace a s krajnimi te¢nymi vektory stanovenymi metodou osové sou-
mérnych téznic.

Miize vSak nastat pfipad, kdy odchylku d' interpola¢ni kiivky od teoretické nelze ve viech
bodech teoretické kiivky K(t) stanovit, nebot nemusi existovat pruseé¢ik normélové roviny va
s interpolaé¢ni kiivkou C(u), popf. prusec¢ik muzZe leZet mimo uvazovany obor parametrizace in-
terpolacni kfivky. Takova situace je zndzornéna na obr. 6.2 vlevo. Diivodem mtize byt maly po-
¢et defini¢nich bodti, jejichz poloha nevystihuje vyznamné tvarové podrobnosti teoretické kiivky
v dostateéné mite. V téchto pripadech lze ziskat pfedstavu o pfesnosti interpolace vyhodnocenim
odchylky teoretické kiivky od interpolacni, kterou oznacime d'l.

X X

Obr. 6.2: Neexistujici (vlevo) a nejednoznaény (vpravo) prusecik
normalové roviny v s interpolac¢ni k¥ivkou

B Definice 6.2 — Odchylka teoretické k¥ivky od interpolaéni. Necht definiéni body Q;,
i =0,...,n, lezi na dané teoretické kiivce K(t), t € [a,b], ktera je spojitd na svém oboru
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parametrizace a m4 zde spojité i prvni derivace. Necht dale k¥ivka C(u), u € [0, 1], je interpo-
la¢ni kiivka vypoctend dle (4.4), (4.7) nebo (4.24) a necht dale bod B = C(up), ug € [0,1],
je zvoleny bod na kiivce C(u). Potom odchylka d!! teoretické kiivky K(t) od interpolac¢ni
kiivky C(u) v bodé B je dana

d" = | BM], (6.3)

kde bod M je prusec¢ik kiivky K(¢) a normélové roviny vg konstruované v bodé B ke kiivce
C(u)

vg: (M —-B) -C'(ug) = 0. (6.4)
C'(ug) je teény vektor kiivky C(u) v bodé B. Odchylka d! je délka tisecky BM lezici
v normalové roviné vg interpola¢ni krivky mérena od interpolacni kiivky k teoretické. O

Uréeni odchylky d" teoretické kiivky od interpolaé¢ni je nakresleno na obr. 6.3 vlevo. Vpravo
je znazornén priklad prubéhu odchylek d?, 7 =0,...,90, podél stejné teoretické kiivky, jako na
obr. 6.1. Interpolac¢ni kiivka C(u) na obr. 6.3 byla ziskdna opét stejnou interpola¢ni metodou
jako na obr. 6.1.

4 K(1)
y B

l/ C(u)

Y 14
X ' Qs

Obr. 6.3: Odchylka teoretické kiivky od interpolac¢ni

Pokud je zvolena vhodné metoda interpolace, probiha interpola¢ni kiivka v blizkosti teo-
retické krfivky. Jestlize je ale interpola¢ni metoda zvolena nevhodné, nemusime vzdy obdrzet
jednoznacny vysledek. Takova situace je zobrazena na obr. 6.2 vpravo, kde normalova rovina va
protina interpolac¢ni kifivku dvakrat. Proto zavedeme odchylku teoretické a interpolacni krivky,
kterou oznac¢ime d'.

B Definice 6.3 — Odchylka teoretické a interpolaéni kfivky. Necht definiéni body Q;,
i =0,...,n, lezi na dané teoretické kiivce K(t), ¢t € [a,b], a necht kiivka C(u), u € [0,1],
je interpola¢ni ki¥ivka vypoétena dle (4.4), (4.7) nebo (4.24). Necht je dale stanoven dosta-
tecny pocet bodu A; = K(t;), j = 0,...,m, na teoretické kiivce K(¢) a stejny pocet bodu
B; = C(u;) na interpolac¢ni kiivce C(u) a necht pro hodnoty parametrt ¢; a u; plati

Potom je odchylka dﬁ»H teoretické a interpolacni kiivky

4" =|A;Bj|. (6.6)
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Odchylka d™ je délka tsecky A;Bj, kterad spojuje body teoretické a interpolacni kiivky
odpovidajici stejnému dilu parametru. O
Na obr. 6.4 vlevo je nakreslen princip stanoveni odchylky d'' teoretické kiivky (stejné jako

na obr. 6.1) a interpolac¢ni kiivky, vpravo jsou zobrazeny tyto odchylky podél obou kfivek.
Interpolacni kiivka C(u) byla opét ziskana stejnou interpola¢ni metodou jako na obr. 6.1.

C(u)

Obr. 6.4: Odchylka teoretické a interpolac¢ni kiivky

Abychom ziskali pfedstavu o pritbéhu odchylek podél kiivek, vypoéteme odchylky d'(t;),
resp. d'}(t;), resp. d'I(¢;) v dostateéné mnoha bodech j = 0,...,m, a vyneseme je do grafu. Na
vodorovnou osu vynasime hodnoty parametru t; teoretické kiivky K(¢) a na svislou osu odpo-
vidajici velikosti odchylek. Pokud je vhodné zvolena interpola¢ni metoda, je prtibéh odchylek
d'(t) jen velmi mélo odlidny od pritbéhu d'(t), resp. d"(¢). P¥iklad takovych grafii vidime na
obr. 6.5, kde jsou uvedeny pribehy vsSech t¥i typd odchylek podél kiivek z obr. 6.1, obr. 6.3
a obr. 6.4.
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6.1.2 Absolutni chyba interpolace
Pro porovnani riznych interpola¢nich metod pouzitych k interpolaci stejného defini¢niho poly-
gonu zavedeme absolutni chybu interpolace.

B Definice 6.4 — Absolutni chyba interpolace. Necht jsou vypoc¢teny odchylky d§- dle (6.1)
v dostatecné mnoha bodech A;, j = 0,...,m, resp. odchylky d? dle (6.3) v dostateéné mnoha



6. POROVNANI PRESNOSTI INTERPOLACNICH METOD 121

bodech Bj, j =0,...,m, resp. odchylky d?l dle (6.6) mezi dostate¢né mnoha body A; a Bj,

j=0,...,m. Potom je absolutni chyba interpolace D!, resp. D, resp. D' déna
D'= max (d}), (6.7)
7=0,....m
resp.
D" = max (dj), (6.8)
7=0,....,m
resp.
DM = max (d}"). (6.9)
7=0,....m
Absolutni chyba interpolace je tedy maximéalni hodnota vypoctené odchylky kiivek. O

Pro zajimavost uvedeme absolutni chyby interpolace pro k¥ivku C(u) z obr. 6.1, obr. 6.3
a obr. 6.4:
D' = 0.09615263770,
DM = 0.09614824748,
DM = 0.09651540802.

Je zfejmé, Ze absolutni chyby interpolace se v uvedeném pfikladu od sebe lisi pouze nepatrné.

6.1.3 Relativni chyba interpolace

Na zéakladé absolutni chyby interpolace jiz miizeme porovnéavat interpola¢ni metody pouzité
ke konstrukci interpolacni kiivky definované jedinym defini¢nim polygonem. Aby bylo moZné
porovnévat interpola¢ni metody obecné, budeme absolutni chybu interpolace vhodné normovat
a zavedeme tak veli¢inu, kterou oznacime jako relativni chybu interpolace.

B Definice 6.5 — Relativni chyba interpolace. Necht jsou vypocteny absolutni chyby in-
terpolace D! dle (6.7), resp. D™ dle (6.8), resp. D' dle (6.9). Necht déle

n
L=3 1Q1Qi (6.10)
i=1
je délka defini¢niho polygonu (Qi)?:o- Potom je relativni chyba interpolace &', resp. €'l, resp.
el dana
DI
el = — 100 %, (6.11)
resp.
DII
T — — 100 %, (6.12)
resp.
plI
1 — —— - 100 %. (6.13)
Relativni chyba interpolace je tedy absolutni chyba interpolace vyjadiena v procentech délky
defini¢niho polygonu. O

V nasem ptikladu z obr. 6.1, obr. 6.3 a obr. 6.4, ktery byl zvolen tak, aby odchylky kiivek
byly z diivodu nazornosti obrazku znacné, je relativni chyba interpolace nasledujici:
el = 2.021915126 %,
el = 2.021822808 %,
el = 2.029543526 %.
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6.2 Interpolace modelovych dat

Abychom mohli interpola¢ni metody uvedené v tab. 5.1 posoudit objektivné, budeme modelova
data simulovat defini¢nimi body lezicimi na rizné tvarovanych prostorovych teoretickych kiiv-
kéch. Prostorové kiivky byly zvoleny proto, abychom doséahli vétsi obecnosti ziskanych vysledki.
Konkrétné budeme uvazovat t¥i nasledujici prostorové teoretické kiivky:

e Kiivku bez singulédrnich bodt, kterou ozna¢ime K1 (¢):

K'(t) = (cos2t, sintcost, sin3t), t € [0,7]. (6.14)

e Kiivku s jednim singularnim bodem (uzlovym bodem), kterou oznacime K?2(t):

K?(t) = (cos 2t cost,sin 2t cos t,sint), t € [0, 7). (6.15)

e Kiivku s vice singuldrnimi body (jednim uzlovym bodem a jednim bodem vratu), kterou
oznacime K3(t):

K3(t) = (cos 3t cost?, — cos 2t sint?, cos? t), t € [0, 7). (6.16)

Vzhledem k tomu, Ze pfesnost interpolacni kiivky je zna¢nym zptisobem ovlivnéna hustotou
defini¢nich bodt, budou definiéni body vypocteny se tfemi riznymi hustotami danymi vzorko-
vacim krokem At;, i = 1,2, 3, parametru ¢:

Aty = %, Aty = 110, Ats = 1%'
Z duvodu stru¢nosti budeme dale terminem hustota defini¢nich bodi (popf. pouze hustota) At;,
i =1,2,3, rozumét soubor vSech defini¢nich bod, které byly vypocteny na teoretické kiivce pro
hodnoty parametru ¢ odpovidajici vzorkovacimu kroku At;, i = 1,2,3 dle (6.17).

Celkem budeme posuzovat piesnost 34 interpola¢nich metod, které oznacime poradovym
¢islem dle tab. 5.1. Pro kazdou teoretickou kiivku K!(¢), I = 1,2, 3, obdrzime tedy 34 interpo-
la¢nich kiivek, které oznadime Cfc(u) Dolni index k = 1,...,34 oznacuje interpola¢ni metodu
a horni index I = 1,2, 3 oznacuje teoretickou kfivku, ze které byly vypocteny defini¢ni body.

Protoze budeme pfednostné vyhodnocovat pouze odchylky d!, tj. odchylky interpolac¢ni
kiivky C!(u) od teoretické kiivky K!(¢), budeme nadéle vynechévat horni index I v oznadeni
odchylek i absolutni a relativni chyby interpolace. Souvislosti téchto vypoc¢tenych hodnot s po-
uzitou metodou a teoretickou kfivkou budeme oznacovat analogicky jako interpolacni kiivky:
odchylka krivek dfk, absolutni chyba interpolace Dé a relativni chyba interpolace 62.

Pro tcely komplexniho porovnani interpolacnich metod stanovime pro kazdou metodu veli-
¢inu, kterou oznacime jako chybu interpolacni metody Ey, k =1,...,34.

(6.17)

B Definice 6.6 — Chyba interpolaéni metody. Necht 521, resp. 822, resp. 823, [=1,2,3,
oznacuje relativni chyby interpolace k-té metody vypoctené pro hustotu defini¢nich bodu
Aty, resp. Atg, resp. Ats dle (6.17). Potom je chyba interpolacéni metody Ej dana

3 3 3
Ekzzgil—i—Z&tﬁQ—i—Zsis :ZZELZ,. (6.18)
1=1 =1 1 ‘

= 1=1 [=1

Chyba interpola¢ni metody je tedy soucet vSech dosazenych relativnich chyb interpolace této
metody pouzité k interpolaci defini¢nich bodt lezicich na vsSech tfech teoretickych kfivkach
se vSemi tfemi uvazovanymi hustotami defini¢nich bodi. O
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Pri posuzovani interpolacnich metod budeme postupovat nasledujicim zpisobem:

e Pro teoretickou kiivku K'(t), I = 1,2, 3, nejprve zobrazime jeji graf (v Mongeové promitani
doplnény vhodné orientovanym axonometrickym pramétem), abychom si mohli utvofit
spravnou predstavu o jejim tvaru.

o Uspésnost interpolaéni metody zavisi do zna¢né miry na rozmisténi defini¢nich bodii, proto
zobrazime graf teoretické kiivky (axonometricky primét doplnény pudorysem) véetné de-
finiénich bodu pro vSechny tii uvazované hustoty Atq, Ats a Ats.

e Pro skupiny interpola¢nich metod (v tab. 5.1 jsou od sebe oddéleny dvojitou ¢éarou) na-
kreslime do jednoho grafu teoretickou kiivku a interpolacni kiivky. Tim ziskdme vizualni
predstavu o vhodnosti zvolené interpola¢ni metody pro interpolaci konkrétnich dat. Tyto
grafy sestrojime pro vSechny t¥i uvazované hustoty defini¢nich bodda.

Jednotlivé kiivky v grafech odlisime barevné takto: teoretickd — svétle modra, prosta
B-spline — ¢ervend, prostda NURBS — modra; uzlova s krajnimi teénymi vektory stano-
venymi Lagrangeovou metodou — ¢ervena, uzlova s téznicovymi krajnimi teénymi vektory
— rizova, uzlova s nulovymi krajnimi te¢nymi vektory — zelend, uzlova s nulovymi krajnimi
vektory druhych derivaci — modra.

e Je-li interpola¢ni metoda velmi pfesnd, nelze rozdil mezi teoretickou a interpolac¢ni kiivkou
posoudit vizualné, proto vyneseme pro vSechny t¥i uvazované hustoty defini¢nich boda graf
velikosti odchylek di (t) podél teoretické kiivky.

Jednotlivé grafy velikosti odchylek dé(t) odlisime barevné takto: odchylky prosté interpo-
la¢ni kiivky s uniformnim vektorem parametrizace — ¢ervend, odchylky prosté interpolacni
kiivky s tétivovym vektorem parametrizace — modra, odchylky prosté interpolacni kfivky
s dostiedivym vektorem parametrizace — zelend; odchylky prosté interpolacni kiivky s vek-
torem parametrizace stanovenym univerzalni metodou a uniformnim uzlovym vektorem —
cervend, odchylky prosté interpolacni kiivky s vektorem parametrizace stanovenym uni-
verzalni metodou a tézistovym uzlovym vektorem — Cervend; odchylky uzlovych kiivek —
v barvé interpolacni kiivky.

e (iselné vyhodnotime absolutni chybu interpolace DZ a relativni chybu interpolace 52, pro
vSechny interpola¢ni metody z posuzované skupiny a porovname jejich Gspésnost pii in-
terpolaci konkrétnich dat.

e Provedeme komplexni porovnani tispésnosti vSech 34 interpolacnich metod pii interpolaci
defini¢nich bodi lezicich na vSech tfech teoretickych kfivkach se vSemi tfemi uvazovanymi
hustotami defini¢nich bodi.

6.2.1 Modelova data na kfivce bez singularnich bodu

Kiivka bez singularnich bodft K!(t) s vektorovou rovnici (6.14) mé velmi jednoduchy pritbéh
a v uvazovaném oboru parametrizace nevykazuje zadné prudké zmény tvaru, jak mtzeme sle-
dovat na obr. 6.6. Rozmisténi defini¢nich bodt pro uvazované hustoty At;, Aty a Ats je patrné
z obr. 6.7. Defini¢ni body jsou z divodu ¢itelnosti obrazku popsany pouze v piipadé nejnizsi
hustoty At;. Orientace defini¢nich bodu na teoretické kiivce pro hustoty Ato a Ats je shodna.

Prosté interpolaéni metody

Prubéh interpolac¢nich kiivek a jejich odchylek ze skupiny prosté interpolace s uniformnim uzlo-
vym vektorem je zndzornén na obr. 6.8. Uz z tvaru interpolac¢nich kiivek je vidét, ze zvySovani
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Obr. 6.7: Rozmisténi defini¢nich bodti na kiivee K*(t)
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hustoty definiénich bodt nemusi vzdy vést k lepsimu vysledku. Obzvlast citliva je metoda s téti-
vovym vektorem parametrizace, kterd v kombinaci s uniformnim uzlovym vektorem a nevhodnou
konfiguraci defini¢nich bod muze vést na singularni feseni soustavy (4.4), resp. (4.7). Vysledna
kfivka potom sice prochédzi defini¢nimi body, ale mezi nimi se prudce rozkmita. Na obr. 6.8 se
tato skutecnost jiz zacina projevovat.

Ciselné hodnoty absolutni a relativni chyby interpolace defini¢nich bodi leZicich na kiivce
K!(t) jsou uvedeny v tab. 6.1. Nejlepsi vysledky ze skupiny prosté interpolace s uniformnim
uzlovym vektorem vykazuje pro hustotu At; metoda 5 (B-spline, vektor parametrizace dostie-
divy), pro hustotu Aty a Ats metoda 1 (B-spline, vektor parametrizace uniformni). Metoda 3
(B-spline, vektor parametrizace tétivovy) a 4 (NURBS, vektor parametrizace tétivovy) se jevi
jako zcela nevhodnd pro vyssi hustoty defini¢nich bodi.

Tab. 6.1: Metody 1 az 6:
Absolutni a relativni chyba prosté interpolace definiénich bodi na teoretické kiivce K1 (t)

Hustota defini¢nich bodu

Aty =2 Aty =
Metoda D} ek (%) D} ex (%) D} ek (%)
1 7.87-1072| 1.033 |3.50-1073| 0.045 |2.83-10~*| 0.004
4.11-1072| 0.539 |8.77-1072| 1.122 |1.68-10"2| 0.211
5.19-1072| 0.681 |7.38-1072| 0.944 |2.86-10~!| 3.592
1.25-1071| 1.640 [1.17-1071| 1.494 |3.16-10"'| 3.964
2.93-1072| 0.384 |7.41-1072| 0.948 |4.89-1072| 0.614
7.55-1072| 0.990 | 9.86-1072| 1.262 |6.87-1072| 0.864
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Interpola¢ni metody 7 az 12 ze skupiny prosté interpolace s prumérovym uzlovym vektorem
dosahuji vesmés velmi dobrych vysledki, jak mizeme vizualné posoudit z prubéhi interpolacnich
kiivek a odchylek od teoretické kiivky K!(¢) na obr. 6.9.

Vsechny metody z této skupiny se také chovaji dle ocekavani — se zvysujici se hustotou
defini¢nich bodti poskytuji lepsi tvar interpolac¢ni kiivky. Ciselné jsou vysledky shrnuty v tab. 6.2.

Nejlepsich vysledku pro hustotu At; dosahuje metoda 9 (B-spline, vektor parametrizace
tétivovy) a pro hustotu Ate a Ats metoda 7 (B-spline, vektor parametrizace uniformni). Tato
metoda se zaroven jevi jako nejméné presnd pro hustotu At;. Pro hustotu Ats a Ats je nejméné
pfesna metoda 10 (NURBS, vektor parametrizace tétivovy).

Také v pripadé tézistového uzlového vektoru pro prosté interpolaéni metody 13 az 18 do-
stavame velmi dobré vysledky, v fadé pripadu lepsi nez u metod 7 az 12 s uzlovym vektorem
priamérovym. Priibéh interpola¢nich kiivek a odchylek od teoretické interpolacni kiivky K*(t)
je nakreslen na obr. 6.10, ¢iselné hodnoty jsou uvedeny v tab. 6.3.

Nejlépe si v této skupiné vede metoda 15 (B-spline, vektor parametrizace tétivovy) pii inter-
polaci defini¢nich bodu s hustotou At; a metoda 13 (B-spline, vektor parametrizace uniformni)
pri interpolaci defini¢nich bodu s hustotou Aty i Ats. Metoda 13 dosahuje zaroven nejhorsich
vysledk pro hustotu At; a metoda 16 (NURBS, vektor parametrizace tétivovy) pro hustotu
Aty a Atg.

Dalsi skupinu tvori metody 19 az 22, coz jsou prosté interpola¢ni metody, u kterych je vektor
parametrizace stanoven univerzélni metodou. Z pribéhti interpolacnich kfivek na obr. 6.11 je
ziejmé, ze zaddnad z téchto metod nevede na neocekdvané oscilace interpolac¢nich kfivek a zZe
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Obr. 6.9: Metody 7 az 12:
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Tab. 6.2: Metody 7 az 12:
Absolutni a relativni chyba prosté interpolace defini¢nich bodii na teoretické kiivce K1 (t)

Hustota defini¢nich bodu

Aty =2 Aty = T Aty =T

Metoda Di et (%) Di er (%) D} et (%)
7  19.07-1072| 1.190 |8.09-1073| 0.103 |5.56 - 10~*| 0.007
8 [5.88-1072| 0.771 |2.25-1072| 0.288 |1.26-1073| 0.016
9 2.43-1072| 0.319 [1.14-1071| 1.462 |1.44-1072| 0.181
10 [4.91-1072] 0.644 [1.21-107'| 1.549 |1.53-1072| 0.193
11 |4.86-1072| 0.637 |5.33-1072| 0.683 |3.88-1073| 0.049
12 [3.17-1072| 0.415 [6.33-1072| 0.810 |[4.19-1073| 0.053

Tab. 6.3: Metody 13 az 18:
Absolutni a relativni chyba prosté interpolace definiénich bodfi na teoretické kiivee K1 (t)

Hustota defini¢nich bodu

Aty =2 Aty =T Aty =T

Metoda D} ek (%) Di ex (%) D} er (%)
13 [9.51-1072| 1.247 [1.15-1072| 0.147 |6.66-10~*| 0.008
14 [7.61-1072| 0.998 |2.07-1072| 0.265 |1.49-1073| 0.019
15 |2.76-1072| 0.363 [1.11-107'| 1.418 |1.28-1072| 0.161
16 |3.19-1072| 0.418 [1.16-107'| 1.482 |1.35-1072]| 0.169
17 [5.80-1072| 0.761 |5.31-10"2| 0.679 |3.09-1073| 0.039
18 [4.13-1072| 0.542 |5.92-1072| 0.758 |3.20-1073 | 0.040

pro vSechny hustoty definicnich bodt dostavame velmi dobry tvar vysledné kiivky. Co se tyce
velikosti odchylek a absolutni a relativni chyby interpolace, vykazuji metody 19 az 22 zatim
nejlepsi vysledky, které jsou ciselné shrnuty v tab. 6.4.

bodii lezicich na kiivce K!(t) s hustotou At; i s hustotou Aty. Pro hustotu Atz dosahuje nejlep-
sich vysledkti metoda 20 (NURBS, uzlovy vektor uniformni). Nejméné presnou metodou z této
skupiny je metoda 22 (NURBS, uzlovy vektor tézistovy) pro vSechny tii hustoty defini¢nich
bodd.

Skupina prostych interpola¢nich metod s vektorem parametrizace konstruovanym univerzalni
metodou poskytuje velmi spolehlivy nastroj pro konstrukci interpolacnich kfivek, coz se nedalo
jednoznacné prohlésit o metodéach ze skupin predchézejicich.

Pokud si pozorné prohlédneme priibéhy odchylek prostych interpolac¢nich kiivek na obr. 6.8
az obr. 6.11, mizeme si povSimnout jesté jedné skutec¢nosti — vSechny metody vykazuji nejvetsi
odchylku vzdy ve velmi blizkém okoli krajnich bodu. Z tohoto déivodu bude velmi zajimavé srov-
nani pribeéhu odchylek u uzlovych interpola¢nich metod, kde by se mél projevit vliv okrajovych
podminek na pribéh odchylek v okoli krajnich bodii.



6. POROVNANT PRESNOSTI INTERPOLACNICH METOD

130

Aty ==

1.

U uniformni

ooma

omz2

om

oooed |t

0 006

0.004

0.002

Aty = &

. 14
§ \

o

Ry

"\

0.014

0.0121

ooily

00084

| opo3

Obr. 6.11: Metody 19 az 22:
Prosté interpolaéni kiivky a pritbéh odchylek od teoretické kiivky K (t)
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Skupiny uzlovych interpola¢nich metod jsou rozdéleny podle konstrukce vektoru parametrizace.
Prvni skupinu s uniformnim vektorem parametrizace tvori metody 23 az 26, jejichz interpolacni
kiivky a pribéhy odchylek jsou znazornény na obr. 6.12. Je zfejmé, ze vSechny ¢tyfi zptsoby
stanoveni okrajovych podminek vedou k pfijatelnému tvaru interpolacnich kfivek pro vsechny
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Tab. 6.4: Metody 19 az 22:
Absolutni a relativni chyba prosté interpolace defini¢nich bodii na teoretické kiivce K1 (t)

Hustota defini¢nich bodu
Aty =2 Aty = Aty =T
Metoda Di et (%) Di er (%) D} et (%)
19 [243-1072| 0.319 |8.57-1073| 0.110 |2.75-1073| 0.035
20 [2.98-1072] 0.391 [9.99-1073| 0.128 [2.40-1073| 0.030
21 [3.62-1072| 0.475 |1.16-1072| 0.148 [4.13-1073| 0.052
22 |4.46-1072| 0.585 | 1.31-1072| 0.168 |4.55- 1073 | 0.057

glx

hustoty defini¢nich bodt, a Ze tedy dostédvame dalsi spolehlivy nastroj pro konstrukci interpo-
la¢nich krivek.

7 ¢iselnych udajt, které jsou uvedeny v tab. 6.5, je vidét, ze nejlepsich vysledkti dosahuje
metoda 24 (krajni teéné vektory téznicové) pro hustotu At; a Aty definiénich bodu lezicich
na kiivce K!(¢) a pro hustotu Atz metoda 23 (krajni te¢né vektory Lagrangeovy). Nejhorsich
vysledkt dosahuje metoda 25 (krajni te¢né vektory nulové) pro vSechny tfi hustoty defini¢nich
bodi. Co se tyce prubéhu odchylek, lze opét Fici, Zze metody 23 az 26 vykazuji nejvétsi od-
chylky v okoli krajnich bodt. Se zvysujici se vzdalenosti od krajnich bodd velmi prudce klesa
hodnota lokalni chyby interpolace (maximalni hodnota odchylky mezi dvéma definiénimi body).
Nejvyraznéjsi pokles (téméf o dva fady) miizeme zaznamenat pro hustotu Atz u metod 25 a 26.

Ve stfedni ¢asti intervalu parametru ¢ si lze povSimnout velmi podobného pribéhu odchylek
vSech interpola¢nich metod. Tato skutecnost je dana poklesem vlivu okrajovych podminek na
tvar interpolac¢ni kiivky se vzrustajici vzdalenosti od krajnich bodi.

Tab. 6.5: Metody 23 az 26:
Absolutni a relativni chyba uzlové interpolace defini¢nich bodii na teoretické kiivce K (t)

Hustota defini¢nich bodu
Aty = Aty = 75 Aty = 7
Metoda D} et (%) D} ex (%) D} er (%)
23 [3.79-1072| 0.497 |1.04-1073| 0.132 [1.26-103| 0.016
24 |2.21-107%2| 0.290 |6.31-1073| 0.081 |2.89-1072| 0.036
25 |1.04-1071| 1.362 |3.76 - 1072 | 0.482 |9.61-1073]| 0.121
26 [6.49-1072| 0.852 |2.03-1072| 0.260 |6.05-103| 0.076

Také druhé skupina uzlovych interpolac¢nich metod 27 az 30, u kterych je vektor paramet-
rizace stanoven tétivovou metodou, vykazuje velmi dobré vysledky. Tvar interpolacnich kiivek
a pribéhy odchylek jsou zobrazeny na obr. 6.13, ¢iselné udaje jsou shrnuty v tab. 6.6. Z pri-
béhi odchylek na obr. 6.13 je zfejmé, ze zdaleka ne vSechny metody vykazuji nejvyssi odchylky
v okoli krajnich bodid defini¢niho polygonu. Vliv okrajovych podminek je tedy v kombinaci
s tétivovym vektorem parametrizace mnohem priznivéjsi, nez tomu bylo v pfipadé uniformniho
vektoru parametrizace.
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Obr. 6.12: Metody 23 az 26:

Tab. 6.6: Metody 27 az 30:
Absolutni a relativni chyba uzlové interpolace definiénich bod na teoretické kiivce K*(t)

Hustota definiénich bodu
Aty =17 Aty = % Aty =X
Metoda D} er (%) Di exr (%) D} ex (%)
27 [5.80-1072| 0.761 [6.48-1072| 0.829 |7.52-1073| 0.095
28 [5.18-1072| 0.679 [5.07-1072| 0.649 |7.52-1073| 0.095
29 [1.29-107'| 1.685 [3.28-1072| 0.419 |1.08-10"2| 0.136
30 [9.55-1072| 1.252 [5.28-1072| 0.676 |7.52-1073| 0.095

Pro hustotu At; defini¢nich bodi lezicich na teoretické kiivce K'(t) je nejlepsi metoda 28
(krajni teéné vektory téznicové), pro hustotu Aty metoda 29 (krajni te¢né vektory nulové) a pro
hustotu Ats metody 27 (krajni te¢né vektory Lagrangeovy), 28 (krajni teéné vektory téznicové)
i 30 (krajni vektory druhych derivaci nulové). Tyto tfi metody dosahuji pro nejvyssi hustotu
defini¢nich bodt stejnych hodnot chyb interpolace, a tudiz i stejnych hodnot presnosti interpo-
lace. Ve skutecnosti se od sebe dosazené hodnoty nepatrné lisi, ale diky pouzitému zaokrouhleni
vysledkt neni tento rozdil patrny. Divod je ziejmy — k maximélni odchylce dochéazi v okoli
t = 3, tedy ve stfedni ¢asti oboru parametrizace, kde se vliv okrajovych podminek projevuje
velmi malo. Nejméné presnd je metoda 29 (krajni te¢né vektory nulové) pro hustotu Aty a Ats.

Pro hustotu Ats je nejméné piesnd metoda 27 (krajni teéné vektory Lagrangeovy).
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Obr. 6.13: Metody 27 az 30:
Uzlové interpolaéni kfivky a priibéh odchylek od teoretické kiivky K*(t)

Posledni skupina uzlovych interpola¢nich kiivek (metody 31 az 34), tj. s dostfedivym vekto-
rem parametrizace, je zobrazena na obr. 6.14 spole¢né s prubéhem odchylek od teoretické kiivky
K!(t). Ciselné hodnoty, které jsou shrnuty v tab. 6.7, jsou ve viech pf¥ipadech nizsi nez hodnoty
uzlovych interpolacnich metod s tétivovym vektorem parametrizace. Nejlépe si vede metoda 32
(krajni te¢né vektory téZnicové) pro hustotu defini¢nich bodia Aty, metoda 33 (krajni teéné vek-
tory nulové) pro hustotu Ats a metoda 31 (krajni te¢né vektory Lagrangeovy) pro hustotu Ats.
Nejhorsimi metodami jsou 33 (krajni te¢né vektory nulové) pro hustotu At; a At a metoda 31
(krajni teéné vektory Lagrangeovy) pro hustotu Ats.

Tab. 6.7: Metody 31 az 34:
Absolutni a relativni chyba uzlové interpolace defini¢nich bodt na teoretické kiivce K (t)

Hustota defini¢nich bodt
Aty =% Aty = L Atz = &
Metoda Di ek (%) Di ex (%) Di ex (%)
31 |4.18-1072| 0.549 [3.80-1072| 0.487 [2.50-1072| 0.031
32 |3.50-1072| 0.458 [2.81-1072| 0.359 [2.78-1072| 0.035
33 |1.17-107'| 1.532 [1.67-1072| 0.213 [9.42-1072| 0.118
34 |8.05-1072| 1.055 [3.05-1072| 0.390 [5.80-1073| 0.073
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Obr. 6.14: Metody 31 az 34:
Uzlové interpolaéni kiivky a pritbéh odchylek od teoretické kiivky K*(t)
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V tab. 6.8 jsou uvedeny absolutni a chyby a pfesnosti vSech interpolacnich metod 1 az 34 pri
interpolaci defini¢nich bodi lezicich na kiivce K!(¢) pro véechny uvazované hustoty defini¢nich
bodti. Metody jsou uspordadény podle dosazené presnosti interpolace od nejpiesnéjsich az po ty
nejméné presné. Pro lepsi orientaci jsou jednotliva pasma presnosti interpolace barevné odlisena.

Pro hustotu defini¢nich bodi At; je nejpfesnéjsi metoda 24 (uzlova interpolace, vektor
parametrizace uniformni, krajni teéné vektory téznicové), pro hustotu Aty a Ats metoda 1
(B-spline, prosté interpolace, uzlovy vektor uniformni, vektor parametrizace uniformni).

Nejméné presnd je pro hustotu At; metoda 29 (uzlovd interpolace, vektor parametrizace
tétivovy, krajni tené vektory nulové), pro hustotu Aty metoda 10 (NURBS, prosté interpolace,
uzlovy vektor primérovy, vektor parametrizace tétivovy) a pro hustotu Ats metoda 4 (NURBS,
prosta interpolace, uzlovy vektor uniformni, vektor parametrizace tétivovy).
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Tab. 6.8: Uspésnost interpola¢nich metod
pii interpolaci defini¢nich bodi na teoretické kiivce K*(t)
Hustota defini¢nich bodu
Aty =7 Aty = 7 Aty = 7

Metoda D} er (%) | Metoda D} et (%) | Metoda D} er (%)
24 2.21-1072 | 0.290 1 3.50-1073 | 0.045 1 2.83-107* | 0.004
19 | 2.43-1072 | 0.319 24 | 6.31-1072 | 0.081 7 5.56-10~% | 0.007
9 2.43-.1072 | 0.319 7 8.09-1073 | 0.103 13 | 6.66-10~* | 0.008
15 2.76-1072 | 0.363 19 8.57-1073 | 0.110 8 1.26-1072 | 0.016
5 2.93-1072 | 0.384 | 20 | 9.99-1072 | 0.128 23 1.26-1072 | 0.016
20 2.98-1072 | 0.391 23 1.04-1072 | 0.132 14 1.49-1073 | 0.019
12 | 3.17-1072 | 0.415 13 | 1.15-1072 | 0.147 | 20 | 2.40-1073 | 0.030
16 3.19-1072 | 0.418 21 1.16-1072 | 0.148 31 2.50-1073 | 0.031
32 3.50-1072 | 0.458 22 1.31-1072 | 0.168 19 2.75-1073 | 0.035
21 3.62-1072 | 0.475 33 1.67-1072 | 0.213 32 | 2.78-1072 | 0.035
23 | 3.79-1072 | 0497 | 26 | 2.03-1072 | 0.260 24 | 2.89-1072 | 0.036
2 4.11-1072 | 0.539 14 | 2.07-1072 | 0.265 17 | 3.09-1073 | 0.039
18 4.13-1072 | 0.542 8 2.25-1072 | 0.288 18 3.20-1073 | 0.040
31 4.18-1072 | 0.549 32 2.81-1072 | 0.359 11 3.88-1073 | 0.049
22 4.46-1072 | 0.585 34 3.05-1072 | 0.390 21 4.13-1073 | 0.052
11 4.86-1072 | 0.637 29 3.28-1072 | 0.419 12 4.19-1073 | 0.053
10 [ 491-1072 | 0644 | 25 | 3.76-1072 | 0.482 22 | 4.55-1072 | 0.057
28 | 518-1072 | 0.679 | 31 | 3.80-1072| 0487 | 34 |580-1073 | 0.073
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6.2.2 Modelova data na kfivce s jednim singularnim bodem

vvvvvv

tvar, ktery je patrny z obr. 6.15. Rozmisténi defini¢nich bodd pro hustoty At;, Aty a Ats je
ziejmé z obr. 6.16. Orientace defini¢nich bodt na kiivce K2(¢) je shodna pro viechny tii hustoty,
na obrazku je vyznacena pouze pro hustotu At;.

X7 ‘II T 1 T X3 V3 'f

F
"

Obr. 6.16: Rozmisténi definiénich bodt na kiivee K2 (t)
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Prosté interpolaéni metody

Prosté interpolacni kiivky konstruované metodami 1 az 6, tj. metody s uniformnim uzlovym
vektorem jsou nakresleny na obr. 6.17. Opét se potvrzuje, ze prostéd interpolace s uniformnim
uzlovym vektorem a tétivovym vektorem parametrizace je velmi nespolehlivd metoda. Pro
vSechny hustoty defini¢nich bodu je tvar kiivek mezi zadanymi definiénimi body naprosto nepri-
jatelny. Pro nejvyssi hustotu dostavame singularni feseni, kdy interpola¢ni k¥ivka — kromé své
stiedni ¢asti — osciluje mezi defini¢nimi body.!).

Interpolac¢ni kiivky s vektorem parametrizace konstruovanym dostiedivou metodou sice ne-
vykazuji tak velké prekmity jako kiivky s tétivovym vektorem parametrizace, nicméné jejich
tvary jsou prakticky nepouzitelné. Na obr. 6.17 je nakreslen pribéh odchylek podél teoretické
kiivky K2(t) pouze u téch interpola¢nich kiivek, u kterych je relativni chyba interpolace mensi
nez 10 %, a stejné pravidlo je uplatnéno i v tab. 6.9, kde jsou uvedeny ¢iselné hodnoty této
skupiny ktivek.

Z grafickych i Ciselnych vysledkt je tedy ziejmé, Ze pro defini¢ni body lezici na teoretické
kiivce K2(t) 1ze z prostych interpola¢nich metod s uniformnim uzlovym vektorem pouzit pouze
metody, jejichz vektor parametrizace je taktéz uniformni. Metoda 2 (NURBS) se lépe hodi pro
hustotu At;, metoda 1 (B-spline) vykazuje nejlepsi vysledky pro hustotu Aty a pro hustotu
Atz dosahuje metoda 1 dokonce vynikajicich vysledki. Tétivova i dostFedivd metoda stanoveni
vektoru parametrizace generuji krivky nepfijatelného tvaru.

Tab. 6.9: Metody 1 az 6:
Absolutni a relativni chyba prosté interpolace defini¢nich bodii na teoretické kiivce K?(t)

Hustota defini¢nich bodu
Aty = § Aty = & Ats = X
Metoda D? ez (%) D3 e2 (%) D? ez (%)
1 1.01-1071| 2.085 [4.77-1073| 0.093 | 1.64-10=*| 0.007
4.38-1072| 0.905 |1.71-1072| 0.335 |5.42-1073| 0.229

2.44-1071| 5.049 |1.67-10"2]| 3.272 - -
1.73-1071| 3.585 [2.24-1072| 4.374 — —

S Ot W

Interpolac¢ni kiivky konstruované metodami s primérovym uzlovym vektorem, tj. metodami
7 az 12, jsou (az na vyjimku tétivového vektoru parametrizace u defini¢nich bodu s hustotou Aty )
velmi dobfe tvarovany. Tato skute¢nost je patrnd z prubéhi interpolac¢nich kiivek zobrazenych
na obr. 6.18.

Z ¢iselnych vysledkt uvedenych v tab. 6.10 je zfejmé, Ze nejpiesnéjsi je metoda 8 (NURBS,
vektor parametrizace uniformni) pro hustotu At¢; a Ate, metoda 9 (B-spline, vektor parame-
trizace tétivovy) potom pro hustotu Ats. Metoda 9 je zdroven nejméné presnou metodou pro
hustotu At;. Pro hustotu Ats dosahuje nejhorsich vysledki metoda 10 (NURBS, vektor parame-
trizace tétivovy) a pro hustotu Ats je to metoda 7 (B-spline, vektor parametrizace uniformni).

) Prekmity interpolacnich kiivek, které zasahuji do nezobrazované ¢asti prostoru, jsou v obrazcich oriznuty.
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Obr. 6.17: Metody 1 az 6:
Prosté interpolaéni kiivky a priibéh odchylek od teoretické kiivky K?2(t)
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Obr. 6.18: Metody 7 az 12:
Prosté interpolacni kiivky a pritbéh odchylek od teoretické kiivky K?2(t)
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Tab. 6.10: Metody 7 az 12:
Absolutni a relativni chyba prosté interpolace defini¢nich bodii na teoretické kiivce K2 (t)

Hustota defini¢nich bodu

Aty =% Aty = Aty =T

Metoda D? e2 (%) D? e2 (%) D? e2 (%)
7 14.97-1072| 1.027 |9.18-1073| 0.180 |1.01-1073| 0.043
8 |245-1072| 0.507 |6.57-1073| 0.129 {9.01-107*| 0.038
9 1.62-107'| 3.344 |8.82-1073| 0.173 [ 6.61-10"%| 0.028
10 [9.63-1072| 1.989 [1.04-1072| 0.204 |7.41-10"*| 0.031
11 [8.87-1072| 1.833 |8.71-1072| 0.170 |8.42-10~*| 0.036
12 [4.52-1072| 0.933 [6.92-1072| 0.135 |8.08-10"%| 0.034

glx

Vv e

Interpolac¢ni kiivky konstruované metodami ze skupiny 13 az 18 s tézistovym uzlovym vek-
torem jsou zobrazeny na obr. 6.19. Tentokrat se nezddouci oscilace objevuji na kfivkach s uni-
formnim vektorem parametrizace pri vyssich hustotach defini¢nich bodd. K oscilacim dochazi
v okoli t = 7, kde uniformni vektor parametrizace nevhodné interpretuje rozlozeni defini¢nich
bodt. Naopak, metody s tétivovym a dostredivym vektorem parametrizace dosahuji vynikajicich
vysledkt. Grafy odchylek na obr. 6.19 a ¢iselné hodnoty v tab. 6.11 opét obsahuji pouze vysledky
téch metod, jejichZ relativni chyba interpolace je mensi nez 10 %. Nejlepsi v této kategorii je
pro hustotu defini¢nich bodt At; pfekvapivé metoda 14 (NURBS, vektor parametrizace uni-
formni), ktera je pro vyssi hustoty nepouzitelna. Pro hustotu Ats dosahuje nejpfesnéjsich hodnot
metoda 16 (NURBS, vektor parametrizace tétivovy) a pro hustotu Ats metoda 15 (B-spline,
vektor parametrizace tétivovy).

Tab. 6.11: Metody 13 az 18:
Absolutni a relativni chyba prosté interpolace defini¢nich bodii na teoretické kiivce K2 (t)

Hustota defini¢nich bodu

At = Aty = 75 Aty = 7

Metoda D3 e2 (%) D3 ez (%) D? e2 (%)
13 |4.60-1072| 0.949 —~ - —~ -~
14 [3.44-1072]| 0.710 - — - -
15 [1.57-107'| 3.244 [1.20-1072| 0.235 [8.30-10"*| 0.035
16 [9.17-1072| 1.895 |5.78-1072| 0.113 |1.10-1073| 0.047
17 [8.25-1072| 1.705 [6.67-1072| 1.305 [8.96-10"*| 0.038
18 |3.83-1072| 0.791 [2.62-1072| 0.513 | 1.98-1072| 0.837

Tak jako pii interpolaci defini¢nich bodi lezicich na teoretické kiivce K!(t), poskytuji i zde
prosté interpola¢ni metody s vektorem parametrizace stanovenym univerzalni metodou velmi
dobré a spolehlivé vysledky. Jedné se o metody 19 az 22, jejichz interpolac¢ni kiivky a pribéhy
odchylek jsou zobrazeny na obr. 6.20, ¢iselné vysledky jsou uvedeny v tab. 6.12.
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Obr. 6.19: Metody 13 az 18:
Prosté interpola¢ni kiivky a priibéh odchylek od teoretické kiivky K?(t)
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Nejvyssi presnosti dosahuje metoda 22 (NURBS, uzlovy vektor tézistovy) pro hustotu defi-
ni¢nich bod Aty, metoda 21 (B-spline, uzlovy vektor tézistovy) pro Ats a metoda 19 (B-spline,
uzlovy vektor uniformni) pro Ats.

Metoda 19 (B-spline, uzlovy vektor uniformni) je zaroven nejhorsi pro At;, metoda 20
(NURBS, uzlovy vektor uniformni) pro hustotu Aty a metoda 21 (B-spline, uzlovy vektor tézis-

tovy) pro Ats.
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Prosté interpola¢ni kiivky a pritbéh odchylek od teoretické kiivky K?2(t)
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Obr. 6.20: Metody 19 az 22:
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Tab. 6.12: Metody 19 az 22:
Absolutni a relativni chyba prosté interpolace defini¢nich bodii na teoretické kiivce K2 (t)

Hustota defini¢nich bodu
Aty =% Aty = Aty =T
Metoda D? e2 (%) D? e2 (%) D? e2 (%)
19 [5.56-1072| 1.148 [1.35-1072| 0.265 |3.69-1073 | 0.156
20 [4.66-1072] 0.962 [1.58-1072| 0.310 [3.99-1073| 0.169
21 [4.35-1072] 0.899 |9.38-1073| 0.183 [4.57-1073| 0.193
22 |3.91-1072| 0.808 |1.23-1072| 0.241 |4.38-1072| 0.185

glx

Uzlové interpola¢ni metody

Také vSechny uzlové interpola¢ni metody 23 az 34 predstavuji spolehlivy nastroj, nebot tvary
kfivek jsou na prvni pohled pfijatelné a ¢iselné hodnoty vysledkd velmi vyrovnané ve vsech tfech
skupinéch rozdélenych podle konstrukce vektoru parametrizace.

Na obr. 6.21 jsou nakresleny pribéhy interpolac¢nich ktivek a jejich odchylek od teoretické
kiivky K2 (¢) ziskané interpola¢nimi metodami 23 a7 26 s uniformnim vektorem parametrizace.
Jejich ciselné vysledky jsou shrnuty v tab. 6.13. Obr. 6.22 a tab. 6.14 pfinaseji grafické a ¢iselné
vysledky metod 27 az 30 s tétivovym vektorem parametrizace a na obr. 6.23 a v tab. 6.15 se
mizeme seznamit s vysledky metod 31 az 34 s dostredivym vektorem parametrizace.

Tab. 6.13: Metody 23 az 26:
Absolutni a relativni chyba uzlové interpolace defini¢nich bodii na teoretické kiivce K?(t)

Hustota defini¢nich bodu
Aty =2 Aty =T Aty =T
Metoda D? e2 (%) D3 e2 (%) D? e2 (%)
23 |7.12-107%| 1.470 [1.28-1072| 0.250 |1.82-1073| 0.077
24 |7.17-107%| 1.481 |1.85-1072| 0.363 |4.77-1073| 0.202
25 [1.04-107'| 2.152 [3.58-1072| 0.701 |[1.09-10~2| 0.461
26 [8.37-1072| 1.729 |2.61-1072| 0.510 [7.63-1073| 0.323

Nejpiesnéjsi metodou pro vSechny tti zptisoby konstrukce vektoru parametrizace a pro vsechny
t¥i uvazované hustoty defini¢nich bodt je metoda s krajnimi te¢nymi vektory urcéenymi na za-
kladé Lagrangeovy interpolace. Je to tedy metoda 23 (vektor parametrizace uniformni), metoda
27 (vektor parametrizace tétivovy) a metoda 31 (vektor parametrizace dostfedivy). Doposud
jsme se s takto jednoznac¢né vyrovnanymi vysledky metody v porovnani s ostatnimi interpolac-
nimi metodami nesetkali.

Nejméné presnou metodou, a to opét pro vSechny zpusoby konstrukce vektoru parametrizace
i pro vSechny hustoty defini¢nich bodu, je metoda s krajnimi teénymi vektory nulovymi. Pro
vektor parametrizace uniformni se jedna o metodu 25, pro tétivovy o metodu 29 a pro dostredivy
vektor parametrizace je to metoda 33.
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Obr. 6.21: Metody 23 az 26:
Uzlové interpolac¢ni kiivky a priibéh odchylek od teoretické kiivky K2 (t)
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Obr. 6.22: Metody 27 az 30:
Uzlové interpola¢ni kiivky a pritbéh odchylek od teoretické kiivky K2 (t)
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Tab. 6.14: Metody 27 az 30:
Absolutni a relativni chyba uzlové interpolace defini¢nich bodii na teoretické kiivce K?(t)

Hustota defini¢nich bodu
Aty =2 Aty = T Aty =T
Metoda D? e2 (%) D? e2 (%) D? e2 (%)
27 [5.07-1072| 1.049 [9.99-1073| 0.195 |1.64-1073| 0.069
28 |5.57-1072| 1.151 |1.75-1072| 0.342 | 4.68-1073| 0.198
29 [7.84-107?| 1.619 |3.41-1072| 0.667 |1.07-10"2| 0.454
30 |5.09-1072| 1.051 [2.37-1072| 0.465 |7.43-1073| 0.314

Aty =1

00859
.01
2 0.08
d31 (t) 003
0.008
) - 0025 i \
|
d32 (t) 002 / \ ‘ | 0.006
5 0041 el il
(]g;;(/) ! || i ' || 0.004 1
oo\ Ifﬁ'l
0.021 i
0.0024
& (1) o] |
N AVA _ “V N A
o 05 i 15 3 25 3 i s T 3 3 7E 3 a o5 1 15 F] 25 3

Obr. 6.23: Metody 31 az 34:
Uzlové interpolaéni kiivky a pritbéh odchylek od teoretické kiivky K2 (t)

Tab. 6.16 ptinasi informace o tspésnosti vSech interpola¢nich metod 1 az 34 pfi interpolaci
defini¢nich bodt leZicich na teoretické kiivce K2(t). Nejpiesnéjsi metodou pro interpolaci defi-
ni¢nich bodt s hustotou At; je metoda 8 (NURBS, prosté interpolace, uzlovy vektor priamérovy,
vektor parametrizace uniformni) a pro hustotu defini¢nich bodu Aty a Ats metoda 1 (B-spline,
prosta interpolace, uzlovy vektor uniformni, vektor parametrizace uniformni). Je zajimavé, ze
tato metoda byla nejpfesnéjsi pro stejné hustoty i pfi interpolaci defini¢nich bodt lezicich na
teoretické kiivce K!(t), viz tab. 6.8.
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Tab. 6.15: Metody 31 az 34:

Absolutni a relativni chyba uzlové interpolace defini¢nich bodii na teoretické kiivce K?(t)

Hustota defini¢nich bodu
Aty =2 Aty = T Aty =T
Metoda D? e2 (%) D? e2 (%) D? e2 (%)
31 |5.84-1072| 1.207 |1.12-1072| 0.219 |1.71-1073| 0.072
32 |6.42-1072| 1.327 |1.80-1072| 0.353 | 4.72-1073| 0.200
33 19.23-107%| 1.906 |3.50-1072| 0.684 |1.08-1072| 0.458
34 [6.86-1072| 1.418 |2.49-1072| 0.487 |7.53-1073| 0.318

Jako zcela nepouzitelné se ukazaly metody prosté interpolace s uniformnim uzlovym vekto-
rem a tétivovym vektorem parametrizace 3 (B-spline) a 4 (NURBS). Za nespolehlivé mtzeme
povazovat i metody prosté interpolace s tézistovym uzlovym vektorem a uniformnim vektorem
parametrizace 13 (B-spline) a 14 (NURBS). Rizikové mtizeme oznacit i metody prosté interpo-
lace s uniformnim uzlovym vektorem a dostfedivym vektorem parametrizace 5 (B-spline) a 6

(NURBS).
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Tab. 6.16: Uspésnost interpola¢nich metod
pii interpolaci defini¢nich bodi na teoretické kiivce K2(t)
Hustota defini¢nich bodu
At =T Aty = & Aty = &

Metoda D} 2 (%) | Metoda Dz 2 (%) | Metoda D? e (%)
8 2.45-1072 | 0.507 1 4.77-1073 | 0.093 1 1.64-10* | 0.007
14 |344-102 | 0710 | 16 |5.78-107% | 0.113 9 6.61-10~* | 0.028
18 | 3.83:102 | 0.791 8 6.57-1073 | 0.129 | 10 | 7.41-107* | 0.031
22 |[3.91.10°2 |[0%8081| 12 |692-1073 | 0.135 | 12 | 8.08-10~% | 0.034
21 |[435.10°2 |[0%8991| 11 |871-1073 | 0170 | 15 | 830-10~4 | 0.035
21 (/435102 |[0%991| o9 |882-1073 | 0173 | 11 | 842-1074 | 0.035
12 |[452°10°2 (09331 7 | 9.18-1073 | 0180 | 17 | 8.96-10~% | 0.038
13 |[460-10°2 09491 | 21 | 933103 | 0183 | 8 | 9.01-107 | 0.038
20 |/4.66-10°2 0962 | 27 |9.99-1073 | 0.195 | 7 | 1.01-1073 | 0.043
7 |[OTN0T2 0Z@| 10 | 1.04-1072 | 0204 | 16 | 1.10-1073 | 0.047
27 |[GOTNI02 OE | 31 | 1121072 | 0219 | 27 | 1.64-1073 | 0.069
30 |[D00NI0"2 OBl 15 | 120-10°%2 | 0235 | 31 | 1.71-1073 | 0.072
19 |[DB0NI0T2 S| 22 | 1231072 | 0241 | 23 | 1.82-1073 | 0.077
28 |[BBTNI0 2 Bl | 23 | 12810720250 | 19 | 3.69-1073 | 0.156
31 |BSANI0T B0 19 | 135-1072|0265| 20 | 3.99 103 | 0.169
32 |JGMBNI0T BE@E| 20 | 1581020310 | 22 | 4381073 | 0.185
34 ||GISGRN0T PMER] 2 | 171-102 0335 | 21 | 457-1073 | 0.193
23 |[I2NI02 0| 28 | 1751072 | 0342 | 28 | 4.68-1073 | 0.198
24 |00 WSW | 32 | 18010720353 | 32 | 4.72-1073 | 0.200
20 |[S0NI0"2 619l | 24 | 1851020363 | 24 | 477-107° | 0.202
17 | [S25NI0°2 OBl | 30 | 2371072 | 0465 | 2 | 5.42-1073 | 0.229
26 |[SB00I0 2 @8 | 34 | 2491072 | 0487 | 30 | 7.43-1073 | 0.314
11 |[SS7N0°2 88| 26 | 261102 | 0510 | 34 | 7.53-1073 | 0.318
16 | [ON7NI0"2 E9El| 18 | 2621072 | 0513 | 26 | 7.63-1073 | 0.323
33 | [023NN0"2 MO0 20 | 3.41.10°2 |[00667 | 29 | 1.07-1072 | 0.454
10 |[06301072 083 | 33 350102 |[0.684 | 33 | 1.08-10°2 | 0.458
1 |[0INI0SY PWssl| 25 | 358-10°2 0701 | 25 | 1.09-1072 | 0.461
25 |[HOANIOTY BEBE| 17 | 667-102 |[1305 | 18 | 1.98-10°2 |[0:837
15 |G B - | IOOS EEE  s - -
9 162-1070 | 3344 2241070 | 4374 - -
¢ |NGNIORY BSSE | 13 - - 18 - -
5 | BHINORY | Bom | 14 - -] 14 - -
4 - - 3 - 3 - -
3 - - 4 - - 4 - -

e2<02%

02%<el<04%
0.6 % <ep <0.8% mwwm 0.8 %<e; <1.0%

e2>1,0%

0.4 % <el<06%
> 1,0%
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6.2.3 Modelova data na kfivce s vice singularnimi body

Pribéh kiivky K3(t) dle (6.16), ktery je zobrazen na obr. 6.24, je jiz velmi slozity. Kiivka
obsahuje uzlovy bod a bod vratu. Zcela zasadni roli zde hraje volba vhodné polohy defini¢nich
bodt, které by mély s dostateénou hustotou vystihnout tvar kiivky. Nelze ocekavat tispésnou
interpolaci, pokud nejsou korektné stanovena vstupni data. Pfi volbé polohy defini¢nich bodu
lezicich na teoretické kiivee K3(t) je ziejmé, Ze zejména v bodé vratu musi lezet definiéni bod
a rovnéz okoli bodu vratu by mélo byt polohou defini¢nich bodu dostateéné urcéeno.
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Obr. 6.24: Pribéh kiivky K3(t)
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Obr. 6.25: Rozmisténi defini¢nich bodi na kiivee K3(t)

Zvolime-li hustoty Aty, Aty a Atz dle ( 6.17), dostaneme rozmisténi definiénich boda na

evv s
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totu At; muzeme pokladat za nedostateéné uréend vstupni data a nebudeme tedy ocekavat,
ze by pfislusné interpolacéni kfivky vykazovaly dobré vysledky. Defini¢ni polygon generovany
s hustotou Ats muZeme povazovat za pomérné dobfe urcend vstupni data a defini¢ni polygon
odpovidajici hustoté Ats za velmi dobfe uréend vstupni data, kde defini¢ni body nevynechévaji
zadnou tvarovou podrobnost teoretické kiivky a i v okoli bodu vratu jsou vhodné rozmistény.

Prosté interpolaéni metody

Metody 1 az 6 prosté interpolace s uniformnim uzlovym vektorem opét generuji interpolacni
kfivky vhodného tvaru pouze v kombinaci s uniformnim vektorem parametrizace. K¥ivky kon-
struované s tétivovym a dostredivym vektorem parametrizace vykazuji prudké oscilace pfi vys-
$ich hustotach defini¢nich bodt, jak mizeme pozorovat na obr. 6.26. Zde jsou uvedeny pribéhy
interpola¢nich kfivek ze skupiny metod 1 az 6, a pokud je relativni chyba interpolace mensi
nez 10 %, tak i pribéh odchylek pfislusné interpola¢ni kiivky od teoretické kiivky K3(t). Ci-
selné hodnoty jsou uvedeny v tab. 6.17. Nepocitame-li interpolaci defini¢nich bodi s hustotou
Atq, kterd nevystihuje dostatecné tvar teoretické kiivky, lze z této skupiny prostych interpo-
la¢nich metod s uniformnim uzlovym vektorem akceptovat pouze vysledky metody 1 (B-spline,
uniformni vektor parametrizace).

Tab. 6.17: Metody 1 az 6:
Absolutni a relativni chyba prosté interpolace defini¢nich bodi na teoretické kiivce K3(t)

Hustota defini¢nich bodu
Aty =5
Metoda D} er (%) D} e (%) D3} 3 (%)

1 1.34-1071| 2.670 [1.05-1072| 0.198 |7.29-10"%| 0.014
1.05-1071| 2.090 [3.17-1072| 0.598 |1.80-10"2| 0.334
2.22-1071 | 4.421 —~ - = -
3.42-1071 | 6.832 —~ - — —
1.30-107'| 2.588 |2.19-10"!| 4.133 - -~
1.68-1071| 3.342 [1.83-107'| 3.448 - -

S Ot W N

Naproti tomu metody skupiny 7 az 12 s primérovym uzlovym vektorem vedou na velmi
dobré tvary interpolacnich ktivek, i kdyz se jedna o interpolaci defini¢nich bodu lezicich na tak
slozité kiivce, jako je kiivka K3(t). Pritbéhy interpolac¢nich kiivek konstruované metodami této
skupiny a jejich odchylek jsou zobrazeny na obr. 6.27, ¢iselné vysledky jsou shrnuty v tab.6.18.

Nejpresnéjsich hodnot dosahuje pro hustotu definiénich bodia At; metoda 8 (NURBS, vektor
parametrizace uniformni) a metoda 7 (B-spline, vektor parametrizace uniformni) pro hustotu
Aty a Ats. Nejhorsich vysledki dosahuje pro hustotu At¢; metoda 9 (B-spline, vektor parame-
trizace tétivovy) a 11 (B-spline, vektor parametrizace dostfedivy), pro hustotu Aty metoda 9
(B-spline, vektor parametrizace tétivovy) a pro hustotu At metoda 10 (NURBS, vektor para-
metrizace tétivovy).
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Obr. 6.26: Metody 1 az 6:
Prosté interpola¢ni kiivky a priibéh odchylek od teoretické kiivky K3(t)
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Obr. 6.27: Metody 7 az 12:
Prosté interpola¢ni kiivky a pritbéh odchylek od teoretické kiivky K3(t)
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Tab. 6.18: Metody 7 az 12:
Absolutni a relativni chyba prosté interpolace defini¢nich bodii na teoretické kiivce K3(t)

Hustota defini¢nich bodu

Aty =2 Aty = Aty =T

Metoda D3} e3 (%) D} e3 (%) D3} e3 (%)
7 |1.55-1071| 3.098 |6.80-1073| 0.128 |6.10-10~*| 0.011
8 1.12-1071| 2.226 |9.26-1073| 0.175 {2.05-1073| 0.038
9 1.67-1071| 3.322 6.86-1072| 1.296 |1.85-1072| 0.344
10 [1.34-107'| 2.664 |5.98-10"2| 1.130 [2.01-1072| 0.374
11 [1.67-107'| 3.322 [3.61-1072| 0.682 |5.07-1072| 0.094
12 [1.34-107'| 2.664 |2.55-1072| 0.482 [6.08-1073| 0.113

glx

Vv

Metody 13 az 18 jsou prosté interpola¢ni metody s tézistovym uzlovym vektorem. Pribéhy
jejich interpola¢nich kiivek a odchylek od teoretické kiivky K3(t) jsou nakresleny na obr. 6.28,
¢iselné vysledky jsou shrnuty v tab. 6.19. Uniformni vektor parametrizace se dostava do kolize
s tézistovym uzlovym vektorem pii vyssich hustotach defini¢nich bodu v okoli bodu vratu, kde
kvili této skutecnosti maji interpolac¢ni krivky velmi neocekévany tvar.

Tab. 6.19: Metody 13 az 18:
Absolutni a relativni chyba prosté interpolace defini¢nich bodii na teoretické kiivce K3(t)

Hustota defini¢nich bodu
Aty =2 Aty = T Aty =T
Metoda D3} g3 (%) D3} e3 (%) D3} g3 (%)
13 [1.66-1072| 3.315 [1.84-107'| 3.470 [9.33-1072| 1.733
14 |1.25-1072| 2.493 [2.02-107'| 3.813 |3.81-1072]| 0.709
15 [1.84-107'| 3.669 |6.17-1072| 1.166 |9.86-1073| 0.183
16 |1.54-1072| 3.071 |5.01-1072| 0.946 |[1.09-1072| 0.203
17 |1.77-1072| 3.537 |2.11-1072| 0.399 |4.85-1073| 0.090

18 |1.43-1072| 2.845 |2.08-1072| 0.392 |6.29-1073| 0.117

Nejlepsich vysledkt dosahuje metoda 14 (NURBS, vektor parametrizace uniformni) pro hus-
totu defini¢nich boda At;, metoda 18 (NURBS, vektor parametrizace dostfedivy) pro hustotu
Aty a metoda 17 (vektor parametrizace dostfedivy, B-spline) pro hustotu Ats.

Nejméné pfesnou je z této kategorie metoda 15 (vektor parametrizace tétivovy, B-spline) pro
hustotu At;, metoda 14 (vektor parametrizace uniformni, NURBS) pro hustotu Atz a metoda
13 (B-spline, vektor parametrizace uniformni) pro hustotu Ats.

Prosté interpola¢ni metody 19 az 22 s vektorem parametrizace konstruovanym univerzalni
metodou opét vykazuji velmi spolehlivé vysledky a ocekavané pribéhy interpolac¢nich kiivek.
Grafy interpola¢nich kiivek a pritbéhy jejich odchylek od teoretické kiivky K3(t) jsou nakresleny
na obr. 6.29, ¢iselné vysledky jsou shrnuty v tab. 6.20.
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Obr. 6.28: Metody 13 az 18:
Prosté interpola¢ni kiivky a pritbéh odchylek od teoretické kiivky K3(t)
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Obr. 6.29: Metody 19 az 22:
Prosté interpola¢ni kiivky a priibéh odchylek od teoretické kiivky K?3(t)

Pro hustotu At; je nejpresnéjsi metoda 19 (B-spline, uzlovy vektor uniformni), pro hustotu
Aty metoda 22 (NURBS, uzlovy vektor tézistovy) a pro hustotu Ats metoda 19 (B-spline,
uzlovy vektor uniformni).

Nejhorsich vysledku dosahuje metoda 22 (NURBS, uzlovy vektor tézisfovy) pro hustotu
defini¢nich bodu At;, metoda 20 (NURBS, uzlovy vektor uniformni) pro hustotu Ats a pro
hustotu Ats metoda 22 (NURBS, uzlovy vektor tézistovy).



6. POROVNANT PRESNOSTI INTERPOLACNICH METOD 155

Tab. 6.20: Metody 19 az 22:
Absolutni a relativni chyba prosté interpolace defini¢nich bodii na teoretické kiivce K3(t)

Hustota defini¢nich bodu
Aty =2 Aty = Aty =T
Metoda D3} e3 (%) D} e3 (%) D3} e3 (%)
19 [1.41-107'| 2.809 [9.71-1072| 0.183 |8.16-10"*| 0.015
20 [1.46-10"'| 2.921 |1.15-1072| 0.216 |[1.34-1073| 0.025
21 [1.50-107'| 2.991 |7.91-1073| 0.149 [2.72-1073| 0.050
22 [1.62-1071] 3.241 |7.59-1073| 0.143 |3.25-1072| 0.060

glx

Uzlové interpola¢ni metody

Vsechny uzlové interpola¢ni metody generuji interpolaéni kiivky velmi dobrého tvaru, pficemz
nejpresnéjsich vysledkd dosahuji metody 23 az 26 s uniformnim uzlovym vektorem. Prubéhy
interpola¢nich kiivek konstruovanych témito metodami a jejich odchylek od teoretické kiivky
K3(t) jsou nakresleny na obr. 6.30, ¢iselné vysledky jsou uvedeny v tab. 6.21.

Nejpresnéjsi metodou z této kategorie je metoda 25 (krajni te¢né vektory nulové) pro hustotu
defini¢nich bodt At;, metoda 26 (krajni vektory druhych derivaci nulové) pro hustotu At
a metoda 25 (krajni te¢né vektory nulové) pro hustotu Ats.

Nejméné presnd je metoda 23 s krajnimi teénymi vektory konstruované pomoci Lagrangeovy
interpolace pro vSechny tfi uvazované hustoty defini¢nich bodd.

Tab. 6.21: Metody 23 az 26:
Absolutni a relativni chyba uzlové interpolace defini¢nich bodii na teoretické kiivee K3(t)

Hustota defini¢nich bodu
Aty = Aty = 75 Aty = 7%
Metoda D3} e (%) D} 3 (%) D3} e (%)
23 [1.52-107'] 3.033 |1.16-1072| 0.220 [1.30-103| 0.024
24 |1.35-107%| 2.686 |6.43-1073| 0.121 |5.46-10~*| 0.010
25 18.99-107%| 1.794 |6.25-1073| 0.118 |4.31-10~*| 0.008
26 |1.41-1071| 2.807 |4.79-1073| 0.090 |4.55-10~*| 0.008

I kdyz uzlové metody s tétivovym a s dostfedivym vektorem parametrizace nedosahuji tak
dobrych vysledki jako uzlové metody s vektorem parametrizace uniformnim, predstavuji velmi
spolehlivy nastroj pro konstrukei interpola¢ni k¥ivky. Grafy k¥ivek a jejich odchylek od teoretické
kiivky K3(¢) pro metody 27 az 30 (tétivovy vektor parametrizace) jsou zobrazeny na obr. 6.31,
¢iselné vysledky jsou uvedeny v tab. 6.22.

Nejpresnéjsi z této skupiny je metoda 29 (krajni te¢né vektory nulové) pro hustotu defini¢nich
bodt Atq, metoda 27 (krajni te¢né vektory Lagrangeovy) a metoda 28 (krajni teéné vektory
téznicové) pro hustotu Aty a metody 27 (krajni te¢né vektory Lagrangeovy), 28 (krajni tecné
vektory téznicové) a 30 (krajni vektory druhych derivaci nulové) pro hustotu Ats.
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Obr. 6.30: Metody 23 az 26:
Uzlové interpola¢ni kiivky a priibéh odchylek od teoretické kiivky K3(t)
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Obr. 6.31: Metody 27 az 30:
Uzlové interpolac¢ni kiivky a priibéh odchylek od teoretické kiivky K3(t)
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Tab. 6.22: Metody 27 az 30:
Absolutni a relativni chyba uzlové interpolace defini¢nich bodii na teoretické kiivce K3(t)

Hustota defini¢nich bodu
Aty =2 Aty = Aty =T
Metoda D3} g3 (%) D} e (%) D3} 3 (%)
27 |1.73-1071| 3.442 |5.40-1072| 1.020 |1.38-1072| 0.256
28 [1.60-107'| 3.194 [5.40-1072| 1.020 [1.38-1072| 0.256
29 [1.33-107'| 2.655 |5.89-1072| 1.113 [1.41-1072| 0.262
30 [1.64-107'| 3.268 |5.43-1072| 1.026 |1.38-1072| 0.256

glx

Nejméné presnych hodnot dosahuje metoda 27 (krajni teéné vektory Lagrangeovy) pro hus-
totu Aty, metoda 29 (krajni teéné vektory nulové) pro hustotu Aty i pro hustotu Ats.

Posledni skupina uzlovych interpolacnich kiivek s dostfedivym vektorem parametrizace kon-
struovanych metodami 31 az 34 ma zobrazené grafy kiivek a jejich odchylek na obr. 6.32, ¢iselné
vysledky jsou shrnuty v tab. 6.23.
teéné vektory téznicové) pro hustotu Aty a Ats.

Nejméné presnd je metoda 31 (krajni tecné vektory Lagrangeovy) pro hustotu At; a metoda
33 (krajni tecné vektory nulové) pro hustoty Aty i Ats.
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Obr. 6.32: Metody 31 az 34:
Uzlové interpola¢ni kiivky a priibéh odchylek od teoretické kiivky K3(t)
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Tab. 6.23: Metody 31 az 34:
Absolutni a relativni chyba uzlové interpolace defini¢nich bodii na teoretické kiivce K3(t)

Hustota defini¢nich bodu
Aty =% Aty = Aty = &
Metoda| D3 g3 (%) D} e (%) D} 3 (%)
31 |1.64-1071| 3.272 |3.10-1072| 0.586 |4.58 - 10| 0.085
32 [1.49-107'] 2.977 [3.05-1072| 0.577 |4.54-1073| 0.084
33 [1.14-107'| 2.282 |3.58-1072| 0.676 [4.71-1073| 0.088
34 |1.54-107%| 3.073 |3.12-1072| 0.589 |4.56 - 102 | 0.085

glx

Uspésnost vsech interpola¢nich metod 1 az 34 pii interpolaci defini¢nich bod leZicich na
teoretické kiivce K3(¢) miizeme posoudit z vysledkii uvedenych v tab.6.24.

Pro hustotu defini¢nich bodt At; dosahla sice nejlepsich vysledk metoda 25 (uzlova inter-
polace, vektor parametrizace uniformni, krajni te¢né vektory nulové), ale relativni chyba inter-
polace je zna¢na. Jak jiz bylo feceno, jsou takto velké odchylky interpolacni kiivky od teoretické
kiivky K3(t) zptisobeny nedostateéné uréenymi vstupnimi daty pro hustotu definiénich bodt
Aty, kdy poloha defini¢nich boda nevystihuje veskeré dilezité tvarové podrobnosti teoretické
kiivky.

Pro hustotu Aty byla nejpresnéjsi metoda 26 (uzlova interpolace, vektor parametrizace uni-
formni, krajni vektory druhych derivaci nulové) a pro hustotu Ats opét metoda 25 (uzlova
interpolace, vektor parametrizace uniformni, krajni teéné vektory nulové). Z hodnot uvedenych
v tabulce je zifejmé, Ze uzlové interpolacni metody dosahovaly lepsich vysledki nez ostatni me-
tody v pripadé dostateéné uréenych vstupnich dat.

Zcela nevhodné jsou metody prosté interpolace s uniformnim uzlovym vektorem pro vektor
parametrizace konstruovany tétivovou metodou. Jedna se o metody 3 (B-spline) a 4 (NURBS).
Nespolehlivé jsou metody prosté interpolace s uniformnim uzlovym vektorem a s uzlovym vek-
torem konstruovanym dostfedivou metodou. Jsou to metody 5 (B-spline) a 6 (NURBS).
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Tab. 6.24: Uspésnost interpola¢nich metod

pii interpolaci defini¢nich bodi na teoretické kiivce K3(t)

Hustota defini¢nich bodi
Aty = § Aty = 75 Atz =&

Metoda D} 3 (%) | Metoda D} 3 (%) | Metoda D} 3 (%)
25 |[OB0NI0 2 || 26 | 479103 ] 0000 | 25 | 4.31-10-* | 0.008
2 |[HOBNI0TY BI9E | 25 | 6251073 | 0118 | 26 | 4.55-10~% | 0.008

WVONI0T (2896l | 24 | 643-107% | 0121 | 24 | 5.46-107* | 0.010
33 |JNANITY PBs| 7 | 6.80-10° | 0.128 6.10-10~* | 0.011
14 |[I25NI0TY BEOEI| 22 | 7591073 | 0143 | 1 | 7.29-107% | 0.014
5 |[IS0NI0TY BBE8l| 21 | 79110 | 0149 | 19 | 8.16-107% | 0.015
20 |[ISSNN0SY BWEB| s | 926-10° | 0175 | 23 | 1.30-1073 | 0.024
10 |[ISANI0TY BEEE| 19 | 9711073 | 0183 | 20 | 1.34-1073 | 0.025
12 |[ISAN0TY P 1 | 1051020198 | 8 | 2051073 | 0.038
1 |[BENI0RE PE@l | 20 | 1.15-1072 | 0216 | 21 | 2.72-107% | 0.050
24 |[IS5NI0"Y Y86l | 23 | 1.16-1072 | 0220 | 22 |3.25-1073 | 0.060
26 |[INI0SY BISOW | 18 | 2081072 | 0392 | 32 | 4.54-1073 | 0.084
19 |[NIOTY PR | 17 | 211102 | 0399 | 34 | 4.56-1073 | 0.085
18 |[NENITY BESI| 12 | 255102 | 0482 | 31 | 4581073 | 0.085
20 |[MGNIOTY BWFW| 32 | 3051020577 | 33 | 4.71-1073 | 0.088
s2 |[MONIOTY PO 31 | 310-102 | 0586 | 17 | 4.85-1073 | 0.090
21 |[BB0NI0TY B9l | 34 |312-1072 058 | 11 | 5.07-1073 | 0.094
23 |[I2NN0OSY BWOEE| 2 | 317-1072|0589| 12 |6.08-1073 | 0.113
16 |[IOAN0TY BOFN| 33 3581072 |[0598 | 18 | 6.29-1073 | 0.117
34 |[IBANI0TY P07 11 | 361.102 0676 | 15 | 9.86-1073 | 0.183
7 |[500I0°Y B98I 16 |[5.01-10°2 |j0%682| 16 | 1.09 1072 | 0.203
28 |[HGONIOTY BEOE| 27 |PMONI0TE OWEEl | 28 | 1381072 | 0.256
22 |[HG2NI0TY BEEN| s |BMONITE @Ol 27 | 1381072 | 0.256
30 |[NGANITY BEes| 3o |BMBNI0TY EOZO]| 30 | 1381072 | 0.256
31 | [NGANITY BE@| 20 |PSONI0TE 0T | 20 | 1411072 | 0.262
13 |[6ONI0TY BEiE| 10 (DOSNI0TZ S 2 | 1801072 | 0.334
o |G pEEm| 15 |ONTNI0T2 @EE| 9 | 1851072 | 0.344
11 |[I67N0TY BEEE| o | [0N0NI0T2 MEE| 10 | 2.01-1072 | 0.374
6 |[GENI0TY B o |([NSNI0CY EEEE 14 | 381102 |[0:709
27 |[ENS BEE| 1 | mEE| 1: | DESNIGRY | S
17| [T EEsE | 1« | BOENEOR | BEE s - -
15 | [SINGSY Beoo| - | DAONOSN | < - -
s | 2NN mEE s - - | s : -
4 [342.1071 (6832 4 - - | s - -

e3<02%

0.2 %<&} <04%
06 % <e3<08% mmm 08%<e3<1.0% mmmm 3 >10%
k k k

e2>1,0%

0.4 % <e} <06 %
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6.3 Posouzeni interpola¢nich metod

Celkova tispésnost interpolacnich metod je shrnuta v tab. 6.25, kterd uvadi relativni chyby 5,16,
resp. 5%, resp. 6% jednotlivych interpola¢nich metod dosazené pfi interpolaci defini¢nich bodi
vSech uvazovanych hustot lezicich na teoretické kiivce K!(¢) bez singularnich bodi, resp. na
teoretické kiivce K2(t) s uzlovym bodem, resp. na teoretické kiivce K3(t) s uzlovym bodem
a s bodem vratu. V poslednim sloupci tabulky je uvedena chyba interpolacni metody Ey, podle
které jsou vysledky v tabulce uspoiadany. Sedym podbarvenim é&selného kédu jsou opét vyzna-
¢eny metody, jejichz alespon jeden tvarovaci nastroj je konstruovan metodou navrzenou v ramci
této prace.

Podle dosazené hodnoty chyby interpola¢ni metody FEj rozdélime posuzované metody do
nasledujicich skupin (v tab. 6.25 jsou od sebe oddéleny dvojitou ¢arou): velmi presné metody,
stredné presné metody a nepresné metody.

Velmi piesné metody — chyba téchto interpola¢nich metod je mensi nez 6 % (Ex < 6 %).

Velmi pfesné metody lze jednoznacné doporucit ke konstrukci matematickych modeli obec-
nych tvarovych krivek. Interpolac¢ni k¥ivky konstruované témito metodami se vyznacuji
vybornou tvarovou shodou s uvazovanymi teoretickymi kiivkami. Vzhledem k posuzovani
uspésnosti metod podle chyby interpolacni metody lze ocekévat, ze tyto metody pove-
dou ke spolehlivym vysledkim i v pripadé velmi obecné tvarovanych defini¢nich polygonii,
jestlize poloha defini¢nich bodt bude v dostate¢né mire vystihovat vsechny dulezité tvarové
detaily kfivky.
Vyrazneé nejlepsich vysledki dosahla prosté interpola¢ni metoda 8 - NURBS s pramérovym
uzlovym vektorem, uniformnim vektorem parametrizace. V1iv vah stanovenych tézistovou
metodou na zvysSeni presnosti interpolacni kiivky je nesporny, jak zjistime, porovname-li
vysledky metody 8 s vysledky metody 7. Metoda 7 se od metody 8 lisi pouze tim, Ze
generuje B-spline kfivky, které mizeme pokladat za NURBS kfivky se stejnymi vahami
vSech fidicich bod@. Metoda 7 se také umistila ve skupiné velmi pfesnych kiivek, avsak
chyba této interpola¢ni metody dosahuje vyrazné vyssi hodnoty nez metoda 8, tudiz je
celkové méné spolehliva.

Vynikajici a vzdjemné srovnatelné vysledky maji vSechny metody prosté interpolace s vek-
torem parametrizace konstruovanym univerzalni metodou, tj. metody 19 az 22. Vyborné
se také umistila uzlova interpola¢ni metoda s uniformnim vektorem parametrizace a s téz-
nicovymi krajnimi teénymi vektory.

Velmi dobrych vysledkt dosahla metoda 12 (NURBS, prostd interpolace s priamérovym
uzlovym vektorem, dostfedivym vektorem parametrizace), metoda 23 (uzlové interpolace
s uniformnim uzlovym vektorem a s Lagrangeovymi krajnimi teénymi vektory) a metoda

18 (NURBS, prosta interpolace s tézistovym uzlovym vektorem, dostfedivym vektorem
parametrizace).

Stredné presné metody — chyba interpola¢ni metody se pohybuje v rozmezi od 6 do 8 %
(6 % < Er < 8 %). Stfedné pfesné metody jsou charakterizovéany kolisavymi vysledky,
jejich tspésnost je velmi zavisla na tvaru defini¢niho polygonu a rozmisténi defini¢nich
bodua. Spolehlivé vysledky lze ziskat pouze v pfipadé vhodné rozmisténych defini¢nich
bodi.

Patii sem metody 1 a 2 (prosté interpolace s uniformnim uzlovym vektorem i vektorem
parametrizace), metoda 11 (B-spline, prosta interpolace s prumérovym uzlovym vektorem,
dostfedivym vektorem parametrizace), metoda 17 (B-spline, prosta interpolace s tézisto-
vym uzlovym vektorem, dostfedivym vektorem parametrizace), dvé uzlové interpolac¢ni
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metody s uniformnim vektorem parametrizace — metoda 25 s nulovymi krajnimi te¢nymi
vektory a metoda 26 s nulovymi krajnimi vektory druhych derivaci, dvé uzlové interpo-
la¢ni metody s tétivovym vektorem parametrizace — metoda 27 s Lagrangeovymi krajnimi
tecnymi vektory a 28 s téznicovymi krajnimi te¢nymi vektory a vSechny metody 31 az 34,
tj. uzlové interpolac¢ni metody s dostfedivym vektorem parametrizace.

Nepiesné metody — chyba téchto interpola¢nich metod je vyssi nez 8 % (8 % < FEy), popf.
spolehlivé a pro konstrukci presnych matematickych modeli obecnych tvarovych kiivek
zadanych posloupnosti bodi zcela nevhodné.

Mezi velmi nespolehlivé metody patii obé prosté interpola¢ni metody s primérovym uzlo-
vym vektorem a tétivovym vektorem parametrizace — 9 a 10, prosté interpola¢ni metody
s tézistovym uzlovym vektorem a tétivovym vektorem parametrizace — 15 a 16 a uzlové in-
terpola¢ni metody s tétivovym vektorem parametrizace — 29 (krajni teéné vektory nulové)
a 30 (krajni vektory druhych derivaci nulové). Vidime, ze tétivovy vektor parametrizace
je velmi rizikovy faktor pfi konstrukci interpola¢nich kiivek.

Obzvlasté nelze doporucit metody 3 a 4 — prosté interpolacni metody s uniformnim uz-
lovym vektorem a tétivovym vektorem parametrizace, které jsou nestabilni. Interpola¢ni
kfivky konstruované témito metodami nejsou vhodné tvarovany mezi defini¢nimi body
a pri zvysujici se hustoté defini¢nich bodid se rozkmitaji. Ze stejného divodu nelze do-
porucit ani metody 5 a 6 — prosté interpola¢ni metody s uniformnim uzlovym vektorem
a dostredivym vektorem parametrizace.

Nevhodny tvar mezi definicnimi body jsme zaznamenali i pri interpolaci nékterych defi-
ni¢nich polygoni metodami 13 a 14 — prosté interpola¢ni metody s tézistovym uzlovym
vektorem a uniformnim vektorem parametrizace. K zakmittim na interpolacni kiivce do-
chézelo v mistech s vétsi koncentraci defini¢nich bodi, kterou uniformni vektor paramet-
rizace ignoruje.
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Tab. 6.25: Celkova tspésnost interpolacnich metod
Aty =% Aty = J5 Atz = %
Metoda | <} (%) [<2 (%) [} (%) |k (%) |2 (%) [} (%) |k (%) [} (%) [<d (%) | B (%)

8 0.771 | 0.507 | 2.226 | 0.288 | 0.129 | 0.175 | 0.016 | 0.038 | 0.038 | 4.187

19 0.319 | 1.148 | 2.809 | 0.110 | 0.265 | 0.183 | 0.035 | 0.156 | 0.015 | 5.039

21 0.475 | 0.899 | 2.991 | 0.148 | 0.183 | 0.149 | 0.052 | 0.193 | 0.050 | 5.141

20 0.391 | 0.962 | 2.921 | 0.128 | 0.310 | 0.216 | 0.030 | 0.169 | 0.025 | 5.153

24 0.290 | 1.481 | 2.686 | 0.081 | 0.363 | 0.121 | 0.036 | 0.202 | 0.010 | 5.270

22 0.585 | 0.808 | 3.241 | 0.168 | 0.241 | 0.143 | 0.057 | 0.185 | 0.060 | 5.489

12 0.415 | 0.933 | 2.664 | 0.810 | 0.135 | 0.482 | 0.053 | 0.034 | 0.113 | 5.640

23 0.497 | 1.470 | 3.033 | 0.132 | 0.250 | 0.220 | 0.016 | 0.077 | 0.024 | 5.720

7 1.190 | 1.027 | 3.098 | 0.103 | 0.180 | 0.128 | 0.007 | 0.043 | 0.011 | 5.787

1.033 | 2.085 | 2.670 | 0.045 | 0.093 | 0.198 | 0.004 | 0.007 | 0.014 | 6.148
2 0.539 | 0.905 | 2.090 | 1.122 | 0.335 | 0.598 | 0.211 | 0.229 | 0.334 | 6.362
32 0.458 | 1.327 | 2.977 | 0.359 | 0.353 | 0.577 | 0.035 | 0.200 | 0.084 | 6.371
31 0.549 | 1.207 | 3.272 | 0.487 | 0.219 | 0.586 | 0.031 | 0.072 | 0.085 | 6.508
26 0.852 | 1.729 | 2.807 | 0.260 | 0.510 | 0.090 | 0.076 | 0.323 | 0.008 | 6.656
18 0.542 | 0.791 | 2.845 | 0.758 | 0.513 | 0.392 | 0.040 | 0.837 | 0.117 | 6.836
25 1.362 | 2.152 | 1.794 | 0.482 | 0.701 | 0.118 | 0.121 | 0.461 | 0.008 | 7.198
34 1.055 | 1.418 | 3.073 | 0.390 | 0.487 | 0.589 | 0.073 | 0.318 | 0.085 | 7.489
11 0.637 | 1.833 | 3.322 | 0.683 | 0.170 | 0.682 | 0.049 | 0.036 | 0.094 | 7.506
28 0.679 | 1.151 | 3.194 | 0.649 | 0.342 | 1.020 | 0.095 | 0.198 | 0.256 | 7.584
27 0.761 | 1.049 | 3.442 | 0.829 | 0.195 | 1.020 | 0.095 | 0.069 | 0.256 | 7.716
33 1.532 | 1.906 | 2.282 | 0.213 | 0.684 | 0.676 | 0.118 | 0.458 | 0.088 | 7.958

16 0.418 | 1.895 | 3.071 | 1.482 | 0.113 | 0.946 | 0.169 | 0.047 | 0.203 | 8.344
30 1.252 | 1.051 | 3.268 | 0.676 | 0.465 | 1.026 | 0.095 | 0.314 | 0.256 | 8.404
17 0.761 | 1.705 | 3.537 | 0.679 | 1.305 | 0.399 | 0.039 | 0.038 | 0.090 | 8.553
10 0.644 | 1.989 | 2.664 | 1.549 | 0.204 | 1.130 | 0.193 | 0.031 | 0.374 | 8.778
29 1.685 | 1.619 | 2.655 | 0.419 | 0.667 | 1.113 | 0.136 | 0.454 | 0.262 | 9.010
9 0.319 | 3.344 | 3.322 | 1.462 | 0.173 | 1.296 | 0.181 | 0.028 | 0.344 | 10.469
15 0.363 | 3.244 | 3.669 | 1.418 | 0.235 | 1.166 | 0.161 | 0.035 | 0.183 | 10.473

14 0.998 | 0.710 | 2.493 | 0.265 - 3.813 | 0.019 - 0.709 | 9.007
13 1.247 | 0.949 | 3.315 | 0.147 - 3.470 | 0.008 - 1.733 | 10.870
5 0.384 | 5.049 | 2.588 | 0.948 | 3.272 | 4.133 | 0.614 - - 16.988
6 0.990 | 3.585 | 3.342 | 1.262 | 4.374 | 3.448 | 0.864 - - 17.864
3 0.681 |11.847 | 4.421 | 0.944 - 18.475 | 3.592 - - 39.961
4 1.640 |10.640| 6.832 | 1.494 - 23.862 | 3.964 - - 48.432
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Priloha A

Konstrukce aproximacni NURBS
krivky

V této priloze uvedeme detailni postup konstrukce ukotvené aproximacni B-spline a NURBS
kiivky 3. stupné zadané posloupnosti fidicich bodd Py = (0,0), P; = (1,3), P2 = (2,2),
P; = (5,4), Py = (6,2) a P5 = (5,—1). Obé kiivky budou definované na intervalu u € [0, 1]
tézistového uzlového vektoru. Véhy fidicich bodi NURBS kfivky uré¢ime tézistovou metodou.

Poznamka: Vypocty byly provadény s presnosti na 16 platnych cislic, vSechny zde uvedené
vypoctené ciselné tidaje jsou zaokrouhleny na dvé desetinna mista.

A.1 Té&zistovy uzlovy vektor aproximacni k¥ivky

Vv

B-spline i NURBS kfivka jsou definovany na stejném t&zisfovém uzlovém vektoru, jehoZz uzly je

T;, i =0,1,2,3, dil¢ich fidicich polygoni uréime dle (3.5)
Ty = Py =1(0,0),

1
Ty =) Pj=-(Po+Pi+Py+Py+Py) =

= —[(0,0) +(1,3) +(2,2) + (5,4) + (6,2)] = (2.80,2.20),

5
1L 1
T, = gZ:Pj: (P1+Py+P3+Py+Ps) =
j=1

1

= £ [(1.3)+(2,2) + (5.4) + (6.2) + (5.~ 1)] = (3.80,2.00),

T3 = P5;=(5,—-1).
Déle vypocteme vzdélenosti I;, i = 1,2,3, dvou po sobé nésledujicich tézist T; 1, a Ty,
i =0,1,2,3, dil¢ich Fidicich polygonu dle (3.6):
i = |ToTy1| =+/(2.80 — 0)2 + (2.20 — 0)2 = 3.56,
ly = |T1Ty| = 1/(3.80 — 2.80)2 + (2.00 — 2.20)2 = 1.02,
I3 = |T2T3| = /(5 —3.80)2 + (—1 — 2.00)2 = 3.23,

a soucet L vSech téchto vzdalenosti

L=10+1lp+13=356+1.02+3.23 =7.81.

165



PRILOHA A: KONSTRUKCE APROXIMACNI NURBS KRIVKY 166

Uzly uzlového vektoru stanovime podle (3.8). Ctyii pocatecéni krajni uzly uzlového vektoru
ukotvené kiivky jsou rovny nule:

UOZU1:U2:U3:O.

Vnitini uzly uzlového vektoru jsou:

l1 3.56 .
us = 7 = ggr - 046
o 1+ 19 B 3.56 + 1.02 B
us = I 731 = 0.59.

Ctyii koncové krajni uzly jsou rovny jedné:
Ug = Uy = ug = ug = 1.
Tézistovy uzlovy vektor mé tedy néasledujici tvar:

U= (uo,ul,uQ,u;),, Ug, U5, UG, U7, U8, UQ) = (0,0,0,0,0.46,0.59, 1, 1, 1, 1). (Al)

A.2 Aproximacni B-spline krivka

Jakmile zndme uzlovy vektor, mtzeme piistoupit k vyjadieni B-spline bazovych funkci podle
rekurentniho vztahu (2.1).

A.2.1 B-spline bazové funkce aproximac¢ni B-spline kfivky
B-spline bazové funkce nultého stupné

Kazda B-spline bazova funkce nultého stupné N;o(u) je jednotkovad pouze na uzlové rozteci
[ui, uiv1), 4 =0,...,8, jejiz délka je nenulova. Na ostatnich uzlovych roztecich je B-spline bézova
funkce nultého stupné nulové:

N(),()(u) = 0, u e [0, 1],
NI,O(u) =0, ue [07 1]7
NQ,O(U) = 07 u € [07 1]7

1, u € [0,0.46),

N3o(u) =
s0(u) { 0, u € [0.46,1],

0 u € [0,0.46),
1 u € [0.46,0.59),
0 ue0.59,1),

Nayo(u)

0 u € [0,0.59),

Nso(u) = {1 u € [0.59, 1],

NG,()(U) = 0, u e [0, 1],
N7,0(u) =0, ue [07 1]7
N&o(u) =0, ue [0, 1]

Priubéh nenulovych B-spline bazovych funkci nultého stupné je zobrazen na obr. A.1.
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Obr. A.1: B-spline bazové funkce nultého stupné

B-spline bazové funkce 1. stupné

Dosadime-li p = 1 do (2.1), obdrzime vztah pro uréeni B-spline bazovych funkei 1. stupné:

U — U; Uj+2 — U
N;1(u) = —— N, olu) + —————N; u).
i1(u) P— i0(u) PR i+1,0(u)
Jednotlivé B-spline bazové funkce 1. stupné jsou nasledujici:
U — UQ Uy — U u—0 0—u
N = N, = -0 -0=0 0,1
0,1(w) P 0,0(u) + P 1,0(u) 0-0 + 0-0 ; w€e0,1],
N () u—ulN ()+U3—u () u—0 O+0—u 0—0 6[01]
1,1 Uy — Uy 1,0 Uz — Un 2,0 0—0 0—0 ) y Ly
U — ug Uqg — U
N = =
2,1(u) " (u) + P 3,0(u)
u—0 0.46 — u
04T 2 219u+ 1. 4
om0 " oo 9u +1.00, u € [0,0.46),
-0 0.46 — u
— 0 -0=0 0.46,1
0—0 " tToa6-0 ’ u € (046, 1},
u—ug Us — U B
N3i(u) = ” _U3N3,0(U) i 1,0(u) =
u—0 0.59 —u
. -0=2.19 0,0.46
0.46 — 0 0.59 — 0.46 “ u € [0,0.46),
u—0 0.59 —u
= . -1=-7.66 4.49 0.46,0.59
046—-0 ° 059046 u+449, u €[0.46,0.59),
u—0 0.59 —u
. -0=0 € 10.59,1
( 0.46 — 0 0.59 — 0.46 ’ u € [0.59,1],
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U — Ug uUg — U

Nyi(u) = - U4N4’O(U) + P— Nso(u) =
ozgféia'oﬂl__ozg"):(” u € [0,0.46),
= OZ;_O';; g 1__01;9 [0 = 7.66u—3.49, wu € [0.46,0.59),
0%;?&% 0+ 11__0'1;9 1= 2.42u+ 242, u e [0.59, 1],

Nsa(u) = ;:ZS5N5,0(U)+1Z7__QZ 6.0(u) =
) ?:8"23'04&:?-0:0, u € [0,0.59),
?:g:gg-w 1:?-0i2.42u—1.42, u € [0.59, 1],
Noa(u) = U Ny ou) + B Noou) = Y2 0+ 22% 0 =0, we 0,1,
’ uy —ug ug — uy 1-1 1-1
Nzi(u) = ;:277N770(U)+129:1268 so0(u) = 1{:1 0+ 1:? -0=0, uelo,1].

Prubéh nenulovych B-spline bazovych funkci 1. stupné je patrny z obr. A.2.

" —'?\'FE, 1 _-\'—3, 1

081 A
061 =

|

0.21

o 02 04 0B 08 u 1

Obr. A.2: B-spline bazové funkce 1. stupné

B-spline bazové funkce 2. stupné

Dosadime-li p = 2 do (2.1), obdrzime vztah pro ur¢eni B-spline bazovych funkci 2. stupné:

U — Uu; Uj — U
i N“(u)jLL

Ni2(u) = ——
’ Uit — U; Uit3 — Uit

Niy1,1(w).
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Jednotlivé B-spline bazové funkce 2. stupné maji nasledujici tvar:

U — Ug U3 — U u—0 0—u
N, = N, N = -0 -0=0 0,1
U — Uy Ug — U
1,2(w) et (u) + P 2,1(u)
u—0 0.46 — u
0 - (—2.19 1.00) = 4.81u? — 4.39 1.00 0,0.46
-0 0.46 —

20+ 0=0, u € [0.46, 1],

U — ug
N272(u) = Ng,l(u) +
Ug — U2 Us — U3

w—0 0.59 — u
U (C919u+1.00) + =22 T Y
0460 " u+1.00) + =0

u—0 0+0.59—u
_ 0.46 —0 0.59 -0

-2.19u = —8.55u% + 4.39u, u € [0,0.46),

(—7.66u + 4.49) =

= 13.06u? — 15.32u + 4.49, u € [0.46,0.59),

u—0 0.59 —u

' V= 59,1
L 046-0 " T 059-0 0=0, u € [0.59,1],

u—1u
N3 Q(U) = 3 Ng,l(u) +

' us — U3 Ug — Ug

ug —u

N4,1(u) =

u—0 1—u
——— - 2.19u + ——— - 0 = 3.74u?
050 —0 21Ut g 0T 3T

u—20 1—u
U0 (766u+449) + ——
) om0 ut 449+ 576

u € [0,0.46),
- (7.66u — 3.49) =

= —27.14u? + 28.15u — 6.42, u € [0.46,0.59),

u—20 1—wu

: (—2.42u + 2.42) = 4.44u% — 8. 4.44 59,1
059-0 T 1046 u+242) u® —8.89u +4.44, u € [0.59, 1],

Nyp(u) = 4N4 1(u) +

04 .0=0, u € [0,0.46),

u — 0.46 1—u

(7.66u —3.49) + ———— .0 =
(7.66u — 3.49) + 7——5 -0

= 9 = 14.08u% — 12.83u + 2.92, u € [0.46,0.59),

u — 0.46 1—u

U (L0420 +242) + — L (2.42u — 1.42) =
=046 Ut 242) 4 g (2420 )

= —10.29u? + 15.74u — 5.45, u € [0.59, 1],



PRILOHA A: KONSTRUKCE APROXIMACNI NURBS KRIVKY 170

U — Uy ug — U

Nso(u) = - us Ns1(u) + A— Ng,1(u) =
) ;‘%{?:gg-wr%-ozo, u € [0,0.59),
;‘:78:55)3 - (2.42u — 1.42) + % -0 = 5.85u% — 6.86u + 2.01 u € [0.59, 1],
Noo(u) = L% No )+ 2= Ny ) = L2 01 22 020, we 0,1,
’ ug — ug ug — Uy 1-1 1-1

Pribéh nenulovych B-spline bazovych funkci 2. stupné je patrny z obr. A.3.

1.

i_-\'-g’z
0.8 Y
.'.'7\'.1-2’2
06
-
: \ i \
o 02 04  D0E 0B wu 1

Obr. A.3: B-spline bazové funkce 2. stupné

B-spline bazové funkce 3. stupné

Dosadime-li p = 3 do (2.1), obdrzime vztah pro uréeni B-spline bazovych funkei 3. stupné:

u — Uu; U; — U
Nig(u) = ————Nja(u) + — 2 Nij12(u).
Ui4+3 — Uj Uj+q — Ui41
B-spline bazové funkce 3. stupné maji nasledujici vyjadreni:
U — ug Ug — U
N = N —
0.3(u) p— 0.2(u) + — 1,2(u)
(w—0 0.46 — u
04+ - (4.81u% — 4.39u + 1.00) =
00 "t oo 8 w+1.00)
= 9 = —10.56u> + 14.44u® — 6.58u + 1, u € [0,0.46),
u—20 0.46 — u
0+——-0=0 0.46, 1
0—0 "To46-0 ) u €[0.46,1},



PRILOHA A: KONSTRUKCE APROXIMACNI NURBS KRIVKY 171

U — Uy Uus — U

1,3(w) — 1,2(u) + p— 2,2(u)

u—0 0.59 —u

— . (4.81u% — 4. 1. . (—8.55u? + 4.39u) =

0460 (4.81u 39y + 00)+0.59_0 ( u® + w)

= 25.15u® — 25.66u2 + 6.58, u € [0,0.46),
u—0 0.59 —u

= -0 - (13.06u% — 15.32u + 4.49) =

026 -0 "t 0pg g (1306u u+4.49)

= —22.28u> + 39.19u2 — 22.98u + 4.49, u € [0.46,0.59),
u—0 0.59 —u

. 0= 0.59,1
| 0a6-0 " om0-0 =Y u € (059, 1],

U — u Ug — U

N. = N =
23(u) = -~ Naa(u) + = - Ny (u)
u—0 2 l—u 2 3 2
— . (=8. 4. . 3.74u? = —18. 11.22
059 0 (—8.55u” + 39u)+1_0 3.74u 8.33u° + u?,
u € [0,0.46),

u—0 (13.06u? — 15.32u + 4.49) + Lou (—27.14u? + 28.15u — 6.42) =

_ 059 — 0 .Uou 02U . 1-0 . . . =
= 49.42u3 — 81.42u2 + 42.23u — 6.42, u € [0.46,0.59),

u—0 1—wu
: - (4.44u? — 8. 4.44) =
0590 0+1_0 (4.44u* — 8.89u + )
= —4.44u3 + 13.33u? — 13.33u + 4.44, u € [0.59, 1],
U — us uyr —u
N == =
3.3(u) — 2(u) + p— 4,2(w)
(
u—20 1—u
-3.74u? + ———— - 0 = 3.74u3 4

o 3T e 0T 3 T4 u € [0,0.46),
u-9 (—27.14u? + 28.15u — 6.42) + tou (14.08u? — 12.83u + 2.92) =
1-0 ' ’ ' 1—0.46 ' ' T

=\ = —53.01u3 + 77.61u? — 35.38u + 5.38, u € [0.46,0.59),
U0 g ade? — 8.89u + 444) + L (Z10.20u2 + 15.74u — 5.45) =
1-0 ' ' 1—0.46 ' ' R
= 23.35u3 — 56.72u? + 43.39u — 10.02, u € [0.59,1],
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U7 —Ug ug — us

u — 0.46 n 1—u
1—-0.46 1-0.59

u — 0.46 1—u
- . (14.08u%2 — 12.83u +2.92) + — .
[ o0dq (1408u ut292)+ o9

0=0, u € [0,0.46),

0=

= 4 =25.87u® — 35.38u? + 16.13u — 2.45, u € [0.46,0.59),

u — 0.46 1—u

——— . (~10.29u? + 15.74u — 5.45) + ————— - (5.85u® — 6. 9.01) =
o (T1029u7 +15.74u — 5.45) + -—— - (5.85u” — 6.86u +2.01)

= —33.04u> + 68.25u2 — 44.64u + 9.43, u € [0.59,1],

u—Uu
Ns3(u) = ® N (u) +
ug — Us Uug — Ue

u — 0.59 O+1—u
1-0.59 1-1

_ u — 0.59 9 l—uw .

0=0, u € [0,0.59),

= 14.13u — 24.86u2 + 14.58u — 2.85, u € [0.59,1].

\
Prubéh B-spline bazovych funkci 3. stupné je patrny z obr. A.4.

1.

0.81

0.6

0.44

024/

0 02 04 06 08 u 1
Obr. A.4: B-spline bazové funkce 3. stupné
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A.2.2 Analyticka reprezentace aproximacni B-spline kiivky
Dle (2.2) je vektorova rovnice B-spline kiivky 3. stupné

5

C(u) = Z

= No (u)Po + N13(u)P1 + Noz(u)Pa + N33(u)P3 + Ny3(u)Py + N5 3(u)Ps.
Na jednotlivych aktivnich uzlovych roztecich je rovnice aproximacni B-spline kiivky nésledujici:
e u € [0,0.46):

C(u) = (—10.56u® + 14.44u> — 6.58u + 1.00) - (0,0) +
+(25.14u® — 25.66u” + 6.58u) - (1,3) + (—18.33u> + 11.22u?%) - (2,2) +
3.74u% - (5,4) +0-(6,2) +0- (5,—1) =
= (7.19u® — 3.21u% + 6.58u, 53.74u> — 54.54u? + 19.74u),

o u € [0.46,0.59):

C(u) = 0-(0,0) + (—22.28u3 + 39.19u — 22.98u + 4.49) - (1,3) +
+(49.42u3 — 81.42u% 4 42.23u — 6.42) - (2,2) +
(—53.01u3 + 77.61u? — 35.38u + 5.38) - (5,4) +
(25.87u® — 35.38u” 4+ 16.13u — 2.45) - (6,2) +0- (5, —1) =
= (—33.27u3 + 52.13u® — 18.64u + 3.83, —128.30u> + 194.40u? — 93.73u + 17.24),

C(u) = 0-(0,0)40-(1,3) + (—4.44u> 4+ 13.33u® — 13.33u + 4.44) - (2,2) +
+(23.35u® — 56.72u” + 43.39u — 10.02) - (5,4) +
+(—33.04u® + 68.25u% — 44.64u + 9.43) - (6,2) +
+(14.13u® — 24.86u> 4 14.58u — 2.85) - (5, —1) =
= (—19.71u> + 28.26u* — 4.65u + 1.10, 4.30u> — 38.86u” + 43.05u — 9.49).

Pro ptfehlednost uvedeme i parametrické rovnice aproximac¢ni B-spline kfivky:

7.19u — 3.21u? + 6.58u, u € [0,0.46),
z(u) = —33.27u3 + 52.13u® — 18.64u + 3.83, u € [0.46,0.59),
—19.71u? + 28.26u* — 4.65u + 1.10, wu € [0.59,1].
(A.2)
53.74u — 54.54u? + 19.74u), u € [0,0.46),
y(u) = ¢ —128.30u® + 194.40u? — 93.73u + 17.24), u € [0.46,0.59),
4.30u3 — 38.86u? + 43.05u — 9.49), u € [0.59,1].

Graf B-spline kiivky je nakreslen na obr. A.5. Segmenty kfivky odpovidajici aktivnim uzlovym
rozte¢im jsou odliseny tloustkou ¢ary, body kiivky C(uy) a C(us), ve kterych dochazi k napojeni
segmenti, jsou vyznaceny symbolem .
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Py

Ps
Obr. A.5: B-spline krivka 3. stupné

A.3 Aproximacni NURBS krivka

Béazové funkce NURBS kfivky jsou racionalni, proto je tfeba nejprve urcit vahy fidicich bodu —
v nasem pripadé tézisfovou metodou.
A.3.1 Té&zistové vahy Fidicich bodu aproximacéni NURBS kfivky

Diléi Fidici polygony pro vypodet tézistovych vah Fidicich bod jsou tvofeny vzdy ¢tyfmi fidicimi
body. Jejich tézisté uréime dle (3.1):

3
1 1 1
To = > P, = 1 (Po+Pi4Po+Py) = - [(0,0) + (1,3) + (2,2) + (5,4)] = (2:00,2.25),
§=0
4
1 1 1
T, = Y P, = 7 (P1+Po+ Pyt Py) = 2 [(1,3) +(2,2) + (5,4) + (6,2)] = (3.50,2.75),
j=1
5
1 1 1
Ty = 1 P; = 1 (Py+P3+Py+Ps) = 1 [(2,2) + (5,4) + (6,2) + (5, —1)] = (4.50,1.75).

[\)

<.

Tézistové vahy jsou dany (3.2):

wo = |PoTo| = +/(2.00 — 0)2 + (2.25 — 0)2 = 3.01,

1
1 1
wy = QZolplTj! = 5 ([P1To| + [P1Taf) =
j:

= % [\/(200 — 1)2 + (225 — 3)2 —+ \/(350 _ 1)2 + (275 — 3)2 - 1.88,

2
1 1
= 3D _IP2T;| = - (|[P.T P,T P,T,|) =
w2 3]29 2T = 5 (P2 Tol + [PyTy| + [PoTo))
1

- 3 [\/(2.00 —2)24+(2.25 —2)2 4+ \/(3.50 22 (275 —2)2+

V(450 = 2) + (1.75 — 2)2] = 1.48,
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w3 = |P3T;| = - (|P3To| + [P3T1| + [P3T2|) =

W =

M)

J

Il
=)

Wl Wl
L —

V/(2.00 = 5)2 + (2.25 — 4)2 + /(3.50 — 5)2 + (2.75 — 4)2+

VA

2
1
wy = 221: P,T| =

—~

450 — 5)2 + (175 — 4)2] = 2.58,

(|P4T1| + [P4T2|) =

DN |

= % [\/(3-50 —6)2 + (2.75 — 2)2 + 1/(4.50 — 6)% + (1.75 — 2)?| = 2.07,

ws = |P5To| = \/(4.50 — 5)2 + (1.75 + 1)2 = 2.80.
Véhy fidicich bodid aproximacéni NURBS kfivky tedy jsou nasledujici:
W = (wo,wl,wg,wg,w4,w5) = (3.01, 1.88, 1.48, 2.58, 2.07, 2.80). (A3)

A.3.2 Racionalni bazové funkce aproximac¢ni NURBS krivky

Dosadime-li do (2.3) p = 3, obdrzime vztah pro uréeni raciondlnich bazovych funkeci 3. stupné:

Rig(u) = estulwi  _ Nis(wwi (A.4)

5 N
ZONJ,:%(U)UJJ‘
j:

Pro jednodussi zapis oznacime jmenovatele rovnice (A.4)
N = Nos(u)wo + N13(w)wr + Nag(u)wz + N3 3(u)ws + Nys(u)ws + Np 3(u)ws
a vyjadiime jeho tvar na jednotlivych aktivnich uzlovych roztecich:
e u € [0,0.46):

N = (—10.56u® 4 14.44u? — 6.58u + 1.00) - 3.01 + (25.15u> — 25.66u> + 6.58u) - 1.88 +
+(—18.33u> + 11.22u%) - 1.48 + 3.74u> - 2.58 4 0-2.07 + 0 - 2.80 =
= —1.96u® 4+ 11.80u? — 7.43u + 3.01,

e u € [0.46,0.59):

N = 0-3.01 + (—22.28u> + 39.19u” — 22.98u + 4.49) - 1.88 +
+(49.42u3 — 81.42u” + 42.23u — 6.42) - 1.48 +
+(—53.01u% 4 77.61u? — 35.38u + 5.38) - 2.58 +
+(25.87u® — 35.38u% + 16.13u — 2.45) - 2.07 + 0 - 2.80 =

= —51.95u> 4+ 80.15u? — 38.59u + 7.74,

e u € [0.59,1]:
N

0-3.0140-1.88 + (—4.44u> + 13.33u® — 13.33u + 4.44) - 1.48 +
+(23.35u® — 56.72u* + 43.39u — 10.02) - 2.58 +

+(—33.04u> + 68.25u? — 44.64u + 9.43) - 2.07 +

+(14.13u® — 24.86u? 4 14.58u — 2.85) - 2.80 =

= 24.86u> — 54.96u> 4 40.63u — 7.74.
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Nyni vyjadfime racionalni bazové funkce 3. stupné dle (A.4):

.

(—10.56u” + 14.44u* — 6.58u + 1.00) - 3.01 .
—1.96u? 4 11.80u? — 7.43u + 3.01 B

. —31.78u® 4 43.46u* — 19.81u + 3.01
_ Nog(w)wo ) —1.96u3 + 11.80u2 — 7.43u + 3.01

u € [0,0.46),

0-3.01 B
—51.95u3 + 80.15u2 — 38.59u + 7.74

0,  ue€[0.46,0.59),

0-3.01

— 0, € 0.59, 1],
924.86u3 — 54.96u2 + 40.63u — 7.74 u€l ]

(25.15u® — 25.66u” + 6.58u) - 1.88 .
—1.96u3 + 11.80u2 — 7.43u + 3.01

L A7.30u’ —48.28u” + 12.38u
~ —1.96u? 4 11.80u? — 7.43u + 3.01’

u € [0,0.46),

Rig(u) = Y1300 ) (2229803 + 30.19u2 — 22.98u + 4.49) - 1.88
N T51.95u% + 80.15u2 — 38.50u + 7.74

. —41.91u® + 73.73u® — 43.23u + 8.45
~ —51.95u3 + 80.15u2 — 38.59u + 7.74’

u € [0.46, 0.59),

0-1.88 B
24.86u3 — 54.96u2 + 40.63u — 7.74

0, u € [0.59, 1],

(—18.33u% 4+ 11.22u%) - 1.48 .
—1.96u3 + 11.80u2 — 7.43u + 3.01

. —27.12u° + 16.61u?
© —1.96u3 + 11.80u2 — 7.43u + 3.01°

u € [0,0.46),

(49.42u3 — 81.42u® + 42.23u — 6.42) - 1.48 .
Na3(u)ws —51.95u3 + 80.15u2 — 38.59u + 7.74

. 73.13u? — 120.49u? + 62.49u — 9.50
~ —51.95u? + 80.15u? — 38.59u + 7.74’

u € [0.46, 0.59),

(—4.44u® + 13.33u® — 13.33u + 4.44) - 1.48 .
24.86u® — 54.96u? + 40.63u — 7.74

. —6.57u® 4+ 19.72u® — 19.72u + 6.57
-~ 24.86u3 — 54.96u2 + 40.63u — 7.74"’

u € [0.59,1],
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\

Nys(uw)w
Ry3(u) = IO

\

3.74u? - 2.58 N
—1.96u3 + 11.80u2 — 7.43u + 3.01

. 9.64u°
© —1.96u3 + 11.80u? — 7.43u + 3.01°

u € [0,0.46),

(—53.01u® + 77.61u® — 35.38u + 5.38) - 2.58 .
—51.95u3 4 80.15u? — 38.59u + 7.74

. —136.60u® + 199.98u? — 91.16u + 13.85
—51.95u3 + 80.15u% — 38.59u + 7.74 '

u € [0.46,0.59)

(23.35u3 — 56.72u? + 43.39u — 10.02) - 2.58
24.86u® — 54.96u? + 40.63u — 7.74 B

. 60.17u® — 146.16u* + 111.81u — 25.82
~ 24.86u® — 54.96u® + 40.63u — 7.74 '

u € [0.59, 1],

0-2.07 o
—1.96u3 + 11.80u2 — 7.43u + 3.01

u € [0,0.46),

(25.87u® — 35.38u? 4 16.13u — 2.45) - 2.07 .
—51.95u3 + 80.15u% — 38.59u + 7.74

. 53.43u3 — 73.06u? 4 33.31u — 5.06
~ —51.95u3 + 80.15u2 — 38.59u + 7.74°

u € [0.46,0.59)

(—33.04u 4 68.25u% — 44.64u + 9.43) - 2.07 .
24.86u3 — 54.96u? + 40.63u — 7.74 N

. —68.24u® + 140.96u? — 92.20u + 19.47
24.86u3 — 54.96u? + 40.63u — 7.74

u € [0.59, 1],

0-2.80

=0 0,0.46
—1.96u + 11.80u2 — 7.43u+3.01 u € [0,0.46),

0-2.80 B
—51.95u3 + 80.15u2 — 38.59u + 7.74

0, we€[0.46,0.59),

(14.13u® — 24.86u? + 14.58u — 2.85) - 2.80 .
24.86u® — 54.96u? + 40.63u — 7.74

. 39.50u® — 69.49u? + 40.75u — 7.96
 24.86u3 — 54.96u? + 40.63u — 7.74’

u € [0.59,1].

Pribéh racionalnich bazovych funkci 3. stupné je nakreslen na obr. A.6.

Y

Y
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0.81

0.561

0.44

0.21

o 02 04 0B 08B U 1

Obr. A.6: Racionélni bazové funkce 3. stupné

A.3.3 Analyticka reprezentace aproximacni NURBS krivky
Dle (2.4) je vektorova rovnice NURBS kfivky 3. stupné

5
C(u) = Ri3(u)P; = Ros(u)Po+ Ry 3(u)P1+Ra3(u)Py+ Ry 3(u)P3+ Ry 3(u)Py+ Rs 3(u)Ps.
=0

Na jednotlivych aktivnich uzlovych roztecich ma néasledujici tvar:

e u € [0,0.46):
1
—1.96u3 + 11.80u2 — 7.43u + 3.01
[(—31.78u® + 43.46u* — 19.81u + 3.01) - (0,0) +
+(47.30u® — 48.28u* + 12.38u) - (3,1) +
+(—27.12u° + 16.61u?) - (2,2) + 9.64u* - (5,4) +0-(6,2) +0- (5, —1)] =
41.26u3 — 15.06u? + 12.38u 126.23u> — 111.61u? + 37.14u
- <—1.96u3 +11.80u2 — 7.43u + 3.01° —1.96u3 + 11.80u2 — 7.43u + 3.01> ’

C(u) =

e u € [0.46,0.59):
1
C) = o531 801547 —3s50u g 7all GO+
+(—41.91u> + 73.73u* — 43.23u + 8.45) - (3,1) +
+(73.13u® — 120.49u? + 62.49u — 9.50) - (2,2) +
+(—136.60u> + 199.98u* — 91.16u + 13.85) - (5,4) +
+(53.43u* — 73.06u* + 33.31u — 5.06) - (6,2) + 0 (5,-1)] =
—258.06u> + 394.26u% — 174.20u + 28.35
< —51.95u3 4 80.15u2 — 38.59u + 7.74

)

—418.99u3 + 633.99u2 — 302.73u + 51.64
—51.95u3 + 80.15u2 — 38.59u + 7.74 ’
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e uc[0.59,1]:

1
Clu) = 0-(0,0)+0-(3.1
(M) = S R6u% — 54.960% - 40.63u — 77210-(0,0)+0-(3,1) +

+(—6.57u® + 19.72u? — 19.72u + 6.57) - (2,2) +

+(60.17u> — 146.16u2 + 111.81u — 25.82) - (5,4) +

+(—68.24u> + 140.96u> — 92.20u + 19.47) - (6,2) +

+(39.50u” — 69.49u* + 40.75u — 7.96) - (5, —1)] =
B <75.77u3 —192.99u? + 170.15u — 38.96

24.86u3 — 54.96u? + 40.63u — 7.74 '

51.55u3 — 193.77u? + 182.65u — 43.23
24.86u3 — 54.96u2 + 40.63u — 7.74

Parametrické rovnice aproxima¢ni NURBS kfivky jsou nésledujici:

41.26u3 — 15.06u2 + 12.38u € [0,0.46)
u .
24.86u3 — 54.96u2 + 40.63u — 7.74’ ’ ’
3 2
2(u) = { —258.06u% + 394.26u” — 174.20u + 28.35 0.46.0.59
—51.95u3 + 80.15u2 — 38.50u 1 7.74 " € 0.46,0.59),
75.77u® — 192.99u2 + 170.15u — 38.96
, u € [0.59,1].
24.86u3 — 54.96u2 + 40.63u — 7.74
(A.5)
126.23u3 — 111.61u2 + 37.14u
0,0.46
—1.96u° + 11.80u2 — 7.43u + 3.01° u € [0,0.46),
3 2
y(u) = { —418.99u° + 633.99u> — 302.73u + 51.64 c 10.46.0.50
519503 1 801507 —38.50u £ 774 " € [0-46,0.59),
51.55u% — 193.77u2 + 182.65u — 43.23
- s “ , u € [0.59, 1].
24.86u3 — 54.96u2 + 40.63u — 7.74

Graf aproximacéni NURBS kiivky 3. stupné je zobrazen na obr. A.7. Jednotlivé segmenty
kiivky odpovidajici aktivnim uzlovym rozte¢im jsou odliSeny tloustkou ¢ary, body kfivky C(uq)
a C(us), ve kterych dochazi k napojeni segmentt, jsou vyznaceny symbolem o.

Porovnat tvary aproximacnich kiivek mtizeme na obr. A.8, kde je ¢ervenou barvou nakreslena
aproximac¢ni B-spline kiivka s parametrickymi rovnicemi (A.2) a modrou barvou je nakreslena
aproxima¢ni NURBS kiivka s parametrickymi rovnicemi (A.5). Obrazek je nakreslen ve vét$im
méfitku, aby byly rozdily mezi kiivkami dobfe patrné.



180

PRILOHA A: KONSTRUKCE APROXIMACNI NURBS KRIVKY

' %
f// b
3 e 4
C(u B
. Py (114) Clus)\
Y p \\
e N /I/f 5
I N L7 %
27 ¥ o ? P,
:* P2 I
F !
i ;"
1] 7 ]
I
i
,rf
i
Pu lrf
: : — : =
0 1 2 3 4 7 B x 7
Ps

19
Obr. A.7: Aproxima¢ni NURBS kfivka 3. stupné
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Obr. A.8: Aproximaéni B-spline (¢ervend) a NURBS (modra) kiivka 3. stupné



Priloha B

Konstrukce interpolacni NURBS
krivky

V této priloze uvedeme detailni postup konstrukce prosté interpola¢ni B-spline a NURBS ktivky
3. stupné a uzlové interpolac¢ni B-spline kiivky 3. stupné zadané posloupnosti defini¢nich bodu

Qo = (0,0), Q1 = (1,3), Q2 = (2,2), Q3 = (5,4), Q4 = (6,2) a Q5 = (5,—1) (stejnad jako
posloupnost Fidicich bodu v priloze A). Tvarovaci nastroje zvolime nasledovné:

Prosta interpola¢ni B-spline a NURBS ktivka. Vahy fidicich bodi NURBS kfivky ur-
¢ime tézistovou metodou. Vektor parametrizace na intervalu u € [0, 1] budeme uvazovat
v obou pripadech dostfedivy, uzlovy vektor na stejném intervalu tézistovy.

Uzlova interpolaéni B-spline kiivka. Vektor parametrizace na intervalu u € [0, 1] budeme
uvazovat opét dostredivy, tecné vektory v krajnich bodech defini¢niho polygonu urcime
metodou osové soumérnych téznic.

Poznamka: Vypocty byly provadény s presnosti na 16 platnych cislic, vSechny zde uvedené
vypoctené Ciselné tidaje jsou zaokrouhleny na dvé desetinnd mista.

B.1 Vektor parametrizace interpolacni NURBS krivky

Hodnoty h;, ¢ = 0,...,5, dostredivého vektoru parametrizace, ktery bude stejny pro prostou
i uzlovou interpola¢ni kfivku, stanovime dle (5.29). Ozna¢me

li =V |Qi71Qi’a 1= 17"'555

odmocninu z délky i-tého ramene Q;_1Q; defini¢niho polygonu a vypoctéme [;, i = 1,...,5:
L=+
lo \
ls

ls

s = +/

I
<
[\
|
—_

[

I
<

I
<
—~] ] ] —~] —~
[S)
|
[\

— |~ |~ ~—| —
[N}
]|+
—~| | | —~| —~
=~
|
[\)

[N}

I
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=

Oznac¢me déle
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soucet vSech odmocnin z délek ramen definiéniho polygonu a vypoctéme jej

L=IL+Ila+l3+1l4+15=178+1.19+1.90+ 1.50+ 1.78 = 8.14.

Nyni mtzeme urcit hodnoty parametru h;, ¢ =0,...,5:
hO = 07
i 1.78
hi = ==—=0.22
A NV ’
_ l1+ 12 _ 1.784+1.19 N
he = == =751 936
o h+le+l3 178+1.1941.90 .
hs = 7 = 514 = 0.60,
h = = = U.
! L 8.14 078,
hs = 1.

Dosttedivy vektor parametrizace H interpola¢ni NURBS kfivky ma tvar:

= (ho, h1, ha, hs, ha, hs) = (0, 0.22, 0.36, 0.60, 0.78, 1). (B.1)

B.2 Prosta interpola¢ni B-spline krivka

Vzhledem k tomu, ze je defini¢ni polygon (Qz)5 stejny jako fidici polygon (P )25 v priloze A,
bude tézistovy uzlovy vektor prosté interpolac¢ni krlvky shodny s tézistovym uzlovym vektorem
aproximacni kiivky dle (A.1) a B-spline bazové funkce prosté interpola¢ni kfivky budou shodné

s B-spline bazovymi funkcemi aproximacni kiivky, jejichz vyjadieni je uvedeno v sekci A.2.1.

B.2.1 Ridici body prosté interpola¢ni B-spline kiivky

Prvky matice soustavy rovnic pro vypocet souradnic fidicich bodu prosté interpola¢ni B-spline
kiivky

Nos(ho) Nis(ho) N2s(ho) N33(ho) Nas(ho) Nssz(ho) Py Qo
Nos(h1) Nis(h1) Na2g(hi) Nss(hi) Nis(h1) Nssz(hi) Py Qi
Noja(h2) Nia(ha) Nojg(ha) Naa(hz) Nug(ho) Nsa(ha) | | P2 | | Qo
No(hs) Nis(hs) Nas(hs) Nzs(hs) Nas(hs) Nss(hs) P3 Qs
Nos(ha) Nig(ha) Noz(ha) N33(h4) 3(ha) Ns3(ha) P, Q4
Nos(hs) Nis(hs) Nag(hs) N3s(hs) Nag(hs) Nss(hs) P; Qs
tvori funkéni hodnoty B-spline bazovych funkei 3. stupné N;3(u), ¢ = 0,...,5, pro jednotlivé
hodnoty h;, i = 0,...,5, z vektoru parametrizace:
Ny 3(h0) = —10.56-0+14.44-0—-6.58 - 0+ 1.00 = 1.00,
Nis(ho) = 25.15-0 — 25.66 - 0+ 6.58 - 0 = 0.00,
Ny s(ho) = —18.33-0+ 11.22-0 = 0.00,
N3 3(ho) = 3.74-0 = 0.00,
Ny3(ho) = 0,
Ns3(ho) = 0,
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>
=

= —10.56 - 0.223 4+ 14.44 - 0.22%2 — 6.58 - 0.22 + 1.00 = 0.14,
= 25.15-0.22% — 25.66 - 0.22? 4 6.58 - 0.22 = 0.48,
= —18.33-0.22% +11.22-0.22% = 0.34,

W w
>
=

w
>
=

>
w0

= —4.44-0.60% + 13.33 - 0.602 — 13.33 - 0.60 + 4.44 = (.29,
23.35 - 0.60% — 56.72 - 0.60% + 43.39 - 0.60 — 10.02 = 0.64,
— —33.04-0.60° + 68.25 - 0.60% — 44.64 - 0.60 + 9.43 = 0.07,

w

No

N

No

N3z(h1) = 3.74-0.22% = 0.04,

Nys(h1) = 0,

N53(h1) = 0,

Nos(ha) = —10.56 - 0.36% + 14.44 - 0.36> — 6.58 - 0.36 + 1.00 = 0.01,
Nis(hg) = 25.15-0.36% — 25.66 - 0.36% + 6.58 - 0.36 = 0.21,
Noz(hg) = —18.33-0.36% 4 11.22 - 0.36% = 0.60,

N33(hg) = 3.74-0.36% = 0.18,

Ny3z(h2) = 0,

N53(h2) = 0,

Nogs(hs) = 0,

Ni3s(hs) = 0,

No

N3

Ny

w
>
@

Ns3(h3) = 14.13 - 0.60% — 24.86 - 0.60% + 14.58 - 0.60 — 2.85 = 0.00,
3(ha) = 0,
3(ha) = 0,

3(hy) = —4.44-0.78% 4 13.33 - 0.78% — 13.33 - 0.78 + 4.44 = 0.05,

3(hy) = 23.35-0.78% — 56.72 - 0.78% 4 43.39 - 0.78 — 10.02 = 0.39,

3(hy) = —33.04-0.78° +68.25 - 0.78% — 44.64 - 0.78 + 9.43 = 0.46,

3(hy) = 14.13-0.78% — 24.86 - 0.78% + 14.58 - 0.78 — 2.85 = 0.10,
hs) = 0,

3(hs) = 0,

>
ot

—4.44-1+13.33-1-13.33-1+4.44 = 0.00,
= 23.35-1-56.72-1+43.39-1 - 10.02 = 0.00,
—33.04-1+68.25-1—44.64-1+ 9.42 = 0.00,
= 14.13-1—-24.86-1+14.58-1— 2.85 = 1.00.

w

w
>
&

>
o

w

w
P R e e e e T e e e s e e e e e e e e e e e e e e N e e e
ot w
N N e e e e e e e e e e e e e S e T e e N e N e T N e N N N

zzzzzzzzzzzz

w

Vypoctené hodnoty jsou oznaceny symbolem e v barvé prislusné funkce na obr. B.1, kde jsou
zobrazeny grafy B-spline bazovych funkci 3. stupné pro prostou interpola¢ni B-spline kiivku.
Resenim soustavy rovnic

1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 P (0,0)
0.14 0.48 0.34 0.04 0.00 0.00 P, (1,3)
0.01 0.21 0.60 0.18 0.00 0.00 P | | 22
0.00 0.00 0.20 0.64 0.07 0.00 | | Ps | | (5.4
0.00 0.00 0.05 0.39 0.46 0.10 P, (6,2)

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 Ps (5,—1)
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Obr. B.1: B-spline bazové funkce 3. stupné prosté interpolac¢ni B-spline ktivky

jsou nasledujici fidici body prosté interpola¢ni B-spline kfivky:

Py, = (0.00, 0.00),

P, = (0.81, 6.44),

P, = (1.04, —0.95),

P3; = (6.66, 6.85),

Py = (6.16, —1.19),

P5 = (5.00, —1.00). (B.2)

B.2.2 Analyticka reprezentace prosté interpolac¢ni B-spline kiivky

Vektorova rovnice prosté interpolacni B-spline kfivky 3. stupné
5
C(u) = Z Ni,g(u)Pi = N073(U)P0+N173(U)P1 +N273(U)P2+N3,3(U)P3+N473(U)P4+N573(U)P5
i=0

je na jednotlivych aktivnich uzlovych roztecich nasledujici:
e u € [0,0.46):

C(u) = (—10.56u> + 14.44u® — 6.58u + 1.00) - (0.00, 0.00) +
(25.14u> — 25.66u> + 6.58u) - (0.81,6.44) +
+(—18.33u> + 11.22u?) - (1.04, —0.95) + 3.74u3> - (6.66,6.85) +
+0-(6.16,—1.19) + 0 - (5.00, —1.00) =
= (26.22u3 — 9.07u? + 5.31u, 205.10u> — 176.02u” + 42.40u),
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o u € [0.46,0.59):

C(u) = 0-(0.00,0.00) + (—22.28u> 4 39.19u? — 22.98u + 4.49) - (0.81,6.44) +
+(49.42u° — 81.42u% 4 42.23u — 6.42) - (1.04, —0.95) +
(—53.01u3 + 77.61u? — 35.38u + 5.38) - (6.66,6.85) +
(25.87u® — 35.38u” 4 16.13u — 2.45) - (6.16, —1.19) + 0 - (5.00, —1.00) =
= (—160.57u® 4 246.37u? — 111.13u + 17.69,
—584.44u> + 903.68u? — 449.77u + T4.78),

o ue[0.59,1]:

C(u) = 0-(0.00,0.00) +0-(0.81,6.44) 4 (—4.44u> 4 13.33u? — 13.33u + 4.44) - (1.04, —0.95) +
+(23.35u% — 56.72u® + 43.39u — 10.02) - (6.66, 6.85) +
+(—33.04u® + 68.25u2 — 44.64u + 9.43) - (6.16, —1.19) +
+(14.13u® — 24.86u? + 14.58u — 2.85) - (5.00, —1.00) =
= (18.02u® — 67.79u* 4 73.09u — 18.31, 189.22u3 — 457.30u* + 348.28u — 81.21).

Parametrické rovnice prosté interpola¢ni B-spline kiivky jsou nasledujici:

26.22u — 9.07u? + 5.31u, u € [0,0.46),
z(u) = ¢ —160.57u® + 246.37u? — 111.13u + 17.69, u € [0.46,0.59),
18.02u3 — 67.79u? + 73.09u — 18.31, u € [0.59,1].

(B.3)
205.10u3 — 176.02u? + 42.40u, u € [0,0.46),
y(u) = ¢ —584.44u3 + 903.68u? — 449.77u + 74.78, u € [0.46,0.59),
189.22u? — 457.30u? + 348.28u — 81.21, u € [0.59,1].

Graf prosté interpola¢ni B-spline kiivky s parametrickymi rovnicemi (B.3), jakoz i tvar jejiho
fidiciho polygonu (B.2) je patrny z obr. B.2. Jednotlivé segmenty kiivky jsou odliSeny tloustkou
¢ary, body C(u4) a C(us), ve kterych dochazi k napojeni segmentti, jsou vyznaceny symbolem
o.

B.3 Prosta interpolacni NURBS krivka

Racionalni bazové funkce prosté interpolaéni kfivky jsou odlisné od racionalnich bazovych funkci
aproximacni kiivky, nebot diky jinému principu konstrukce vah jsou vahy fidicich bodu prosté
interpola¢ni NURBS kfivky odlisné od vah fidicich boda aproximacni NURBS kfivky.

B.3.1 Té&zistové vahy Fidicich bodt prosté interpolaéni NURBS kiivky

Vv

1 1 .
T=c ;Qi = 21(0,0) + (1,3) + (2,2) + (5,4) + (6,2) + (5,~1)] = (3.7, 167).
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Obr. B.2: Prosta interpolacni B-spline kiivka

Tézistové vahy dle (5.21) jsou potom:

wo = /|]QoT| = V/(3.17 - 0)2 + (1.67 — 0)2 = 1.8
w; = /|QiT| = V(317 —1)2+ (1.67 - 3)2 = 1.6
wy = /|QaT| = /(317 —2)2 + (1.67 —2)2 = 1.1
w3 = /|Q3T| = /(317 = 5)2 + (1.67 —4)2 = 1.7
wy = /|Q4T| = /(317 —6)2 + (1.67—2)2=1.6
ws = /|QsT| = V/(3.17 - 5)2 + (1.67 +1)2 = 1.8

(B.4)

tedy
(1.89, 1.60, 1.10, 1.72, 1.69, 1.80).

W = (wo, w1, w2, w3, ws, ws) =

B.3.2 Racionalni bazové funkce prosté interpolacni NURBS krivky

Dosadime-li do (2.3) p = 3, obdrzime vztah pro urceni racionalnich bézovych funkeci 3. stupné
(A.4). Jmenovatel N rovnice (A.4) mé na jednotlivych aktivnich uzlovych rozteéich tvar:

e u € [0,0.46)

N = (—10.56u® + 14.44u? — 6.58u + 1.00) - 1.89 + (25.15u
+(—18.33u> +11.220%) - 1.10 + 3.74u> - 1.724+0-1.69 + 0 - 1.80 =

3 — 25.66u + 6.58u) - 1.60 +

= 6.39u% — 1.26u% — 1.95u + 1.89,
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o u € [0.46,0.59)

N =

e u € [0.59,1]:

N

+
+

(
(

0-1.89 4 (—22.28u> + 39.19u? — 22.98u, + 4.49) - 1.60 +

+(49.42u3 — 81.42u? + 42.23u — 6.42) - 1.10 +
+(—53.01u> + 77.61u* — 35.38u + 5.38) - 1.72 +

+(25.87u® — 35.38u% 4+ 16.13u — 2.45) - 1.69 + 0 - 1.80 =
—928.72u3 4 46.76u> — 23.84u + 5.22,

+(14.13u® — 24.86u> + 14.58u — 2.85) - 1.80 =
= 4.95u® — 12.47u> + 10.89u — 1.57.

0-1.8940-1.60 + (—4.44u> 4 13.33u* — 13.33u + 4.44) - 1.10 +
23.35u> — 56.72u? + 43.39u — 10.02) - 1.72 +
—33.04u> + 68.25u? — 44.64u + 9.43) - 1.69 +

Nyni mtzeme pristoupit k vyjadireni raciondlnich bazovych funkci prosté interpola¢ni NURBS

kiivky.

¢

¢

(—10.56u® + 14.44u? — 6.58u + 1.00) - 1.89 .

6.39u3 — 1.26u? — 1.95u + 1.89

. —19.97u? + 27.31u® — 12.45u + 1.89
6.39u — 1.26u> — 1.95u + 1.89

0-1.89 _
—928.72u3 + 46.76u2 — 23.84u + 5.22

0-1.89 _
4.95u3 — 12.47u2 + 10.89u — 1.57

0,

(25.15u® — 25.66u” + 6.58u) - 1.60 .
6.39u3 — 1.26u2 — 1.95u + 1.89

. 40.11u® — 40.93u? + 10.50u
~ 6.39u® — 1.26u? — 1.95u + 1.89’

(—22.28u® 4 39.19u? — 22.98u + 4.49) - 1.60 .

0,

—28.72u3 + 46.76u? — 23.84u + 5.22

. —35.53u’ + 62.51u” — 36.65u + 7.16
© —28.72u3 + 46.76u2 — 23.84u + 5.22°

0-1.60 _
4.95u3 — 12.47u2 + 10.89u — 1.57

0,

u € [0,0.46),

u € [0.46, 0.59),

u € [0.59, 1],

u € [0,0.46),

u € [0.46, 0.59),

u € [0.59, 1],
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~ Nys(wwy

\

(—18.33u® +11.22¢%) - 1.10 .
6.39u3 — 1.26u2 — 1.95u + 1.89

B —20.19u° + 12.36u°
T 6.39u3 — 1.26u2 — 1.95u + 1.89°

(49.42u3 — 81.42u? + 42.23u — 6.42) - 1.10 .
—928.72u3 + 46.76u2 — 23.84u + 5.22

. 54.43u3 — 89.69u? + 46.52u — 7.07
 —28.72u3 + 46.76u? — 23.84u + 5.22

(—4.44u® +13.33u? — 13.33u + 4.44) - 1.10 .
4.95u3 — 12.47u? + 10.89u — 1.57 N

. —4.89u? + 14.68u* — 14.68u + 4.89
4.95u® — 12.47u? 4 10.89u — 1.57

3.74u” - 1.72 N
6.39u3 — 1.26u2 — 1.95u + 1.89

N 6.44u°
©6.39u3 — 1.26u2 — 1.95u + 1.89

(—53.01u® + 77.61u* — 35.38u + 5.38) - 1.72 .
—28.72u8 + 46.76u? — 23.84u + 522

. 91.31u® — 133.69u? 4 60.94u — 9.26
- —28.72u 4 46.76u? — 23.84u + 5.22°

(23.35u® — 56.72u® + 43.39u — 10.02) - 1.72
4.95u — 12.47u2 + 10.89u — 1.57 B

. 40.22u% — 97.71u® + 74.74u — 17.26
~ 4.95u® — 12.47u? 4 10.89u — 1.57

0-2.01 0
6.39u3 — 1.26u2 — 1.95u + 1.89

(25.87u? — 35.38u? + 16.13u — 2.45) - 2.01 .
—28.72u3 + 46.76u2 — 23.84u + 5.22

. 43.69u® — 59.75u% + 27.27u — 4.14
- —28.72u 4 46.76u? — 23.84u + 5.22°

(—33.04u” + 68.25u% — 44.64u +9.43) - 2.01 .
4.95u% — 12.47u? + 10.89u — 1.57 B

. —55.80u” + 115.28u* — 75.40u + 15.92
~ 4.95u® —12.47u? 4+ 10.89u — 1.57 '

u € [0,0.46),

u € [0.46, 0.59),

u € [0.59,1],

u € [0,0.46),

u € [0.46,0.59),

u € [0.59, 1],

u € [0,0.46),

u € [0.46,0.59),

u € [0.59, 1],
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0-1.80
=0, € [0,0.46),
6.39u5 — 1.26u2 — 1.95u + 1.89 u € [0,0.46)
0-1.80
=0 € [0.46,0.59
Nsg(wws | —2872u +46.76u2 — 23.84u+ 522 [0.46,0.59),

(14.13u? — 24.86u? + 14.58u — 2.85) - 1.80 .
4.95u% — 12.47u? +10.89u — 1.57

. 25.420% — 44.72u + 26.22u — 5.13
T 4.9503 — 12.47u? + 10.89u — 1.57

u € [0.59,1].

Pribéh racionélnich bazovych funkci je patrny z obr. B.3.
14
Ry

i
|
|
|
|
1
J?:\}33

3

0.87

064

0.4

0.21

0 02
hg hl

Obr. B.3: Racionélni bazové funkce 3. stupné prosté interpola¢ni NURBS kfivky

B.3.3 Ridici body prosté interpolaéni NURBS kiivky

Sestavime soustavu (4.7) rovnic pro vypocet fidicich boda prosté interpolac¢ni NURBS kiivky.
Prvky matice soustavy jsou funkéni hodnoty raciondlnich bazovych funkei uréenych v sekci B.3.2

v jednotlivych hodnotach h;, ¢ =0,...,5, z vektoru parametrizace.
Ro3(ho) Ris(ho) Ras(ho) Rss(ho) Ras(ho) Rss(ho) Py Qo
Ros(h1) Ris(h1) Ras(h1) Rss(h1) Ras(h1) Rss(hi) Py Qi
Ro3(h2) Ris(h2) Ra23(ha) R3sz(hg) Ras(h2) Rss3(h2) | P | Q
Ro3(h3) Ri3(hs) R23(hs) R3sz(hg) Ras(hs) Rss3(hs) P3 N Q3
Ro3(ha) Ri3(ha) R23(ha) R33(ha) Ras(ha) Rs3(ha) Py Q4
Ro3(hs) Ris(hs) R23(hs) R3sz(hs) Ras(hs) Rss3(hs) Ps Qs
Vypocteme potiebné funkéni hodnoty racionalnich bazovych funkei R;3(u), ¢ = 0,---,5

pro hodnoty parametru h;, i = 0,--- ,5, dostfedivého vektoru parametrizace (na obr. B.3 jsou
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znézornény symbolem e v barvé prislusné funkce).

~19.97-04-27.31-0 — 12.45-0 + 1.89
Roa(ho) = =1.00
0.3(ho) 6.39-0—1.26-0—1.95-0+ 1.89 ’

40.11-0 — 40.93 -0 + 10.50 - 0
Ry3(hg) = = 0.00,
13(70) 6.39-0—1.26-0—1.95-0+ 1.89

—20.19-0+12.36-0

Ro3(hg) = — 0.00
2:3(h0) 6.39-0—1.26-0—1.95-0+ 1.89 ’
6.44-0
Rs3(ho) = = 0.00
3.3(ho) 639-0—-1.26-0—1.95-0+ 1.89 ’
R43(ho) = 0,
Rs3(ho) = 0,
—19.97-0.223 +27.31-0.222 — 12.45-0.22 + 1.89
— ~0.1
Ros(h) 6.39-0.223 — 1.26-0.222 — 1.95 - 0.22 + 1.89 018,
40.11-0.223 — 40.93 - 0.222 + 10.50 - 0.22
_ = 0.51
Ry s(h) 6.39-0.223 — 1.26 - 0.222 — 1.95 - 0.22 + 1.89 0-51,
—20.19 - 0.223 + 12.36 - 0.222
Ros(hy) = =~ 0.26
23(M) 6.39-0.223 — 1.26 - 0.222 — 1.95 - 0.22 + 1.89 ’
6.44 - 0.223 .
Rys(hn) = 6390225 _1.26. 022 _1.05. 0221180 0%
R4,3(h1) =0
R5,3(h1) =0
—19.97-0.36% +27.31 - 0.362 — 12.45 - 0.36 + 1.89
Ro3(hy) = - 0.01
03(h2) 6.39-0.36% — 1.26 - 0.362 — 1.95 - 0.36 + 1.89 ’
40.11 - 0.36% — 40.93 - 0.362 + 10.50 - 0.36
hy) = = 0.2
Rus(he) = Go0 0363 — 1.26. 0.362 — 1.95 . 0.36 189 0%
—20.19 - 0.36% + 12.36 - 0.362
hy) = = 0.
Ry 3(h2) 6.39-036° — 1.26.0.36? — 1.95.036 + 1.89 _ °"
6.44 - 0.363
_ = 0.24
Ry 3(h2) 6.39-036° — 1.26-0.36 — 1.05.036 1 1.89 _ 2%
Ry3(h2) = 0,
Rs3(h2) = 0,
Ro3(h3) = 0,
Ri3(h3) = 0,
—4.89-0.60% + 14.68 - 0.602 — 14.68 - 0.60 + 4.89
Ros(hs) = + 209 .21,

4.95-0.60% — 12.47 - 0.602 + 10.89 - 0.60 — 1.57

Raa(ha) = 40.22 - 0.60° — 97.71 - 0.60% + 74.74 - 0.60 — 17.26 . 01
33V T T 405.0.60% — 12.47 - 0.602 + 10.89-0.60 — 1.57

Ruslha) = —55.80 - 0.60 + 115.28 - 0.602 — 75.40 - 0.60 + 15.92 . 0.08
L3V T T4 05.0.603 — 12.47-0.602 + 10.89-0.60 — 1.57

25.42 - 0.60% — 44.72 - 0.60? + 26.22 - 0.60 — 5.13 .
4.95-0.603 — 12.47 - 0.60% + 10.89 - 0.60 — 1.57

0,
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Ry 3(ha) = 0,
Ry 3(ha) = 0,

—4.89-0.78% + 14.68 - 0.78%2 — 14.68 - 0. 4.
Ros(ha) = 89-0.78% +14.68 - 0.78 68 -0.78 + 89£0.037

4.95-0.78% — 12.47-0.782 + 10.89 - 0.78 — 1.57

Raa(he) — 40.22-0.78% — 97.71-0.78% + 74.74 - 0.78 — 17.26 . 0.40
B3V T T4 95.0.783 — 12.47-0.782 + 10.89-0.78 — 1.57

Rus(hy) = —55.80 - 0.78% + 115.28 - 0.78% — 75.40 - 0.78 + 15.92 . 0.46
LT 495 0,783 — 1247 0.782 £ 10.89 - 0.78 — 1.57

25.42 - 0.78% — 44.72 - 0.782 + 26.22 - 0.78 — 5.13

Rs3(hy) = = 0.11
53(ha) 4.95-0.783 — 12.47-0.782 + 10.89 - 0.78 — 1.57 ’
Ro3(hs) = 0,
Ri3(hs) = 0,

—489-1+1468-1—14.68-1+4.
Ros(hs) = 89 -1+ 14.68 68 -1+ 4.89 _ o,

4.95-1-1247-1+10.89-1—1.57

40.22-1—97.71 -1+ 74.74 -1 — 17.26
Rs3(hs) = — 0.00
3.3(hs) 495-1—1247-1+1089-1— 1.57 ’

—55.80-1+115.28 -1 — 75.40 - 1 + 15.92
Rya(hs) = —=0.00
13(5s) 495-1—1247-1+10.89-1—1.57 ’

25.42-1—44.72-1+26.22-1—5.13
Rs 3(hs) = — 1.00.
53(h5) 495-1—1247-1+1089-1— 1.57

Resenim soustavy rovnic

1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 Py (0,0)
0.18 0.51 0.26 0.05 0.00 0.00 P, (1,3)
0.01 0.25 0.50 0.24 0.00 0.00 P, | | @22
0.00 0.00 0.21 0.71 0.08 0.00 | | P35 | | (5,4)
0.00 0.00 0.03 0.40 0.46 0.11 P, (6,2)
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 P; (5,—1)

jsou nasledujici ridici body prosté interpolacni NURBS kiivky:

P, = (0.00,0.00),

P, = (1.13,6.34),

P, = (0.54,—2.14),

P; = (6.12,6.33),

P, = (6.50,—0.79),
(

Ps; = (5.00,—1.00). (B.5)
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B.3.4 Analyticka reprezentace prosté interpolacni NURBS kiivky
Vektorova rovnice prosté interpolacni NURBS kiivky
5
C(u) = Z Ri,g (U)Pz = R073 (U)Po +R173 (U)Pl +R2’3 (U)PQ +R3’3(U)P3 +R4’3(U)P4+R5,3 (U)Pg,
i=0
m4 na jednotlivych aktivnich uzlovych roztecich tézistového uzlového vektoru (A.1) néasledujici

vyjadieni:
e u € [0,0.46):

1
C(u) = —19.97u® + 27.31u% — 12.45u + 1.89) - (0,0
(W) = 63008 — 12602 — 1.95u 1 1.89 I u Y u+1.89)-(0,0) +
+(40.12u3 — 40.93u® + 10.50u) - (1.13,6.34) +
(—20.19u3 + 12.36u?) - (0.54, —2.14) +

+6.440° - (6.12,6.33) + 0 - (6.50, —0.79) + 0 - (5, —1)] =

L[ T73.67u®—39.40u” +11.83u  338.13u® — 285.82u? + 66.51u
~ \6.39u3 — 1.26u2 — 1.95u + 1.89" 6.39u3 — 1.26u® — 1.95u + 1.89 )’

o u € [0.46,0.59):

1
987205 1 467647 — 23840 1 5.22 |
+(—35.53u® + 62.51u? + 7.16 — 36.65u) - (1.13,6.34) +

+(54.43u> — 89.69u® + 46.52u — 7.07) - (0.54, —2.14) +
+(91.31u® — 133.69u? + 60.94u — 9.26) - (6.12,6.33) +
+(43.69u” — 59.75u* — 4.12 4 27.24u) - (6.50, —0.79) + 0 (5, —1)] =

0-(0,0) +

C(u) =

Y

—285.48u3 + 451.75u? — 212.05u + 34.02
—28.72u3 + 46.76u? — 23.84u + 5.22

—953.97u3 + 1481.14u% — 738.93u + 122.38
—98.72u3 + 46.76u2 — 23.84u + 5.22 ’

o ue[0.59,1]:

1
C(u) = : - (1.13.6.
(W) = S 05u% —12.472 + 10.80u — 157 [0-(0,0) +0-(1.13,6.34) +

+(—4.89u> + 14.68u> — 14.68u + 4.89) - (0.54, —2.14) +
+(40.22u3 — 97.71u? + 74.74u — 17.26) - (6.12,6.33) +
+(—55.80u> + 115.28u? — 75.40u + 15.92) - (6.50, —0.79) +
+(25.42u” — 44.72u* + 26.22u — 5.13) - (5, —1)] =

N 7.99u? — 64.51u? 4 90.67u 283.65u® — 696.01u* 4 537.72u — 127.15
- \4.95u3 —12.47u? + 10.89u — 1.57"  4.95u® — 12.47u? + 10.89u — 1.57
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Parametrické rovnice prosté interpolacni NURBS ktivky maji tvar:
4

73.67u® — 39.40u? + 11.83u
4
6.39u? — 1.26u2 — 1.95u + 1.89’ u € [0,0.46),

3 2
p(u) = { —285.480 + 451.75u® — 212.05u + 34.02 046, 0.50
—98.720% + 46.760% — 23.84u 1 502 € (0:46,0.59),

7.99u3 — 64.51u2 + 90.67u we [059.1]
| 4.95u3 — 12.47u? + 10.89u — 1.57’ RASEE

(B.6)

338.13u® — 285.82u2 + 66.51u u € [0,0.46)
6.39u3 — 1.26u2 — 1.95u + 1.89’ D

3 2
yu) = { —953.97u + 1481.14u° —73893u+ 12238
98.72u% + 46.76u7 — 23.84u 4 5.22 € 10:46:0-59),

283.65u% — 696.01u2 + 537.72u — 127.15
- > , u € [0.59,1].
| 4.95u3 — 12.47u2 + 10.89u — 1.57

Graf prosté interpola¢ni NURBS kiivky 3. stupné s parametrickymi rovnicemi (B.6) spo-
leéné se jejim Fidicim polygonem (B.5) je zobrazen na obr. B.4. Segmenty kiivky jsou odliSeny
tloustkou ¢ary, body, ve kterych dochézi k napojeni segmentti, jsou vyznaceny symbolem <.

7_

v P, P;
: £
o b
H s
] ;g
i P
/i / l
51 ’ i
i

N
N

ra
I

Obr. B.4: Prosta interpola¢ni NURBS krivka
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Prostou interpola¢ni B-spline kiivku s parametrickymi rovnicemi (B.3), resp NURBS k#ivku
s parametrickymi rovnicemi (B.6) muZeme porovnat na obr. B.5, kde jsou nakresleny véetné
svych fidicich polygoni (B.2), resp. (B.5). B-spline kfivka a jeji fidici polygon je nakreslena
cervenou barvou, NURBS kfivka a jeji fidici polygon je nakreslena modrou barvou.

Obr. B.5: Prosta interpola¢ni B-spline (¢ervend) a NURBS (modra) kiivka
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B.4 Uzlova interpola¢ni B-spline krivka

Pro zadany pocet ramen defini¢niho polygonu n = 5 a stupen kiivky p = 3 je pocet ramen
fidiciho polygonu n = n+p—1 =5+ 3 — 1 = 7. Dostfedivy vektor parametrizace uzlové
interpolac¢ni kiivky je shodny s vektorem parametrizace prosté interpolacni kiivky (B.1). Protoze
je vektor parametrizace uzlové interpolac¢ni kiivky vybranou ¢éasti uzlového vektoru, je tvar
uzlového vektoru nyni nasledujici:

U= (UO,ul,UQ,Ug,U4,U5,u6,U7,u8,UQ,’LL10,U11) = (0,0,0,0,0.22, 0.36, 0.60, 0.78, 1, 1, 1, 1).

B.4.1 B-spline bazové funkce uzlové interpola¢ni B-spline kiivky

Vypocet B-spline bazovych funkci jiz nebudeme uvadét tak detailné jako v ptiloze A. Uvedeme
pouze vyjadfeni jednotlivych B-spline bazovych funkei a jejich grafy (obr. B.6 az obr. B.9).
B-spline bazové funkce nultého stupné maji nasledujici tvar:
No’o(u), Nl,()(u), N270(u) =0, ue [0, 1],
1, u €0,0.22),

Nso(u) =
0, u € [0.22,1],

0, u € [0,0.22),
Nyo(u) = < 1, u€[0.22,0.36),
0, u € [0.36,1],

0, u € [0,0.36),

Nspo(u) = ¢ 1, u € [0.36,0.60),

0, u € [0.60,1],

0, u € [0,0.60),

Neo(u) = < 1, u € [0.60,0.78),
0, u € [0.78,1],

0, u € [0,0.78),
1, ue[0.78,1],
ng(u), Ngyo(u), N1070(u) = 0, u e [0, 1].

N7o(u) =

B-spline bazové funkce 1. stupné maji nasledujici tvar:

Noa(u), Nig(u) = 0, u e [0,1],
_458u+ 1, ue0,0.22),

NQJ(’U) =
0, u € [0.22,1],
4.58u, u € [0,0.22),
N3i1(u) = { —6.84u + 2.50, u € [0.22,0.36),

0, u € [0.36,1],
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0, u € [0,0.22),
| 6.84u —1.50, wu€[0.22,0.36),
Nyi(u) =
—4.29u + 2.56, u € [0.36,0.60),
L 0, u € [0.60, 1],
0, u € [0,0.36),
o] 4294 —1.56, u € [0.36,0.60),
N5,1(u) =
—5.44u + 4.25, u € [0.60,0.78,
L 0, u € [0.78,1],
0, u € [0,0.60),
Nea(u) = § 5.44u —3.25, u € [0.60,0.78),
| —4.58u +4.58, u € [0.78,1],
| o, u € [0,0.78),
N7i(u) =

4.58u — 3.58, u € [0.78, 1],
NSl(u)y N9l(u) =0, ue [05 1]

) )

.- Nig Nan N7g N, Nsa N7y
[ i | | i i i
| | | | | | | |
o I A \
I | | | | [ | | |
| | | | I I\ | | !
Lh:y I I I I I AR I /
L I A '/ A
I | | | | Loy I | I,I'I
| | | | | | || | |
05 ! ! ! ! ! T Y
I I I I I Loy Ly
I | | | | Log | ,/
o I A N
0.4 . | | | A -
o | | | an -
! . | Ry N
| | | | | | | |
02 o I Ty |
I | | | | [ \I 1
| | | | | | ||| |z
I | | | | | | 1]
u N |
o O O o O 5 & b & b &
0 0.2 0.4 06 08 1 1 0 0.2 0.4 06 08 o1
:II'D :Ih }Fz }F3 }F4 }F5 }FD }h }fz }F3 }Fq }F5

Obr. B.6: B-spline bazové funkce nultého stupné  Obr. B.7: B-spline bazové funkce 1. stupné
B-spline bazové funkce 2. stupné maji nasledujici tvar:

N()yg(u) =0, ue [0, 1]
20.95u? — 9.15u + 1, u € [0,0.22),

leg(u) =
0, u € [0.22, 1],
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—33.51u% + 9.15u, u € [0,0.22),
Noa(u) = < 18.78u% — 13.69u 4 2.50, u € [0.22,0.36),
L 0, u € [0.36, 1],
([ 12.56u2, u € [0,0.22),
) —36.82u? + 21.57u — 2.36, u € [0.22,0.36),
Niza(u) =
11.30u? — 13.51u + 4.04, u € [0.36,0.60),
0, u € [0.60, 1],
0, u € [0,0.22),
18.04u% — 7.88u +0.86,  u € [0.22,0.36),
Nyo(u) = ¢ —21.58u? + 21.01u — 4.40, u € [0.36,0.60),
13.05u% — 20.41u + 7.97, u € [0.60,0.78),
0, u € [0.78,1],
0, u € 10,0.36),
~ | 10.28u? — 7.50u + 1.37, u € [0.36,0.60),
Nsa(u) =
—26.59u? + 36.59u — 11.81, u € [0.60,0.78),
11.38u? — 22.76u + 11.38, u € [0.78,1],
0, u € [0,0.60),
Neo2(u) = < 13.54u® —16.18u +4.84,  u € [0.60,0.78),
| —32.33u? +55.51u — 23.18, u € [0.78, 1],
Noa(u) = 0, u € [0,0.78),

20.95u? — 32.75u + 12.80, u € [0.78,1],
N&Q(’U,) =0, ue [0, 1]

B-spline bazové funkce 3. stupné maji nasledujici tvar:

—95.91u? + 62.86u> — 13.73u + 1, u € [0,0.22),

No’g(u) =
0, u € [0.22,1],
187.83u? — 100.53u> + 13.73u, u € [0,0.22),
Nig(u) = § —51.50u® + 56.33u? — 20.53u + 2.50, u € [0.22,0.36),
0, u € [0.36,1],
[ —112.92u3 + 37.67u2, u € [0,0.22),
Noa(u) = 113.09u3 — 110.46u> + 32.36u — 2.36, u € [0.22,0.36),
2,3(u) =
—18.90u® + 33.90u? — 20.27u + 4.04, u € [0.36,0.60),
0, u € [0.60, 1],
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21.00u3, € [0,0.22),
—93.63u® + 75.13u? — 16.41u + 1.20, u € [0.22,0.36),
N3gz(u) = { 57.23u® — 89.86u? + 43.71u — 6.11,  u € [0.36,0.60),
—23.18u? + 54.36u® — 42.48u + 11.07, u € [0.60,0.78),
L0, € [0.78,1],
(
0, € [0,0.22),
32.04u3 — 21.00u? + 4.59u — 0.33, € [0.22,0.36),

65.03u3 — 140.73u? 4 98.25u — 21.68, u € [0.60,0.78),

e [0,
€

Nys(u) = § —54.51u + 73.66u? — 29.92u + 3.86, u € [0.36,0.60),
[

~17.91u3 + 53.74u% — 53.74u + 17.91, u € [0.78,1],

0, € [0,0.36),
Ny a(u) = 16.18u?® — 17.69u? + 6.45u — 0.78, € [0.36,0.60),
53(u) =
—75.50u3 + 146.73u® — 91.85u + 18.81, u € [0.60,0.78),
98.31u — 260.79u? + 226.65u — 64.17, u € [0.78,1],
0, u € [0,0.60),
Ngs(u) = ¢ 33.66u — 60.36u2 + 36.09u — 7.19, u € [0.60,0.78),
| —176.31u3 + 431.93u? — 348.66u + 93.04, u € [0.78, 1],
0, u € [0,0.78),
Nrs(u) =

95.91u® — 224.87u2 + 175.75u — 45.78, u € [0.78,1].

0.4 . . i) _
hg :IJ'D }?1 hg }?3 }?4 }?5
Obr. B.8: B-spline bazové funkce 2. stupné Obr. B.9: B-spline bazové funkce 3. stupné

ol !:“:C_______________________________
wom
.
e
.
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B.4.2 Ridici body uzlové interpola¢ni B-spline kiivky

Ridici body uzlové interpolaéni kiivky jsou fesenim soustavy (4.24):

Noa(ho) Ni13(ho) Naz(ho) Nzs(ho) Nas(ho) Nsz(ho) Nes(ho) N73(ho) Py
Noga(h1) Nis(h1) Naz(h1) Nzg(h1) Nas(h1) Nsz(hi) Nes(h1) Nzz(hi) Py
Noga(h2) Nis(h2) Naz(hz) Nzg(ha) Nas(h2) Nsz(hz) Nes(he) N7z(hz) P,
Nos(hs) Nis(hs) Nags(hs) Nzs(hs) Nas(hs) Nss(hs) Nes(hs) Nzs(hs) P3|
Noa(ha) Ni3(hs) Noz(ha) Nzgz(ha) Nas(ha) Nsz(ha) Nes(ha) N7z(ha) P, |
Nos(hs) Nis(hs) Nas(hs) Nzs(hs) Nas(hs) Nss(hs) Nes(hs) Nzs(hs) Ps
Ng3(ho) Nigz(ho) Njs(ho) N3gs(ho) Nis(ho) Ngs(ho) Nes(ho) N7 s(ho) Pg
Nys(hs) Nig(hs) Nas(hs) Nis(hs) Njs(hs) Ngs(hs) Ngs(hs) Niz(hs) P;

~(Q Qi Q Q: Qi Qs % Q) -

Prvky prvnich péti fadk matice soustavy tvori funkéni hodnoty B-spline bazovych funkci

Ni3(u), i =0,...,7, v jednotlivych hodnotach parametru h;, i =0,...,5, z vektoru parametri-
zZace:
Nos(ho) = —95.91-0+62.86-0— 13.73 -0+ 1 = 1.00,
Ni3(ho) = 187.83-0 —100.53 -0 + 13.73 - 0 = 0.00,
Nas(hg) = —112.92-0+ 37.67 - 0 = 0.00,
N33(ho) = 21.00-0 = 0.00,
Nys(ho), ..., Nys(ho) = 0,
Nos(h1) = 0,
Nis(h1) = —51.50-0.22% 4+ 56.33 - 0.22% — 20.53 - 0.22 + 2.50 = 0.16,
Naos(h1) = 113.09-0.22° — 110.46 - 0.22% + 32.36 - 0.22 — 2.36 = 0.62,
N3z(h1) = —93.63-0.22% + 75.13 - 0.22% — 16.41 - 0.22 + 1.20 = 0.21,
Nys(h1) = 32.04-0.22° — 21.00 - 0.22% + 4.59 - 0.22 — 0.33 = 0.00,
Ns3(h1),...,N73 = 0,
0,

Noz(hg) = —18.90-0.36% 4 33.90 - 0.36% — 20.27 - 0.36 + 4.04 = 0.24,
N33(hg) = 57.23-0.36% — 89.86 - 0.36% 4 43.71 - 0.36 — 6.11 = 0.66,
Nys(ha) = —54.51-0.36% 4 73.66 - 0.36% — 29.92 - 0.36 + 3.86 = 0.10,
Ns3(he) = 16.18-0.36% — 17.69 - 0.36% + 6.45 - 0.36 — 0.78 = 0.00,
Ng,3(h2), N73(ha) = 0,
Nos(ha), ..., Na =0,
N33(h3) = —23.18-0.60% + 54.36 - 0.60% — 42.48 - 0.60 + 11.07 = 0.14,

= 65.03 - 0.60° — 140.73 - 0.60> + 98.25 - 0.60 — 21.68 = 0.65,
= —75.50 - 0.60° + 146.73 - 0.60° — 91.85 - 0.60 + 18.81 = 0.21,
= 33.66 - 0.60° — 60.36 - 0.60° + 36.09 - 0.60 — 7.19 = 0.00,

= 0’

=z
w
~—
>
[\
N—
=
w
G
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=0,

(ha)

Nys(hg) = —17.91-0.78% + 53.74 - 0.78% — 53.74 - 0.78 + 17.91 = 0.19,

Nss(hg) = 98.31-0.78% — 260.79 - 0.78 4 226.65 - 0.78 — 64.17 = 0.60,

Ngs(hg) = —176.31-0.78" + 431.93 - 0.78% — 348.66 - 0.78 + 93.04 = 0.21,

Nrs(hy) = 95.91-0.78% — 224.87-0.78% + 175.75 - 0.78 — 45.78 = 0.00,
Nos(hs), ..., Nys(hs) = 0,

Nis(hs) = —17.91-1+53.74-1—53.74 - 1+ 17.91 = 0.00,

Nss(hs) = 98.31-1—260.79 - 1 + 226.65 - 1 — 64.17 = 0.00,

Ngs(hs) = —176.31-1+431.93 -1 — 348.66 - 1 + 93.04 = 0.00,

Nrs(hs) = 95.91-1—224.87-1+ 175.75 -1 — 45.78 = 1.00.

Prvky ptredposledniho, resp. posledniho fadku matice soustavy jsou podle (4.60):

Ny z(ho) = —54 = —% = —13.73,
N 3(ho) = 54 = 03@ = 13.73,
Nﬁ,s(ho)a--wNé,s(hO) =0,
resp.
Nos(hs), ..., Ng3(hs) = 0
Ng3(hs) = 1= im_4 =1 —32).78 = —13.73,
Ny 3(hs) = 5 5 = 13.73.

1—tmas 1-078
TéZnicové krajni teéné vektory
Teény vektor Qp v po¢ateénim bodé definiéniho polygonu vypoéteme dle (5.12):

(A —Qo) (Q1— Qo) |QoQ1|
1QoQ1? |QoA|’

1
0= [Qo—A+2

(Q1 — Qo)
kde 1 1

A =35 (P1+Py) =5[(1,3)+(2,2)] = (1.5,2.5).
Potom je teény vektor v pocatec¢nim bodé defini¢niho polygonu

% = 553 {(o, 0) - (1.5,2.5) 4 2L5 =0 '(51_—0()’3 - g:)g) B0 1,3 - 0, o)]} -

- V/(1-0)2+(3-0)?
V(1.5 = 0)2 + (2.5 — 0)2

= (1.49, 14.40).

Teény vektor Qf v koncovém bodé definiéniho polygonu vypoéteme dle (5.17):

(B-Q5) (Qs — Qu) 1Q4Qs5|
1Q4Qs5/? BQs|’

1
Q= —— |-Q+B+2
1—up1—4

- Q)
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kde
B = (Ps+Ps) = 5[(5,4) +(6,2)] = (5.5,5)

Potom je teény vektor v koncovém bodé defini¢niho polygonu

Q = (g7 {0~ + 559+ 222D CLIE BT 5 ) - 6}
— 62+ (—1—9)2
. \/(S_ 52)2—:_((_11 +2;)2 = (—7.18,—-12.57).
Nyni mtzeme vyTesit soustavu rovnic

1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 Py (0,0)

0.00 0.16 0.62 0.21 0.00 0.00 0.00 0.00 P, (1,3)

0.00 0.00 0.24 0.66 0.10 0.00 0.00 0.00 P, (2,2)

0.00 0.00 0.00 0.14 0.65 0.21 0.00 0.00 Ps [ (5,4)

0.00 0.00 0.00 0.00 0.19 0.60 0.21 0.00 . P, B (6,2) 7

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 P; (5,—1)

—13.73 13.73 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 Pg (1.49,14.40)

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 —13.73 13.73 P, (—7.18,—-12.57)

abychom ziskali nasledujici fidici body uzlové interpola¢ni kiivky:

Py = (0.00,0.00),
P; = (0.11,1.05),
P, = (0.91,4.35),
Ps; = (1.90,0.62),
Py = (5.24,5.49),
P; = (6.40,1.64),
Pg = (5.52,-0.08),
P; = (5.00,—1.00). (B.7)

B.4.3 Analyticka reprezentace uzlové interpolac¢ni kiivky

Vektorova rovnice uzlové interpola¢ni B-spline kfivky 3. stupné

7
=0

= Noa(uw)Po + Ny z(u)P1 + Noz(u)Pa + N3 3(u)P3 +
+N473(u)P4 + N5,3(u)P5 + Nﬁ’g(U)PG + N7,3(U)P7

ma na jednotlivych aktivnich uzlovych rozteéich dostiedivého uzlového vektoru (B.4) nasledujici
tvar:



PRILOHA B: KONSTRUKCE INTERPOLACNI NURBS KRIVKY 202

e u € [0,0.22):

C(u) = (—95.91u3 + 62.86u> — 13.73u + 1) - (0,0) +
+(187.83u® — 100.53u* + 13.73u) - (0.11,1.05) +
+(—112.92u® + 37.67u?) - (0.91, 4.35) + 21.00u - (1.90,0.62) +
+0 - (5.24,5.49) + 0 - (6.40,1.64) + 0 - (5.52,—0.08) + 0 - (5, —1) =
= (—42.53u> + 23.43u” + 1.49u, —280.75u> + 58.29u” + 14.40u),

o u € [0.22,0.36):

C(u) = 0-(0,0) + (—51.50u + 56.33u> — 20.53u + 2.50) - (0.11,1.05) +
+(113.09u — 110.46u? + 32.36u — 2.36) - (0.91,4.35) +
+(—93.63u> + 75.13u? — 16.41u + 1.20) - (1.90,0.62) +
+(32.04u® — 21.00u? + 4.59u — 0.33) - (5.24,5.49) +
+0-(6.40,1.64) +0 - (5.52,—0.08) + 0 - (5, —1) =
= (87.10u® — 61.53u? + 20.05u — 1.35, 555.40u> — 489.72u> + 134.12u — 8.72),

e u € [0.36,0.60):

C(u) = 0-(0,0)+0-(0.11,1.05) + (—18.90u> + 33.90u> — 20.27u + 4.04) - (0.91,4.35) +
+(57.23u® — 89.86u? + 43.71u — 6.11) - (1.90, 0.62) +
+(—54.51u 4 73.66u — 29.92u + 3.86) - (5.24, 5.49) +
+(16.18u® — 17.69u* + 6.45u — 0.78) - (6.40,1.64) +
+0 - (5.52,—0.08) + 0 - (5, —1) =
= (—=90.41u> + 132.60u® — 50.72u + 7.25, —319.43u> 4 467.06u? — 214.69u + 33.67),

e u € [0.60,0.78):

C(u) = 0-(0,0)40-(0.11,1.05) +0- (0.91,4.35) +
+(—23.18u® + 54.36u? — 42.48u + 11.07) - (1.90, 0.62) +
+(65.03u® — 140.73u% + 98.25u — 21.68) - (5.24,5.49) +
+(—75.50u> + 146.73u? — 91.85u + 18.81) - (6.40, 1.64) +
+(33.66u> — 60.36u” + 36.09u — 7.19) - (5.52, —0.08) + 0 - (5, —1) =
= (—0.50u® — 28.65u” 4 45.68u — 11.96, 215.95u> — 493.14u? + 359.35u — 80.72),

o uc[0.78,1]:

C(u) = 0-(0,0)+0-(0.11,1.05) + 0 - (0.91,4.35) + 0 - (1.90, 0.62) +
+(—17.91u® + 53.74u? — 53.74u + 17.91) - (5.24, 5.49) +
4(98.31u> — 260.79u? + 226.65u — 64.17) - (6.40,1.64) +
+(—176.31u° + 431.93u? — 348.66u + 93.04) - (5.52, —0.08) +
+(95.91u> — 224.87u? + 175.75u — 45.78) - (5, —1) =
= (40.97u® — 125.87u® + 121.66u — 31.76, —17.96u> + 55.29u* — 69.26u + 30.94).
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Parametrické rovnice uzlové interpolacni B-spline kfivky jsou:

—42.53u® + 23.43u? + 1.49u, u € [0,0.22),
87.10u3 — 61.53u? + 20.05u — 1.35,  u € [0.22,0.36),
r(u) = ¢ —90.41u3 + 132.60u? — 50.72u + 7.25, u € [0.36,0.60),
—0.50u® — 28.65u2 + 45.68u — 11.96, u € [0.60,0.78),
40.97u® — 125.87u? + 121.66u — 31.76, wu € [0.78,1],
(B.8)
—280.75u3 + 58.29u? + 14.40u), u € [0,0.22),
555.40u — 489.72u? + 134.12u — 8.72, u € [0.22,0.36),
y(u) = ¢ —319.43u + 467.06u> — 214.69u + 33.67), u € [0.36,0.60),
215.95u3 — 493.14u? 4 359.35u — 80.72), u € [0.60,0.78),
—17.96u® + 55.29u — 69.26u + 30.94), u € [0.78,1].

Tvar uzlové interpola¢ni B-spline kiivky s parametrickymi rovnicemi (B.8) véetné jejiho
fidictho polygonu (B.7) je zndzornén na obr. B.10.

.“ll
5_
Qs
44 :
Q %

2] /7 W= Q4

' Qu=Py . _ .
0 1 Z 3 ) 5 B v 7
11 Qs=

Obr. B.10: Uzlova interpola¢ni B-spline kiivka

Vsechny interpola¢ni kiivky vypoctené v této priloze miizeme porovnat na obr. B.11, kde
je Cervenou barvou nakreslena prostéd interpola¢ni B-spline kiivka s parametrickymi rovnicemi
(B.3) a jeji fidici polygon (B.2), modrou barvou je nakreslena prosté interpola¢ni NURBS kiivka
s parametrickymi rovnicemi (B.6) a jeji idici polygon (B.5) a koneéné zelenou barvou je nakres-
lena uzlové interpola¢ni B-spline kiivka s parametrickymi rovnicemi (B.8) a jeji fidici polygon
(B.7). Vétsi méfitko obrazku umozni lépe porovnat tvar kiivek a jejich Fidicich polygoni.
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Cervena),

-spline kiivka (¢
NURBS kiivka (modra),

éni

Obr. B.11: Prosta interpola
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prosté interpola
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