Plosny integral

Vypocet plosného integralu
skalarni funkce a vektorove
funkce na jednoduché hladké AN LR
ploSe tvaru (Casti) grafu funkce

dvou proménnych a na ploSe, jejiz

parametrizace je zadana.

Jednoduché priklady na pouziti
Gaussovy-Ostrogradskeho véty. :
Ulohy s geometrickou a fyzikalni =, |

aplikaci. /




Jednoducha hladka plocha

Necht I' (gama) je uzaviena jednoducha p.¢. hladka krfivka v E, a B = I' U Int I'. Necht P je spojité
zobrazeni B do E;. Predpokladejme, ze

a) P je prosté zobrazeni na B,

b) P ma spojité a omezené parcialni derivace P* a PV v B\K, kde K je nejvySe konecna mnozina
bodU, nachazejicich se na hranici I’ mnoziny B,

C) P* x PV # 3 v B\K.

Mnozinu vSech bodu P(u, v) pro [u, v] € B (tj. obor hodnot zobrazen P) pak nazyvame
jednoducha hladka plocha v E;. Zobrazeni P nazyvame parametrizace.
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Orientace jednoducheé hladke plochy, normalovy
vektor

Predpokladejme, ze P je parametrizace jednoduché hladké plochy o, definovana v mnoziné B c
E,. OznaCme X = P(u,v) pro [u,v] € B\K. Vektory P*(u,v) a P¥(u, v) jsou v bodé X tecné k plose
o a diky podmince vySe jsou linearné nezavislé. Jejich vektorovy soucin je kolmy k obéma z nich,
tudiz je také kolmy k ploSe. Délime-li vektorovy soucin jeho velikosti, ziskame jednotkovy vektor,
ktery je v bodé X kolmy Kk ploSe.

Plochu o mizeme orientovat tak, Ze na ploSe definujeme normalovy vektorn(tj. jednotkovy
vektor, kolmy k ploSe, ktery udava orientaci plochy o) bud' rovnici

_ PY(u,v)xP¥(u,v) v . . [ PY(u,v)XP"(u,v)
n = P P )] pro vsechna [u, v] € B\K, hebo rovnicin = PR P @)l

[u, v] € B\K. Je-li normalovy vektor n dan prvni rovnici, fikame, ze jednoducha hladka plocha o je
orientovana souhlasné s parametrizaci P. V opacnéem pripadé, kdy vektor n je definovan druhou
rovnici, fikame, ze jednoducha hladka plocha je orientovana nesouhlasné s parametrizaci P.

pro vSechna

Rikame, Ze jednoducha hladka plocha ¢ je orientovana souhlasné se svym okrajem C, pokud pfi
obéhu po krivce C ve sméru jeji orientace mame tu stranu plochy o, na kterou miri normalovy
vektor n, po levé ruce.



Plosny integral skalarni funkce
(plosny integral 1. druhu)

Necht ¢ je jednoducha hladka plocha v E; a P je jeji parametrizace definovana na mnoziné B ¢
E, do E;. Necht f je funkce, ktera je definovana a omezena na ploSe o. Existuje-li dvojny

integral [f,, f (P (u, v)) [[P*(u, v) X P”(u, v)||dudv, pak o funkci f fikame, Ze je integrovatelna na
ploSe o. Plosny integral funkce f na ploSe ¢ pak oznacujeme [ fa f dp a definujeme jej rovnici

[ fdp=[[, f(P(w,v)IP*(u,v) X P*(u,v)|ldudv

Integrovatelnost funkce f na jednoduché hladké plose ¢ a plosny integral f na ¢ jsou definovany
pomoci parametrizace P plochy ¢. Jednoducha hladka plocha ¢ vSak ma nekone¢né mnoho
ruznych parametrizaci. Lze vSak dokazat, ze jak existence, tak hodnota ploSného integrall f na
o nezavisi na volbé parametrizace plochy o.



Plosny integral skalarni funkce na jednoducheé p.c.
hladké plose

Necht o je jednoducha p.¢. hladka plocha v E5, ktera je slozena z jednoduchych hladkych ploch

a4, ..., 0. Necht f je funkce, ktera je omezena na ploSe o. Je-li f integrovatelna funkce na kazde z
ploch gy, ..., g,,, pak fikame, ze je integrovatelna na plose o. PloSny integral funkce f na ploSe ¢ pak
definujeme rovnici

ffafdp = Xic1 faif dp

Je-li o jednoducha p.¢. hladka plocha, pak Cislo, které je hodnotou integralu ff  dp, nazyvame
obsahem plochy o.

Postacujici podminka pro existenci plosného integralu skalarni funkce:

Je-li f spojita funkce na plose g, pak je na ¢ integrovatelna (ij. plosny integral [ fa f dp existuje).
Resp. Je-li ¢ jednoducha p.C. hladka plocha a funkce f je spojita na kazde z hladkych Casti plochy o,
pak f je integrovatelna na o.



Fyzikalni aplikace plosného integralu skalarni funkce

hmotnost télesa: m = [[|_p(x,y,z)dp,

- staticky moment:  vzhledem k roviné xy: my, = [ff_z-p(x,y,z)dp
vzhledem k roviné xz: my, = [f[_y - p(x,y,z)dp
vzhledem k roviné yz: m,,, = [[[_x-p(x,y,2z)dp

W waw \'4 m m m
« tézisté: x; = nzz, yr =% zp = n’;y

« moment setrvacnosti:

vzhledem K roviné xy: J,, = fffazz -p(x,y,z)dp || vzhledem k ose x: ], = fffa(yz + z2) - p(x,y,z)dp
vzhledem k roviné xz: J,, = [f|_y?-p(x,y,z)dp || vzhledemkose y:J, = [f| (x* +2z*)-p(x,y,z)dp
vzhledem k roviné yz: J,, = [f[ _x*-p(x,y,z)dp |l vzhledemkose z: ], = [f| (x* +y?) - p(x,y,2)dp
vzhledem k pocatku 0: Jo = [ff (x* +y* +2?) - p(x,y,2)dp



Plosny integral vektoroveé funkce
(plosny integral 2. druhu, tok vektorovéeho pole plochou)

Necht ¢ je jednoducha p.C. hladka plocha v E; a f je vektorova funkce, ktera je definovana a
omezena na plose o. Rikame, Ze vektorova funkce f je integrovatelna na plo3e o, je-li skalarni
funkce f - n integrovatelna na o. Integral [ fB f - ndp nazyvame plosny integral vektorove funkce
f rikame, ze je integrovatelna na ploSe o. PloSny integral funkce f na ploSe ¢ a oznacujeme jej
kratsim zpGsobem [f_f - dp.

Plosny integral vektorové funkce (= vektorového pole) f vyjadruje tok vektoroveho pole f
uvazovanou plochou. Tento integral se ¢asto nazyva plosny integral 2. druhu.

Normalovy vektor n nemusi existovat v téch bodech jednoduché p.¢. hladké plochy g, ve kterych
se stykaji jednotlivé hladké plochy, ze kterych je p.€. hladka plocha ¢ slozena. Takové body tvori
nejvyse kone¢né mnoho jednoduchych p.¢. hladkych krivek a existence ani hodnota plosného
integralu na chovani integrované funkce (pokud tato je omezena) na kone¢né mnoha krivkach
nezavisi.



Plosny integral vektorove funkce na jednoduche p.c.
hladké plose

Je-li vektorova funkce f integrovatelna na ploSe o, pak je integrovatelna i na plose —o a

JI_ f-dp=~[f f-dp.

PloSny integral vektorové funkce f = (U,V,W) na jednoduché hladké ploSe o muzeme vypocitat
pomoci parametrizace plochy o. Predpokladejme, ze P je takova parametrizace, definovanana
mnoziné B c E, . Pfedpokladejme dale, Zze plocha o je orientovana souhlasné s parametrizaci P.
Normalovy vektor v kazdém bodé P(u, v) plochy o, ktery odpovida [u, v] € B\K (tedy az na

qu

nékteré body na okraiji plochy o), Ize vyjadrit: n = ”iuipv”.

Uaf dp = j fo (P(w,v)) - (P*(u,v) X P¥(u,v)) dp

Potom plati:



Divergence a rotace vektorového pole

Symbolem V oznacCujeme vektorovy operator, nazyvany operator nabla
souradnicemi jsou postupné parcialni derivace podle x,ya z: V= (

* napriklad gradg = Vo = (Zi'gi’ ?;ﬁ)

A jehoz

ox’ oy’ az)'

Necht f = (U,V, W) je vektorove pole v oblasti D c E;. Divergenci f nazyvame skalarni
pole, které oznacujeme div f a které defanJeme rovnici

ow
d“’f—a%ﬁ -

(ve vSech bodech [x, y, z] € D, ve kterych ma prava strana smysl).

* Pomoci operatoru nabla muzeme divergenci zapsat: div f =V - f.
*V bodech, ve kterych je div f > 0, ma tudiz pole f zdroje kladné intenzity (tzv. zfidla).

Naopak, v bodech, ve kterych je div f < 0, ma pole f zdroje zaporné intenzity (tzv.
propady nebo nory)



Divergence a rotace vektorového pole

Necht f = (U,V, W) je vektorove pole v oblasti D c E;. Rotaci f nazyvame
vektorove pole, které oznacCujeme rot f a ktere definujeme rovnici

ow aVv 6U_6W aV_a_U
oy 0z’ 0z O0x dx Oy

(ve vSech bodech [x, y, z] € D, ve kterych ma prava strana smysl).

i j k

* Pomoci operatoru nabla Ize rotaci vyjadrit: rot f =V X f = aax aay aa
Z

u Vv W

* rot f(A) je vektor, jehoz skalarni soucin s jakymkoliv jednotkovym vektorem n
vyjadruje miru virivosti pole f v roviné, kolmé k n

- pole f ma v bodé A nejvétsi vifivost v roving, ktera je na vektor rot f(4) kolma



Gaussova-Ostrogradskeého véta

Predpokladejme, ze
a) vektorova funkce f ma spojite parcialni derivace v oblasti D c Ej;,
b) o je uzavrena p.¢. hladka plocha v D, orientovana smérem vné a takova, ze

Into c D.
Uf-dpz jffdivfdxdydz

Pak plati:
Into
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