Repetitorium

stredoskolské matematiky

Komplexni cisla



57 /I

Komplexni Cislo

" je to usporadana dvojice Cisel |a; b]

" pouziva se k reseni rovnic, kde D < 0, zobrazuje se v Gaussove
roviné
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Komplexni Cislo

" je to usporadana dvojice Cisel |a; b]

" pouziva se k reseni rovnic, kde D < 0, zobrazuje se v Gaussove
roviné

= velikost (resp. absolutni hodnota) komplexniho Cisla:
1z| = Va? + b2

= komplexni jednotka je takové Cislo, pro které plati: |z| = 1
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Komplexni Cislo - tvary

" algebraicky tvar komplexniho cisla:
Z = a + bi, kde i = imaginarni jednotka (v elektrotechnice se
znadi j), pro kterou plati i = —1
a = realnd cast, bi = imaginarni cast
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Komplexni Cislo - tvary

" algebraicky tvar komplexniho cisla:
Z = a + bi, kde i = imaginarni jednotka (v elektrotechnice se
znadi j), pro kterou plati i = —1
a = realnd cast, bi = imaginarni cast
" specialni pripady:
la; 0] = redlné Cislo, tedy R c C
|0; b] = ryze imaginarni Cislo
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Komplexni Cislo - tvary

" goniometricky tvar komplexniho Cisla:
z = |z|-(cosa +i-sina), a = argument komplexniho Cisla

" komplexné sdruzené Cislo k z:
Z=2z =a—bi
pro z a z plati:
Z-7z =a®*+ b? Zz+7=2a

VaZ 1% =7z
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Komplexni Cislo - tvary

" goniometricky tvar komplexniho Cisla:
z = |z|-(cosa +i-sina), a = argument komplexniho Cisla

" komplexné sdruzené Cislo k z:
Z=2z =a—bi
pro z a z plati:
Z-7z =a®*+ b? Zz+7=2a
Va2 + b2 =7z

" exponencialni tvar komplexniho Cisla:
z = |z|-e', tedy e'* = (cosa +i-sina)
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Komplexni Cislo - operace

" pro rovnost dvou komplexnich Cisel z; = a{ + bqi, z, = a, + byi
platl': Z1 = Zy — a, = da, &bl — b2
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Komplexni Cislo - operace

" pro rovnost dvou komplexnich Cisel z; = a{ + bqi, z, = a, + byi
platl': Z1 = Zy — a, = da, &bl — b2

" pro soucet (resp. rozdil) dvou komplexnich Cisel z; = a4 + b4,
Z, = Qo + byl plati: z; + z, = |a; £ a,; byEbs]
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Komplexni Cislo - operace

" pro rovnost dvou komplexnich Cisel z; = a{ + bqi, z, = a, + byi
platl': Z1 = Zy — a, = da, &bl — b2

" pro soucet (resp. rozdil) dvou komplexnich Cisel z; = a4 + b4,
Z, = Qo + byl plati: z; + z, = |a; £ a,; byEbs]

" pro soucin dvou komplexnich Cisel z; = a{ + bqi, z, = a, + byi
platl': Zq1 2y = [al Uy — b1 . bz, ag - bz + a, : bl]
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Komplexni Cislo - operace

" pro rovnost dvou komplexnich Cisel z; = a{ + bqi, z, = a, + byi
p|at|: Z1 = Zy — a, = da, &bl — b2

" pro soucet (resp. rozdil) dvou komplexnich Cisel z; = a; + b1, z,
=a, + byiplati: zy + 2z, =|aq  a,; by b,]|

" pro soucin dvou komplexnich Cisel z; = a{ + bqi, z, = a, + byi
plat|: Zq 2y = [al Uy — b1 . bz, ag - bz + a, : bl]

= pro podil dvou komplexnich ¢isel z;, = a; + b4i,z, = a, + b,i # 0
r 1 = aq 1L, Z7 2 2
Zy _ Z1'Z3 _ (aj-az+bq-by)+i-(az-by—aq-by)

plati: — =

Z9 ZZ'Z_Z a12+b22
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Komplexni Cislo - operace

" Moivreova veta:
pro kazdé a € R a kazdé n € Z plati:
(cosa+i-sina)"= cos(na) + i - sin(na)

" n-ta mocnina z komplexniho Cisla je:
z" = |z|" - (cos(na) + i - sin(na))
" n-ta odmocnina z komplexniho Cisla z je takové Cislo g, pro které
plati: g™ = z, najdeme je ve tvaru
n a+k-2m . . a+k-2m
qrx = +/lz| - (cos Fi-sin - ), kde k € {0,1, ...,n — 1}

n




Komplexni Cisla - aplikace

* Nasobeni komplexnich Cisel odpovida souctu uhlu a nasobeni délek, tj.
rotaci a zméneé meritka v roviné. Tento geometricky pohled je zakladem
pro kmitani, signaly i elektromagnetické jevy.

" 212y = 1iry[cos(@q + @2) + isin(@q + @)
Nasobenim Cislem z, otoCime bod z; kolem pocatku o uhel ¢,.
Soucasné natahneme nebo zmensime jeho vzdalenost od pocatku 74 na
r175. Jinymi slovy: Nasobeni komplexnim Cislem predstavuje rotaci o
dany uhel a zménu meéritka o dany faktor.

" nasobeni Cisté imaginarnim Cislem bod se otocCi 0 90° proti smeéru
hodinovych rucicek kolem pocatku



Komplexni Cisla - aplikace

Operace Geometricky ucinek Oblast
z-1 zadna zmeéna s s
Kmitani
z-(—1) otoceni 0 180°
Z-i otoceni o 90° Elektrotechnika
1 . :
7 5 zmenseni na polovinu

Lz f e o Grafika / 3D transformace
in/3 dvojnasobné zvétseni +

otoceni o 60°

Rizeni a stabilita

Jak se pouziva
Rotace e'®! predstavuje
harmonické kmity.

Nasobeni fazorem e'¥
posouva signal o fazi .

Rotace v roviné lze snadno
reprezentovat nasobenim
komplexnim Cislem.

Koreny v komplexni roviné
ukazuji uhly (frekvence) a
moduly (tlumeni) systému.

V Fizeni a stabilité (napf. automatické rizeni motoru, stabilita dronu) se zkoumaiji poly prenosové funkce, které jsou prave

koreny charakteristické rovnice v komplexni roviné.
Pokud vsechny pdly lezi v levé poloroviné (Re(s) < 0 - (systém je stabilni.
Pokud se néktery pél dostane do pravé poloroviny - systém nestabilni (kmity rostou).
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Komplexni Cisla - aplikace

" Pri navrhu filtrd, kmitavych systému nebo rizeni (napf. stabilita
systému) se komplexni koreny charakteristickych rovnic promitaji
do realného chovani systému — jejich realna cast urcuje tlumeni,
imaginarni ¢ast frekvenci kmitu.

= Kmitani Ize popsat jako rotaci v komplexni roviné: e!®t = cos(wt)
+ i - sin(wt), kde realna cast je skutecny kmit, imaginarni cast je
fazove posunuty kmit. Exponcencialni tvar vyrazneé zjednodusuje
diferencialni rovnice pro kmitani, tlumeni a elektromagnetické viny.



Komplexni Cisla - aplikace

" rozsireni komplexnich Cisel — kvaterniony:
q=w+x-i+y-j+z-k i*=j*=k*=ijk=-1

" kvaternion reprezentuje Cislo ve 4D prostoru (1 realna + 3 imaginarni
slozky)

" Popis orientace robotického ramene:
Kazdy kloub robota ma svoji orientaci vuci zakladné.
Ta se vyjadruje kvaternionem, protoze:

" se daji snadno kombinovat (nasobenim),
=" umoznuji plynulé interpolace mezi orientacemi,
" neakumuluji numerické chyby jako matice
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