
TROJNÝ INTEGRÁL

Fubiniova věta. Transformace do cylindrických 
souřadnic. Objem tělesa, výpočet mechanických 
charakteristik těles.
Výpočet trojných integrálů pomocí transformace do 
sférických souřadnic.



Výpočet trojného integrálu

Dělení kvádru a jeho norma:
Nechť 𝑎; 𝑏 , 𝑐; 𝑑 a 𝑟; 𝑠 jsou postupně uzavřené intervaly na souřadných osách
𝑥, 𝑦, 𝑧. Pak kartézský součin 𝐾 = 𝑎; 𝑏 × 𝑐; 𝑑 × 𝑟; 𝑠 je kvádrem v 𝐸3, jehož 
hrany jsou rovnoběžné se souřadnými osami 𝑥, 𝑦 nebo 𝑧.
Kvádr 𝐾 lze rozdělit sítí rovin rovnoběžných s rovinami 𝑥𝑦, 𝑥𝑧 nebo 𝑦𝑧 na 𝑛 dílčích
kvádrů 𝐾1, … , 𝐾𝑛. Systém těchto kvádrů nazýváme dělení kvádru 𝐾. Pojmenujeme-li
popsané dělení 𝐷, pak normou dělení 𝐷 nazýváme délku nejdelší ze všech hran 
kvádrů𝐾1, … , 𝐾𝑛. Normu dělení 𝐷 značíme 𝐷 . Jsou-li délky hran dílčích kvádrů 
𝐾1, … , 𝐾𝑛 rovny ∆𝑥1, ∆𝑦1, ∆𝑧1, … , ∆𝑥𝑛, ∆𝑦𝑛, ∆𝑧𝑛 můžeme normu 𝐷 vyjádřit:

𝐷 = max ∆𝑥1, ∆𝑦1, ∆𝑧1, … , ∆𝑥𝑛, ∆𝑦𝑛, ∆𝑧𝑛



Výpočet trojného integrálu
Riemannovy součty a jejich limita:
Předpokládejme, že 𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧) je omezená funkce na kvádru 𝐾 = 𝑎, 𝑏 × 𝑐, 𝑑 ×
𝑟, 𝑠 . Necht' 𝐷 je dělení kvádru 𝐾 na dílčí kvádry 𝐾1, … , 𝐾𝑛, označme délky hran 

kvádrů 𝐾1, … , 𝐾𝑛 postupně ∆𝑥1, ∆𝑦1, ∆𝑧1, … , ∆𝑥𝑛, ∆𝑦𝑛, ∆𝑧𝑛 Nechť 𝜈 je systém 
zvolených bodů 𝑍𝑖 ∈ 𝐾𝑖 (𝑖 = 1,… , 𝑛). Riemannovým součtem funkce 𝑓 na kvádru 
𝐾, odpovídajícím dělení 𝐷 a systému 𝜈 vybraných bodů 𝑍1, … , 𝑍𝑛, nazýváme součet

𝑠 𝑓; 𝐷; 𝜈 = σ𝑖=1
𝑛 𝑓(𝑍𝑖) ∙ ∆𝑥𝑖∆𝑦𝑖 ∆𝑧𝑖

Říkáme, že číslo 𝑆 je limitou Riemannových součtů 𝑠 𝑓; 𝐷; 𝜈 pro 𝐷 → 0+, 
jestliže ke každému danému ϵ > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé dělení 
𝐷 kvádru 𝐾 a pro každý zvolený systém 𝜈 platí: 

𝐷 < 𝛿 ⇒ 𝑠 𝑓; 𝐷; 𝜈 − 𝑆 < ϵ.

Píšeme: lim
𝐷 →0+

𝑠 𝑓; 𝐷; 𝜈 = 𝑆.



Výpočet dvojného integrálu pomocí Fubiniovy věty 

Trojný integrál na obdélníku:
Jestliže limita lim

𝐷 →0+
𝑠 𝑓; 𝐷; 𝜈 = 𝑆 existuje, pak číslo 𝑆 nazýváme trojným 

integrálem funkce 𝑓 na kvádru 𝐾. Integrál obvykle značíme 

𝐾׮
𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 nebo ׮𝐾

𝑓 𝑑𝑥𝑑𝑦 𝑑𝑧

Jestliže limita existuje, říkáme, že „trojný integrál ׭𝑂
𝑓 𝑑𝑥𝑑𝑦 existuje“ nebo že 

„funkce 𝑓 je integrovatelná na kvádru 𝐾".



Výpočet dvojného integrálu pomocí Fubiniovy věty 
Trojný integrál na obecné omezené množině v 𝐸3:
Předpokládejme, že 𝑀 je omezená množina v 𝐸3 a 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) je omezená funkce na 𝑀. 
Nechť 𝐾 = 𝑎, 𝑏 × 𝑐, 𝑑 × 𝑟, 𝑠 je kvádr, ve kterém je množina 𝑀 obsažena. Definujme 

𝑓∗ 𝑥, 𝑦, 𝑧 = ቊ
𝑓 𝑥, 𝑦 𝑝𝑟𝑜 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑀

0 𝑝𝑟𝑜 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐾\𝑀

Pak trojným integrálem funkce 𝑓 na množině 𝑀 rozumíme trojný integrál funkce 𝑓∗na 

kvádru 𝐾 (pokud tento integrál existuje). Trojný integrál 𝑓 na 𝑀 značíme

𝑀׮
𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 nebo׮𝐾

𝑓𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧.

➢ pro trojný integrál se někdy používá název objemový integrál
➢ Pokud integrál 𝐾׮

𝑓∗𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 existuje, pak říkáme, že také „trojný integrál 𝐾׮
𝑓∗𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

existuje" nebo že „funkce 𝑓 je integrovatelná na množině 𝑀". Množinu 𝑀 nazýváme 
integrační obor nebo obor integrace a integrovanou funkci 𝑓 často nazýváme integrand.



Měřitelná množina v 𝐸3 a její Jordanova míra
Předpokládejme, že 𝑀 je omezená množina v 𝐸3. Říkáme, že tato množina 𝑀 je měřitelná 
(v Jordanově smyslu), jestliže konstantní funkce 𝑓(𝑥, 𝑦) = 1 je integrovatelná na 𝑀. V 
tomto případě nazýváme číslo 

𝜇3 𝑀 =ම

𝑀

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

třírozměrnou Jordanovou mírou množiny 𝑀.

Příklady množin, jejichž třírozměrná míra je rovna nule:
a) Množiny, sestávající z konečného počtu bodů nebo křivek.
b) Plochy, které jsou grafy spojitých funkcí dvou proměnných 𝑧 = 𝜑(𝑥, 𝑦) nebo 𝑦 =

𝜓(𝑥, 𝑧) nebo 𝑥 = 𝜗(𝑦, 𝑧) definovaných na omezených uzavřených množinách v 
𝐸2. 

c) Tzv. jednoduché hladké plochy nebo jednoduché po částech hladké plochy.



Měřitelná množina v 𝐸2 a její Jordanova míra

Věta: 

a) Sjednocení konečně mnoha množin míry nula je množina míry nula.

b) Je-li 𝑁 množina míry nula a 𝑀 ⊂ 𝑁, pak 𝑀 je také množina míry nula.

Věta: (Nutná a postačující podmínka pro to, aby množina v 𝐸3 byla měřitelná.) 

Množina 𝑀 ⊂ 𝐸3 je měřitelná (v Jordanově smyslu) právě tehdy, je-li omezená a 
𝜇3 𝜕𝑀 = 0.

Věta: (Postačující podmínka pro existenci dvojného integrálu)
Nechť 𝑀 je měřitelná množina v 𝐸3 a 𝑓 je omezená a spojitá funkce na 𝑀. Pak trojný 
integrál׮𝑀

𝑓 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 existuje.

(předpoklad spojitosti 𝑓 na 𝑀 je splněn i při nespojitosti 𝑓 na množině míry nula v 𝑀)



Výpočet dvojného integrálu - Fubiniho věta

Elementární obor integrace v 𝐄𝟑: 

Nechť 𝑀𝑥𝑦 je měřitelná uzavřená množina v 𝐸2 a 𝑧 = 𝜑1(𝑥, 𝑦) a 𝑧 =

𝜑2(𝑥, 𝑦) jsou spojité funkce na 𝑀𝑥𝑦 takové, že 𝜑1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜑2(𝑥, 𝑦) pro 

všechna [𝑥, 𝑦] ∈𝑀𝑥𝑦. Pak množinu 𝑀 = ൛

ൟ

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐸3; 𝑥, 𝑦 ∈

𝑀𝑥𝑦 , 𝜑1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑧 ≤ 𝜑2(𝑥, 𝑦) nazýváme elementárním oborem 

integrace vzhledem k rovině 𝑥𝑦.

Analogicky můžeme definovat i elementární obor integrace vzhledem 

k rovině 𝑥𝑧 a elementární obor vzhledem k rovině 𝑦𝑧. Elementární 

obory integrace jsou měřitelnými množinami v 𝐸3.



Výpočet dvojného integrálu - Fubiniho věta

Fubiniho věta pro trojný integrál: 

Nechť 𝑀 je elementární obor integrace vzhledem k rovině 𝑥𝑦. Nechť funkce 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) je 

spojitá na 𝑀. Pak׮𝑀
𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝑀𝑥𝑦׭

𝜑1(𝑥,𝑦)׬
𝜑2(𝑥,𝑦) 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦.

ම

𝑀

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ඵ
𝑀𝑥𝑦

න
𝜑1(𝑥,𝑦)

𝜑2(𝑥,𝑦)

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦

* pro spojitou funkci a elementární obor integrace nezávisí na pořadí integrálů vpravo

trojný integrál dvojnásobný integrál jednoduchý integrál



Aplikace dvojného integrálu
• hmotnost tělesa: 𝑚 𝑀׮=

𝜌 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, kde 𝑀 ⊂ 𝐸3je měřitelná množina a 𝜌 𝑥, 𝑦, 𝑧 je hustota

• statický moment: vzhledem k rovině 𝑥𝑦: 𝑚𝑥𝑦 𝑀׮=
𝑧 ∙ 𝜌 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

vzhledem k rovině 𝑥𝑧: 𝑚𝑥𝑧 𝑀׮=
𝑦 ∙ 𝜌 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

vzhledem k rovině 𝑦𝑧:𝑚𝑦𝑧 𝑀׮=
𝑥 ∙ 𝜌 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

• těžiště: 𝑥𝑇 =
𝑚𝑦𝑧

𝑚
, 𝑦𝑇 =

𝑚𝑥𝑧

𝑚
, 𝑧𝑇 =

𝑚𝑥𝑦

𝑚

• moment setrvačnosti: 

vzhledem k rovině 𝑥𝑦: 𝐽𝑥𝑦 𝑀׮=
𝑧2 ∙ 𝜌 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 || vzhledem k ose 𝑥: 𝐽𝑥 𝑀׮=

𝑦2 + 𝑧2 ∙ 𝜌 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

vzhledem k rovině 𝑥𝑧: 𝐽𝑥𝑧 𝑀׮=
𝑦2 ∙ 𝜌 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 || vzhledem k ose 𝑦: 𝐽𝑦 𝑀׮=

𝑥2 + 𝑧2 ∙ 𝜌 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

vzhledem k rovině 𝑦𝑧: 𝐽𝑦𝑧 𝑀׮=
𝑥2 ∙ 𝜌 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 || vzhledem k ose 𝑧: 𝐽𝑧 𝑀׮=

𝑥2 + 𝑦2 ∙ 𝜌 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

vzhledem k počátku𝑂: 𝐽𝑧 𝑀׮=
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ∙ 𝜌 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧



Transformace do cylindrických souřadnic
• Polární souřadnice v 𝑬𝟐: 

bod 𝑋 lze určit souřadnicemi 𝑟, 𝜑, 𝜔, kde 𝑟 je vzdálenost 𝑋′ od počátku 𝑂 a 𝜑 je úhel mezi 

kladnou částí osy 𝑥 a úsečkou𝑂𝑋′, 𝜔 ∈ ℝ je orientovaná vzdálenost 𝑋𝑋′

• Vztah mezi kartézskými souřadnicemi 𝑥, 𝑦 a polárními souřadnicemi

𝑟, 𝜑 je dán rovnicemi:

𝑥 = 𝑟 ∙ cos 𝜑, 𝑦 = 𝑟 ∙ sin𝜑, 𝑧 = 𝜔 odkud plyne 𝑟 ≥ 0, 𝜑 ∈ 0; 2𝜋

• při integraci se mění meze dle substituce a 𝑑𝑥𝑑𝑦 se nahradí výrazem

𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜑𝑑𝜔



Transformace do sférických souřadnic
• bod 𝑋 lze určit souřadnicemi 𝑟, 𝜑, 𝜗, kde 𝑟 je vzdálenost 𝑋 od počátku 𝑂 a 𝜑 je úhel mezi 

kladnou částí osy 𝑥 a úsečkou 𝑂𝑋′ (kde 𝑋′ je ortogonální projekce bodu 𝑋 na rovinu 𝑥𝑦) a 𝜗 je 

úhel mezi úsečkou 𝑂𝑋′ a úsečkou 𝑂𝑋 (měřený od úsečky 𝑂𝑋′)

• Vztah mezi kartézskými souřadnicemi 𝑥, 𝑦 a zobecněnými polárními 

souřadnicemi 𝑟, 𝜑 je dán rovnicemi:

𝑥 = 𝑟 ∙ cos 𝜗 ∙ cos𝜑, 

𝑦 = 𝑟 ∙ cos 𝜗 ∙ sin 𝜑, 

𝑧 = 𝑟 ∙ sin 𝜗

kde 𝑟 ≥ 0, 𝜑ϵ 0,2𝜋 , 𝜗ϵ −
𝜋

2
,
𝜋

2
,

• při integraci se mění meze dle substituce a 𝑑𝑥𝑑𝑦 se nahradí výrazem 𝑟2 cos 𝜗 𝑑𝑟𝑑𝜑𝑑𝜗



Transformace do zobecněných cylindrických a 
sférických souřadnic
• zobecněné cylindrické souřadnice:

𝑥 = 𝑥0 + 𝑎𝑟 ∙ cos 𝜑, 

𝑦 = 𝑦0 + 𝑏𝑟 ∙ sin 𝜑, 

𝑧 = 𝑧0 + 𝑐𝜔 , kde 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 je zvolený bod z 𝐸3 a 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 jsou parametry

• při integraci se mění meze dle substituce a 𝑑𝑥𝑑𝑦 se nahradí výrazem 𝑎𝑏𝑐𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜑𝑑𝜔

• zobecněné sférické souřadnice:

𝑥 = 𝑥0 + 𝑎𝑟 ∙ cos 𝜗 ∙ cos𝜑, 

𝑦 = 𝑦0 + 𝑏𝑟 ∙ cos 𝜗 ∙ sin𝜑, 

𝑧 = 𝑧0 + 𝑐𝑟 ∙ sin 𝜗, kde 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 je zvolený bod z 𝐸3 a 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 jsou parametry

• při integraci se mění meze dle substituce a 𝑑𝑥𝑑𝑦 se nahradí výrazem 𝑎𝑏𝑐𝑟2 cos 𝜗 𝑑𝑟𝑑𝜑𝑑𝜔
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