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Fubiniova véta. Transformace do cylindrickych
souradnic. Objem télesa, vypocet mechanickych
charakteristik teles.

Vypocet trojnych integral pomocitransformace do
ferickych souradnic.




Vypocet trojneho integralu

Déleni kvadru a jeho norma:
Necht {a; b), {c; d) a (r; s) jsou postupné uzaviené intervaly na souradnych osach
x,y, z. Pak kartézsky soucin K = (a; b) X (c; d) X (r; s) je kvadrem v E3, jehoz
hrany jsou rovhobézné se soufadnymi osami X,y nebo z.
Kvadr K Ize rozdélit siti rovin rovhobéznych s rovinami xy, xz nebo yz na n dilcich
kvadru K3, ..., K,,. Systém téchto kvadru nazyvame déleni kvadru K. Pojmenujeme-Ii
popsané déleni D, pak normou déleni D nazyvame délku nejdelsi ze vSech hran
kvadrt K4, ..., K;,. Normu déleni D znacime ||D]||. Jsou-li délky hran dil¢ich kvadri
Ky, ..., K, rovny Axy, Ay, Az, ..., Ax,,, Ay, Az,, mGZeme normu || D || vyjadrit:

ID|| = max{Axq, Ay, Az, ..., Ax,, Ay, Az, }




Vypocet trojneho integralu

Riemannovy soucty a jejich limita:

Predpokladejme, ze f(x; y; z) je omezena funkce na kvadru K = (a, b) X {c,d) X
(r,s). Necht' D je déleni kvadru K na dil¢i kvadry Kj, ..., K;,, oznacme délky hran
kvadrll K4, ..., K,, postupné Axq,Ay,,Az,, ..., Ax,, Ay, Az, Necht v je systém
zvolenych bodu Z; € K; (i = 1, ...,n). Riemannovym souctem funkce f na kvadru
K, odpovidajicim déleni D a systému v vybranych bodu Z4, ..., Z,;, nazyvame soucet

s(f; D;v) = Xizq f(Zy) - Ax;Ay; Az,
Rikdme, Ze &islo S je limitou Riemannovych souétt s(f; D; v) pro ||D|| = 04,
jestlize ke kazdému danému € > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdé déleni
D kvadru K a pro kazdy zvoleny systém v plati:

IDIl <& = [s(f; D;v) =S| <e

PisSeme: lim s(f;D;v) =S.
ID]|-04 f )




Vypocet dvojneho integralu pomoci Fubiniovy vety

Trojny integral na obdélniku:

Jestlize limita IIDlIiImO s(f; D;v) = § existuje, pak cislo S nazyvame trojnym
—U+

integralem funkce f na kvadru K. Integral obvykle znacime
I, f(x,y)dxdydz nebo [ff, f dxdy dz
Jestlize limita existuje, fikame, Ze ,trojny integral [  f dxdy existuje" nebo ze

.funkce f je integrovatelna na kvadru K".




Vypocet dvojneho integralu pomoci Fubiniovy vety

Trojny integral na obecné omezené mnoziné v E5:
Predpokladejme, ze M je omezena mnozinav E; a f(x,y, z) je omezena funkce na M.
Necht K = {(a, b) X {c,d) X (r, s) je kvadr, ve kterém je mnoZina M obsazena. Definujme

0 pro[x,y,z] € K\M
Pak trojnym integralem funkce f na mnoziné M rozumime trojny integral funkce f*na

kvadru K (pokud tento integral existuje). Trojny integral f na M znaCime

I, f &, y, z2)dxdydz nebo [[], fdxdydz.

» pro trojny integral se nekdy pouziva nazev objemovy integral

> Pokud integral [ff, f*dxdydz existuje, pak Fikame, ze také ,trojny integral ff f*dxdydz
existuje" nebo ze ,funkce f je integrovatelna na mnoziné M". Mnozinu M nazyvame
integracni obor nebo obor integrace a integrovanou funkci f Casto nazyvame integrand.




Meritelna mnozina v E5 a jeji Jordanova mira

Pfedpokladejme, Ze M je omezend mnoZina v E5. Rikdme, Ze tato mnoZina M je méfitelnd
(v Jordanove smyslu), jestlize konstantni funkce f(x,y) = 1 je integrovatelna na M.V
tomto pripadé nazyvame cCislo

us(M) = jﬂ dxdydz
M

tfirozmeérnou Jordanovou mirou mnoziny M.

Priklady mnozin, jejichz tfirozmérna mira je rovna nule:
a) Mnoziny, sestavajici z konecného poctu bodU nebo krivek.
b) Plochy, ktere jsou grafy spojitych funkci dvou proménnych z = ¢ (x,y) neboy =
Y(x,z) nebox = 9(y, z) definovanych na omezenych uzavrenych mnozinach v
E,.
c) Tzv. jednoduche hladke plochy nebo jednoduche po castech hladke plochy.




Méritelna mnozina v E, a jeji Jordanova mira

Veta:
a) Sjednoceni konecné mnoha mnozin miry nula je mnozina miry nula.

b) Je-li N mnozina miry nulaa M c N, pak M je také mnozina miry nula.

Veta: (Nutna a postacujici podminka pro to, aby mnozina v E5 byla méritelna.)

Mnozina M c E; je méritelna (v Jordanove smyslu) prave tehdy, je-li omezena a
uz;(0M) = 0.

Veta: (Postacujici podminka pro existenci dvojneho integralu)

Necht M je méfitelna mnozinav E5 a f je omezena a spojita funkce na M. Pak trojny
integral fff,, f dxdydz existuje.

(predpoklad spojitosti f na M je splnén i pri nespojitosti f na mnoziné miry nula v M)




Vypocet dvojneho integralu - Fubiniho veta

Elementarni obor integrace v E;:

Necht M,,, je mefitelna uzavienamnozinavE, az = ¢,(x,y)az =
@2 (x,y) jsou spojite funkce na M, takove, ze ¢ (x,y) < @,(x,y) pro
vsechna [x, y] € M,,,. Pak mnozinu M = {[x, y,z] € E3; |x,y] €

Myy, 91(x,y) <z < @,(x, y)} nazyvame elementarnim oborem
integrace vzhledem k roviné xy.

Analogicky mUzeme definovat i elementarni obor integrace vzhledem
k rovineé xz a elementarni obor vzhledem k roviné yz. Elementarni

obory integrace jsou méritelnymi mnozinamiv E;.




Vypocet dvojneho integralu - Fubiniho veta

Fubiniho véta pro trojny integral:

Necht M je elementarni obor integrace vzhledem k roviné xy. Necht funkce f (x,y, z) je

spojita na M. Pak [ff f(x,y,z)dxdydz = ffoy ( (;plz((;%) f(x,y, Z)dz) dxdy.

f f f(x,y,z)dxdydz = j j < f . f(x,y, Z)dz) dxdy
M My

(pl(xry)

/ \ N

trojny integral dvojnasobny integral jednoduchy integral

* pro spojitou funkci a elementarni obor integrace nezavisi na poradi integralU vpravo




Aplikace dvojneho integralu

hmotnost télesa: m = [[f, p(x,y,z)dxdydz, kde M c E3je méfitelna mnozina a p(x, y, z) je hustota

staticky moment:  vzhledem k roviné xy: my,, = [ff z- p(x,y, z)dxdydz
vzhledem k roviné xz: my, = [[[, v - p(x,y, z)dxdydz
vzhledem k roviné yz: my,, = [f[ x - p(x,y, z)dxdydz

I/

moment setrvacnosti:

vzhledem k roviné xy: J,, = [f[,. z* - p(x,y, z)dxdydz || vzhledem k ose x: J, = [[f (v + z2) - p(x,y, z)dxdydz
vzhledem k roviné xz: J,,, = [ff, ¥* - p(x,y,2)dxdydz || vzhledem k ose y: ], = [ff, (x* + z*) - p(x,y, z)dxdydz
vzhledem k roviné yz: J,,, = [f[, x*- p(x,y,z)dxdydz|| vzhledemkose z: J, = [[f, (x* + y?) - p(x,y, z)dxdydz

vzhledem k pocatku 0:J, = [[f, (x* + y* + z*) - p(x,y, z)dxdydz




Transformace do cylindrickych souradnic

Polarni souradnice v E5:

bod X |ze urcit soufadnicemi r, @, w, kde r je vzdalenost X’ od pocatku O a ¢ je Uhel mezi

kladnou casti osy x a UseCkou OX’, w € R je orientovana vzdalenost XX’
Vztah mezi kartézskymi souradnicemi x, y a polarnimi souradnicemi

1, @ je dan rovnicemi:

X=1r-cos@,y=r-sing, z= wodkudplyner = 0, ¢ € (0; 2m)
priintegraci se méni meze dle substituce a dxdy se nahradi vyrazem

rdrdepdw

T




Transformace do sferickych souradnic

* bod X lze urcit souradnicemi r, ¢, 9, kde r je vzdalenost X od pocatku O a ¢ je Uhel mezi
kladnou ¢asti osy x a Useckou 0X' (kde X' je ortogonalni projekce bodu X na rovinu xy) a9 je
Uhel mezi Use¢kou 0X’ a Useckou OX (méfeny od Usecky 0X")

Vztah mezi kartézskymi souradnicemi x, y a zobecnénymi polarnimi
souradnicemi r, ¢ je dan rovnicemi:

X =71-c0sVY - CosqQ,

y =71-c0s? -sin g,

Z=1-Sin?Y

kder = 0, pe(0,2m), ¢ <— §,§> )

* pfiintegraci se méni meze dle substituce a dxdy se nahradi vyrazem r2 cos 9 drdod?




Transformace do zobecnenych cylindrickych a
sferickych souradnic

» zobecnéné cylindricke souradnice:
X = Xo + ar - cos @,
Yy = Yo + br - sin ¢,
z =7y + cw, kde [xq, ¥, Zy] je zvoleny bod z E; a a, b, c > 0 jsou parametry
priintegraci se méni meze dle substituce a dxdy se nahradi vyrazem abcr drdpdw
zobecnéné sférické souradnice:
X =X+ ar-cosd - cos @,
Y =79y + br-cos? -sing,

z = zy + cr - sind, kde [xy, Vo, Zo] je zvoleny bod z E; a a, b, ¢ > 0 jsou parametry

* pfiintegraci se méni meze dle substituce a dxdy se nahradi vyrazem abcr? cos 9 drdpdw
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